(s) “十 二 五 ”普通 高 等 教育 本 科 国 家 级 规划 教材 
普通 高 等 教育 管理 科学 与 工程 类 规划 教材 


清华 大 学 出 版 社 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


胡 运 权 主 编 
郭 浪 煌 ” 副 主编 


清华 大 学 出 版 社 
北京 


内 容 简 介 


本 书 由 国内 著名 高 校长 期 从 事 运 筹 学 教学 的 教师 集体 编写 而 成 ,其 内 容 紧 密 结合 经 济 管理 类 专业 
的 特点 。 本 书 系统 地 讲述 了 线性 规划 、 目 标 规划 、 整 数 规划 、 非 线性 规划 \ 动 态 规划 、 图 与 网 络 分 析 、 排 队 
论 ,存储 论 、 对 策 论 决策 论 的 基本 概念 、 理 论 .方法 和 模型 ,以 及 数据 包 络 分 析 、 运 筹 学 问题 的 启发 式 算 
法 等 。 各 章 后 均 附 有 习题 ,附录 中 给 出 了 习题 参考 答案 与 提示 ,以 帮助 复习 基本 知识 和 检查 学 习 效果 。 
第 5 版 根据 运筹 学 近年 发 展 作 了 更 新 ,增加 了 运筹 学 应 用 软件 的 介绍 ,并 利用 互联 网 和 数字 平台 增加 了 
拓展 内 容 、 即 练 即 测 题 和 自我 测试 题 及 答案 。 

本 书 可 作为 高 等 院 校 经 济 管理 类 和 理工 类 等 专业 本 科 生 、 研 究 生 的 教材 ,也 可 作为 工程 技术 人 员 和 
经 济 管理 干部 进一步 提高 管理 理论 水 平 的 自学 参考 书 。 


本 书 封面 贴 有 清华 大 学 出 版 社 防伪 标签 ,无 标签 者 不 得 销售 。 
版 权 所 有 ,侵权 必 究 。 侵 权 举报 电话 : 010-62782989 13701121983 


图 书 在 版 编目 (CIP) 数 据 


运筹 学 教程 / 胡 运 权 主编 .一 5 版 . 一 北京 : 清华 大 学 出 版 社 ,2018 
ISBN 978-7-302-48125-6 


I. @ 运 … I 工 . @ 胡 … ” 开 . 运筹 学 一 高 等 学 校 一 教材 N. O22 


中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2017) 第 202044 号 


责任 编辑 : 高 晓 蔚 
封面 设计 : 傅 瑞 学 
责任 校对 : 宋 玉 莲 
责任 印 制 : 宋 林 


出 版 发 行 : 清华 大 学 出 版 社 
网 址 : http://www. tup. com. cn, http://www. wqbook. com 
地 址 : 北京 清华 大 学 学 研 大 厦 A 座 邮 编 : 100084 
社 总 机 : 010-62770175 邮  ” 购 : 010-62786544 
投稿 与 读者 服务 : 010-62776969，c-service@tup. tsinghua. edu. cn 
质量 反馈 : 010-62772015 ，zhiliang@tup. tsinghua. edu. cn 
课件 下 载 : http://www. tup. com. cn,010-62770175-4506 
: 北京 密云 胶印 厂 
: 全 国 新 华 书店 
: 185mmX230mm 印 张 :27.25 插 页 :1 字 数 :624 千 字 
: 1998 年 8 月 第 1 版 2018 年 7 月 第 5 版 印 ”次 : 2018 年 7 月 第 1 次 印刷 
: 1 一 8000 
: 49.00 元 


阐 忆 二 章 上 除 导 
淋 
字 潍 污 计 洲 间 


十 
如 
识 
中 


: 076566-01 


第 5 版 前 言 了 PREEACE 


运筹 学 是 一 门 研 究 如 何 有 效 地 组 织 和 管理 人 机 系统 的 科学 。 由 于 它 同 管理 科学 的 紧 
密 联系 , 它 在 研究 解决 实际 问题 时 所 蕴含 的 系统 整体 优化 思想 ,以 及 从 提出 问题 ,分 析 建 
模 、 求 解 到 方案 实施 的 一 整套 严密 科学 方法 ,使 它 对 管理 学 科 的 发 展 和 管理 人 才 的 培养 起 
到 了 重要 作用 。 运 筹 学 已 成 为 经 济 管理 类 专业 本 科普 遍 开设 的 一 门 重要 专业 基础 课 和 研 
究 生 层次 的 学 位 课 , 也 是 各 管理 专业 学 位 和 一 些 工科 专业 的 必修 课程 。 

本 书 出 版 的 宗旨 是 力求 根据 21 世纪 经 济 管理 人 才 对 运筹 学 教学 的 需求 , 既 反 映 这 门 
学 科 的 新 进展 ,又 深入 浅 出 地 阐明 运筹 学 的 基本 概念 、 理 论 和 方法 ,各 类 模型 的 结构 特征 、 
经 济 含义 及 其 在 管理 中 的 应 用 。 本 书 主要 对 象 是 经 济 管理 类 专业 的 大 学 本 科 生 、 研 究 生 ， 
同时 也 兼顾 理工 类 专业 本 科 生 、 研 究 生 和 实际 工作 部 门人 员 的 需要 。 

本 书 出 版 以 来 , 深 受 广大 读者 的 厚爱 ,从 1998 年 6 月 至 今 已 印刷 58 次 ,累计 近 60 万 
册 , 使 编者 深 受 鼓舞 。 正 如 我 们 在 第 1 版 前 言 中 写 的 ,要 让 我 们 的 教材 满足 21 世纪 的 需 
要 ,不 是 一 代 人 所 能 完成 的 ,要 持续 修订 ,要 不 断 汲取 国外 经 典 教材 和 运筹 学 实践 应 用 成 
果 的 精华 ,同时 不 断 总 结 提炼 我 们 自己 的 教学 经 验 和 体会 。 本 书 是 由 国内 著名 高 校 第 一 
线 工作 的 .已 从 事 运 筹 学 教学 数 十 年 的 教师 合作 编写 的 ,大 家 以 钙 而 不 使 的 精神 ,力求 使 
本 教材 不 断 开拓 创新 ,做 到 与 时 俱 进 。 

同上 一 版 相 比 ,第 5 版 在 内 容 上 作 了 一 些 修改 ,并 利用 互联 网 和 数字 平台 增加 了 一 些 
拓展 内 容 、 即 练 即 测 题 和 自我 测试 题 。 具 体 包括 : (1) 对 书 中 一 些 内 容 进行 了 补充 : 在 目 
标 规划 一 章 中 ,在 求解 目标 规划 单纯 形 法 一 节 中 增加 了 对 优先 因子 给 定 权重 的 计算 方法 
和 优先 级 分 层 优化 计算 两 种 比较 实用 的 算法 .对 策 论 一 章 中 增添 了 合作 对 策 的 核心 和 
Shapley 值 ; (2) 改 写 了 个 别 例题 ,增添 了 20 多 道 习 题 ; (3) 适 当 删 减 了 一 些 内 容 , 如 对 策 
论 在 信息 经 济 学 中 的 应 用 ,动态 规划 中 有 关 高 维 问题 的 降 维 法 和 朴 密 格 子 点 法 ,以 及 一 些 
数学 推导 过 繁 . 过 深 的 内 容 ; (4) 各 章 末 增加 了 即 练 即 测 题 ( 共 101 道 选择 题 ) ,作为 拓展 
资源 , 供 学 生 测试 学 习 效 果 ; (5) 将 原 书 绪论 第 五 节 运 筹 学 算法 与 应 用 软件 简介 作 了 较 大 
补充 ,比较 细致 介绍 了 LINDO、LINGO、WinQSB、MATLAB 等 软件 求解 运筹 学 模型 的 
步骤 和 例子 ,并 将 其 作为 拓展 资源 (附录 A); (6) 将 各 章 习题 参考 答案 作为 拓展 资源 ( 附 
录 B); (7) 提 供 了 3 份 自我 测试 题 和 答案 作为 拓展 资源 (附录 C); (8) 对 一 些 内 容 的 前 后 
叙述 顺序 作 了 调整 ,以 有 利于 教学 和 自学 。 

另外 ,本 书 还 利用 在 线 学 习 平台 提供 了 更 加 丰富 的 数字 课程 体验 , 见 书后 说 明 。 
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本 书 的 编写 分 工 : 胡 运 权 ( 喻 尔 滨 工业 大 学 管理 学 院 ) 编 写 绪论 和 第 一 、 二 章 , 对 第 十 
三 章 作 了 一 些 补充 ; 郭 粮 煌 (西南 交通 大 学 经 济 管理 学 院 ) 编 写 第 三 \ 六 ,十 四 章 ; 歼 益 鸣 
(复旦 大 学 管理 学 院 ) 编 写 第 四 、 五 .十 一 章 ; 程 佳 惠 ( 清 华 大 学 经 济 管理 学 院 ) 编 写 第 七 、 
八 、 九 章 ; 陈 秉 正 (清华 大 学 经 济 管理 学 院 ) 编 写 第 十 ,十 二 ,十 三 章 。 全 书 由 胡 运 权 任 主 
编 , 郭 炊 煌 任 副 主编 。 本 次 修订 时 , 仍 先 由 各 作者 按 总 的 修订 原则 ,对 自己 分 担 的 章节 进 
行 修改 、 补 充 , 最 后 由 胡 运 权 负 责 总 纂 ,并 编写 了 各 章 增 列 的 即 练 即 测 题 ,答案 和 附录 A、 
附录 C。 

本 书 前 几 版 编写 过 程 中 , 曾 得 到 清华 大 学 出 版 社 ( 运 筹 学 ) 一 书 主编 钱 颂 迪 等 教授 的 
指导 ,受到 国内 很 多 运筹 学 精品 课程 教材 的 启示 ,清华 大 学 出 版 社 的 编辑 更 为 本 书 的 编辑 
出 版 花费 了 大 量 辛勤 劳动 , 谨 在 此 一 并 表示 感谢 。 

一 本 好 的 教材 , 重 在 特色 , 贵 在 质量 。 为 此 需要 不 断 磨 研 ,反复 修改 提高 。 本 书 作者 
将 为 此 继续 努力 。 鉴 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 难免 有 不 妥 或 错误 之 处 ,恳请 广大 读者 批评 
指正 。 


编 者 
2018 年 6 月 
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第 一 节 ”运筹 学 释义 与 发 展 简 史 


运筹 学 一 词 起 源 于 20 世纪 30 年 代 。 据 《大英 百 科 全 书 ) 释 义 ,“ 运 筹 学 是 一 门 应 用 于 
管理 有 组 织 系统 的 科学 ”,“ 运 筹 学 为 掌管 这 类 系统 的 人 提供 决策 目标 和 数量 分 析 的 工 
具 ”。《 中 国 大 百科 全 书 ) 的 释义 为 : 运筹 学 “是 用 数学 方法 研究 经 济 、 民 政和 国防 等 部 门 
在 内 外 环境 的 约束 条 件 下 合理 分 配 人 力 ,物力 、 财 力 等 资源 ,使 实际 系统 有 效 运行 的 技术 
科学 , 它 可 以 用 来 预测 发 展 趋 势 ,制订 行动 规划 或 优选 可 行 方案 "(《 自动 控制 与 系统 工程 》 
卷 ,1991 年 版 )。《 辞 海 )(1979 年 版 ) 中 有 关 运 筹 学 条 目的 释义 为 : 运筹 学 “主要 研究 经 济 
活动 与 军事 活动 中 能 用 数量 来 表达 有 关 运 用 、 筹 划 与 管理 方面 的 问题 , 它 根 据 问题 的 要 
求 ,通过 数学 的 分 析 与 运算 ,作出 综合 性 的 合理 安排 ,以 达到 经 济 有 效 地 使 用 人 力 ,物力 ”。 
《中 国企 业 管 理 百科 全 书 》(1984 年 版 ) 中 的 释义 为 : 运筹 学 “应 用 分 析 、 试 验 、 量 化 的 方 
法 ,对 经 济 管理 系统 中 人 、 财 、 物 等 有 限 资源 进行 统筹 安排 ,为 决策 者 提供 有 依据 的 最 优 方 
案 , 以 实现 最 有 效 的 管理 ”。 

运筹 学 一 词 在 英国 称 为 operational research, 在 美国 称 为 operations research( 缩 写 
为 O. R. ) ,可 直译 为 “运用 研究 ”或 “作业 研究 ”。 由 于 运筹 学 涉及 的 主要 领域 是 管理 问 
题 ,研究 的 基本 手段 是 建立 数学 模型 ,并 比较 多 地 运用 各 种 数学 工具 。 从 这 点 出 发 ， 
有 人 将 运筹 学 称 作 ”管理 数学 ”。1957 年 我 国 从 * 夫 运筹 肉 帆 之 中 ,决胜 千里 之 外 ”( 见 
《史记 。 高 祖 本 纪 》) 这 名 古语 中 摘 取 “运筹 ?二 字 , 将 O. R. 正式 译作 运筹 学 ,包含 运用 筹 
划 , 以 策略 取胜 等 意义 ,比较 恰当 地 反映 了 这 门 学 科 的 性 质 和 内 涵 。 

朴素 的 运筹 学 思想 在 我 国 古 代 文 献 中 就 有 不 少 记载 ,例如 齐 王 与 田鼠 赛马 和 丁 渭 主 
持 皇宫 的 修复 等 事 。 齐 王 与 田鼠 赛马 说 的 是 一 次 齐 王 和 田鼠 赛马 ,规定 双方 各 出 上 、. 中 、 
下 三 个 等 级 的 马 各 一 匹 。 如 果 按 同等 级 的 马 比 赛 , 齐 王 可 获 全 胜 , 但 田鼠 采取 的 策略 是 以 
下 马 对 齐 王 的 上 马 , 以 上 马 对 齐 王 的 中 马 , 以 中 马 对 齐 王 的 下 马 ,结果 田鼠 反 以 二 比 一 获 
胜 。 丁 渭 修 复 皇 宫 的 故事 发 生 在 北宋 时 代 , 皇 宫 因 火 焚毁 ,由 丁 渭 主持 修复 工作 。 他 让 人 
在 宫 前 大 街 取 土 烧 砖 , 控 成 大 沟 后 灌水 成 渠 , 利 用 水 渠 运 来 各 种 建筑 用 材料 ,工程 完毕 后 
再 以 废 砖 烂 瓦 等 填 沟 修复 大 街 , 做 到 减少 和 方便 运输 .加 快 了 工程 进度 。 但 运筹 学 这 个 术 
语 的 正式 使 用 是 在 1938 年 ,当时 英国 为 解决 空袭 的 早期 预警 ,做 好 反 侵 略 战争 准备 ,积极 
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进行 “雷达 ”的 研究 。 但 随 着 雷达 性 能 的 改善 和 配置 数量 的 增多 ,出 现 了 来 自 不 同 雷达 站 
的 信息 以 及 雷达 站 同 整个 防空 作战 系统 的 协调 配合 问题 。1938 年 7 月 , 波 得 塞 
(Bawdsey) 雷 达 站 的 负责 人 罗 伊 (A. P. Rowe) 提 出 立即 进行 整个 防空 作战 系统 运行 的 研 
究 , 并 用 “operational research” 一 词 作为 这 方面 研究 的 描述 ,这 就 是 0.R. (运筹 学 ) 这 个 
术语 的 起 源 。1940 年 9 月 英国 成 立 了 由 物理 学 家 布莱克 特 (P. M. S. Blackett) 领导 的 第 
一 个 运筹 学 小 组 ,后 来 发 展 到 每 一 个 英 军 指挥 部 都 成 立 运 筹 学 小 组 。1942 年 美国 和 加 拿 
大 也 都 相继 成 立 运 筹 学 小 组 ,这 些小 组 在 确定 扩建 舰队 规模 、 开 展 反潜 艇 战 的 侦察 和 组 织 
有 效 地 对 敌 艇 炸 等 方面 做 了 大 量 研究 ,为 取得 反 法 西 斯 战争 的 胜利 及 运筹 学 有 关 分 支 的 
建立 作出 了 贡献 。1939 年 苏联 学 者 康 托 洛 维 奇 (JI. B. Kanropopa) 出 版 了 《生产 组 织 与 
计划 中 的 数学 方法 ) 一 书 ,对 列宁 格 勒 胶合 板 厂 的 计划 任务 建立 了 一 个 线性 规划 的 模型 ， 
并 提出 了 “ 解 乘 数 法 ”的 求解 方法 ,为 数学 与 管理 科学 的 结合 做 了 开创 性 的 工作 。 

第 二 次 世界 大 战 以 后 ,运筹 学 的 活动 扩展 到 工业 和 政府 等 部 门 , 它 的 发 展 大 致 可 分 三 
个 阶段 。 

(1) 从 1945 年 到 20 世纪 50 年 代 初 ,被 称 为 创建 阶段 。 此 阶段 的 特点 是 从 事 运 筹 学 
研究 的 人 数 不 多 ,范围 较 小 ,运筹 学 的 出 版 物 、 学 会 等 寥寥 无 几 。 最 早 英 国 一 些 战 时 从 事 
运筹 学 研究 的 人 积极 讨论 如 何 将 运筹 学 方法 应 用 于 民用 部 门 ,于 1948 年 成 立 “ 运 筹 学 俱 
乐 部 ”, 在 煤炭 .电力 等 部 门 推广 应 用 运筹 学 ,取得 一 些 进展 。1948 年 美国 麻 省 理工 学 院 
把 运筹 学 作为 一 门 课程 来 进行 介绍 ,1950 年 英国 伯明翰 大 学 正式 开设 运筹 学 课程 ,1952 
年 在 美国 卡 斯 (Case) 工 业 大 学 设立 了 运筹 学 的 硕士 和 博士 学 位 。 第 一 本 运筹 学 杂志 《 运 
筹 学 季刊 )(O. R. Quarterly)1950 年 于 英国 创刊 ,第 一 个 运筹 学 会 一 一 美国 运筹 学 会 于 
1952 年 成 立 , 并 于 同年 出 版 (运筹 学 学 报 》(Journal of ORSA )。1947 年 丹 齐 克 (G. B. 
Danzig) 在 研究 美国 空军 资源 的 优化 配置 时 提出 了 线性 规划 及 其 通用 解法 一 一 单纯 形 法 。 
20 世纪 50 年 代 初 用 电子 计算 机 求解 线性 规划 获得 成 功 ,1951 年 莫 尔 斯 (P. M. Morse) 和 
金 博 尔 (G. E. Kimball) 合 著 的 《运筹 学 方法 ) 一 书 正式 出 版 。 所 有 这 些 , 标 志 着 运筹 学 这 
门 学 科 基 本 形成 。 

(2) 从 20 世纪 50 年 代 初 期 到 50 年 代 末期 ,被 认为 是 运筹 学 的 成 长 阶段 。 此 阶段 的 
一 个 特点 是 电子 计算 机 技术 的 迅速 发 展 ,使 得 运筹 学 中 一 些 方法 如 单纯 形 法 动态 规划 方 
法 等 ,得 以 用 来 解决 实际 管理 系统 中 的 优化 问题 .促进 了 运筹 学 的 推广 应 用 。50 年 代 末 ， 
美国 大 约 有 半数 的 大 公司 在 自己 的 经 营 管理 中 应 用 运筹 学 ,如 用 于 制订 生产 计划 ,进行 物 
资 储 备 、 资 源 分 配 、 设 备 更 新 等 方面 的 决策 。 另 一 个 特点 是 有 更 多 刊物 、 学 会 的 出 现 。 从 
1956 年 到 1959 年 就 有 法 国 、 印 度 、 日 本 、 荷 兰 、 比 利 时 等 10 个 国家 成 立 运 筹 学 学 会 ,又 有 
6 种 运筹 学 刊物 问世 。1957 年 在 英国 牛津 大 学 召开 了 第 一 次 国际 运筹 学 会 议 , 以 后 每 3 
年 举行 一 次 。1959 年 成 立国 际 运 筹 学 联合 会 (International Federation of Operations 
Research Societies,IFORS) 。 

(3) 自 20 世纪 60 年 代 以 来 ,运筹 学 开始 普及 和 迅速 发 展 。 此 阶段 的 特点 是 运筹 学 
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进一步 细 分 为 各 个 分 支 ,专业 学 术 团体 迅速 增多 ,更 多 的 期 刊 创办 ,运筹 学 书籍 大 量 出 版 ， 
以 及 更 多 学 校 将 运筹 学 课程 纳入 教学 计划 之 中 。 第 三 代 电 子 数字 计算 机 的 出 现 , 促 使 运 
筹 学 得 以 用 来 研究 一 些 大 的 复杂 的 系统 ,如 城市 交通 环境 污染 、 国 民 经 济 计划 等 。 

我 国 第 一 个 运筹 学 小 组 于 1956 年 在 中 国 科 学 院 力 学 研究 所 成 立 ,1958 年 建立 了 运 
筹 学 研究 室 。1960 年 在 山东 济南 召开 全 国 应 用 运筹 学 的 经 验 交 流 和 推广 会 议 ,1980 年 4 
月 成 立 中 国运 筹 学 学 会 。 在 农林 、 交 通 运输 ,建筑 ,机 械 、 冶 金 .石油 化 工 、 水 利 、 邮 电 , 纺 织 
等 部 门 和 军事 领域 ,运筹 学 的 方法 已 开始 得 到 应 用 推广 。 除 中 国运 筹 学 学 会 外 ,中 国 系 统 
工程 学 学 会 以 及 与 国民 经 济 各 部 门 有 关 的 专业 学 会 ,也 都 把 运筹 学 应 用 作为 重要 的 研究 
领域 。 我 国 各 高 等 院 校 , 特 别 是 各 经 济 管理 类 专业 已 普遍 把 运筹 学 作为 一 门 专业 主干 课 
程 列 入 教学 计划 之 中 。 

由 于 运筹 学 在 提高 组 织 机 构 的 效率 方面 已 取得 显著 成 效 , 它 的 影响 还 在 继续 扩展 。 目 
前 国际 上 著名 的 运筹 学 刊物 有 : Management Science ,Operations Research ,Interfaces, 
Journal of Operational Research Society, European Journal of Operations Research 
等 ; 国内 刊登 运筹 学 研究 成 果 的 刊物 主要 有 :《 运 筹 学 学 报 兴 运筹 与 管理 兴 系 统 工程 学 
报 兴 系统 工程 理论 与 实践 兴 系 统管 理学 报 兴 系统 工程 兴 数量 经 济 技术 经 济 研究 兴 中 国 管 
理科 学 ) 等 。 


第 二 节 ”运筹 学 研究 的 基本 特征 与 基本 方法 


运筹 学 研究 的 基本 特征 是 : 系统 的 整体 观念 ,多 学 科 的 综合 以 及 模型 方法 的 应 用 。 

(1) 系统 的 整体 观念 。 所 谓 系统 可 以 理解 为 是 由 相互 关联 ,相互 制约 .相互 作用 的 一 
些 部 分 组 成 的 具有 某 种 功能 的 有 机 整体 。 例 如 一 个 企业 的 经 营 管理 由 很 多 子 系统 组 成 ， 
包括 生产 ,技术 供应、 销售 、 财 务 等 ,各 子 系统 工作 的 好 坏 , 直 接 影响 企业 经 营 管理 的 好 
坏 。 但 各 子 系统 的 目标 往往 不 一 致 ,生产 部 门 为 提高 劳动 生产 率 ,希望 增 大 产品 批量 ; 销 
售 部 门 为 满足 市 场 用 户 需求 ,要 求 产品 适销 对 路 ,小 批量 ,多 花色 品种 ; 财务 部 门 强调 减 
少 库 存 , 加 速 资金 周转 ,以 降低 成 本 等 。 运 筹 学 研究 中 不 是 对 各 子 系统 的 决策 行为 孤立 评 
价 ,而 把 有 关子 系统 相互 关联 的 决策 结合 起 来 考虑 .把 相互 影响 和 制约 的 各 个 方面 作为 一 
个 统一 体 , 从 系统 整体 利益 出 发 ,寻找 一 个 优化 协调 的 方案 。 

(2) 多 学 科 的 综合 。 一 个 组 织 或 系统 的 有 效 管理 涉及 很 多 方面 ,运筹 学 研究 中 吸收 
来 自 不 同 领 域 .具有 不 同 经 验 和 技能 的 专家 。 由 于 专家 们 来 自 不 同 的 学 科 领 域 ,具有 不 同 
的 经 历 和 经 验 ,增强 了 发 挥 小 组 集体 智慧 、 提 出 问题 和 解决 问题 的 能 力 。 这 种 多 学 科 的 协 
调配 合 在 研究 的 初期 ,在 分 析 和 确定 问题 的 主要 方面 ,在 选 定 和 探索 解决 问题 的 途径 时 ， 
显得 特别 重要 。 

(3) 模型 方法 的 应 用 。 在 各 门 学 科 的 研究 中 广泛 应 用 实验 的 方法 ,但 运筹 学 研究 的 
系统 往往 不 能 搬 到 实验 室 中 .替代 方法 是 建立 问题 的 数学 模型 或 模拟 的 模型 。 应 当 指出 ， 
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为 制定 决策 提供 科学 依据 是 运筹 学 应 用 的 核心 ,而 建立 模型 则 是 运筹 学 方法 的 精髓 。 学 
习 运 筹 学 要 掌握 的 最 重要 技巧 就 是 提高 运筹 学 数学 模型 的 表达 、 运 算 和 分 析 能 力 。 

任何 一 门 学 科 从 研究 范畴 上 大 致 都 可 分 为 以 下 四 个 方面 : 从 观察 现象 所 得 到 的 结果 
和 进行 这 种 观察 所 需要 的 特殊 方法 ; 理论 或 模型 的 建立 ; 将 理论 与 观察 相 结 合 , 并 从 结 
果 得 到 预测 ; 将 这 些 预 测 同 新 的 观察 相 比 较 , 并 加 以 证 实 。 运 筹 学 也 不 例外 ,围绕 着 模型 
的 建立 ,修正 与 实施 ,对 上 述 四 个 方面 的 研究 可 划分 为 以 下 步骤 。 


一 、 分 析 表 述 问题 及 收集 数据 


任何 决策 问题 进行 定量 分 析 前 ,首先 必须 认真 地 进行 定性 分 析 。 一 是 要 确定 决策 目 
标 , 明 确 主要 要 决策 什么 ,选取 上 述 决策 时 的 有 效 性 度量 ,以 及 在 对 方案 比较 时 这 些 度量 
的 权衡 ; 二 是 要 辨认 哪些 是 决策 中 的 关键 因素 ,在 选取 这 些 关 键 因素 时 存在 哪些 资源 或 
环境 的 限制 。 分 析 时 往往 先 提出 一 个 初步 的 目标 ,通过 对 系统 中 各 种 因素 和 相互 关系 的 
研究 ,使 这 个 目标 进一步 明确 化 。 此 外 还 需要 同 有 关 人 员 ,特别 是 决策 的 关键 人 员 深入 讨 
论 , 明 确 有 关 研 究 问题 的 过 去 与 未 来 ,问题 的 边界 、 环 境 以 及 包含 这 个 问题 在 内 的 更 大 系 
统 的 有 关 情 况 , 以 便 在 对 问题 的 表述 中 明确 要 不 要 把 整个 问题 分 成 若干 较 小 的 子 问 题 。 
在 上 述 分 析 基 础 上 ,可 以 列 出 表述 问题 的 各 种 基本 要 素 , 包 括 哪些 是 可 控 的 决策 变量 , 哪 
些 是 不 可 控 的 变量 ,确定 限制 变量 取 值 的 各 种 工艺 技术 条 件 , 确 定 优化 和 方案 改进 的 目 
标 。 通 常 为 了 更 确切 地 分 析 和 表述 问题 ,运筹 学 研究 小 组 需 花 大 量 时 间 收 集 相 关 数 据 。 
这 些 数据 既 用 于 获得 对 问题 的 更 充分 理解 ,同时 也 为 下 阶段 建立 模型 提供 所 需 的 输入 。 


二 、 建立 模型 


模型 是 对 现实 世界 的 事物 、 现 象 .过 程 和 系统 的 简化 描述 ,或 其 部 分 属性 的 模仿 ,是 对 
实际 问题 的 抽象 概括 和 严格 的 逻辑 表达 。 模 型 表达 了 问题 中 可 控 的 决策 变量 ,不 可 控 变 
量 、 工 艺 技术 条 件 及 目标 有 效 度 量 之 间 的 相互 关系 。 模 型 的 正确 建立 是 运筹 学 研究 中 的 
关键 一 步 . 对 模型 的 研制 是 一 项 艺术 . 它 是 将 实际 问题 ,经 验 、 科 学 方法 三 者 有 机 结合 的 创 
造 性 的 工作 。 建 立 模型 的 好 处 ,一 是 使 问题 的 描述 高 度 规范 化 ,掌握 其 本 质 规律 。 如 在 管 
理 中 ,对 人 力 、 设 备 、 材 料 、 资 金 的 利用 安排 都 可 以 归纳 为 所 谓 资源 的 分 配 利用 问题 ,可 建 
立 起 一 个 统一 的 规划 模型 ,而 对 规划 模型 的 研究 代替 了 对 一 个 个 具体 问题 的 分 析 研 究 。 
二 是 建立 模型 后 ,可 以 通过 输入 各 种 数据 资料 ,分 析 各 种 因素 同系 统 整体 目标 之 间 的 因果 
关系 ,从 而 确立 一 套 逮 辑 的 分 析 问 题 的 程序 方法 。 三 是 建立 系统 的 模型 ,为 应 用 电子 计算 
机 来 解决 实际 问题 架设 起 桥梁 。 建 立 模型 时 既 要 尽 可 能 包含 系统 的 各 种 信息 资料 ,又 要 
抓 住 本 质 的 因素 。 一 般 建 模 时 应 尽 可 能 选择 建立 数学 模型 , 即 用 数学 语言 描述 的 一 类 模 
型 。 但 有 时 间 题 中 的 各 种 关系 难以 用 数学 语言 描绘 ,或 问题 中 包含 的 随机 因素 较 多 ,也 可 
以 建立 起 一 个 模拟 的 模型 ,即将 问题 的 因素 .目标 及 运行 时 的 关系 用 逻辑 框图 的 形式 表示 
出 来 。 
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三 、 求 解 模型 和 优化 方案 

即 用 数学 方法 或 其 他 工具 (如 编写 计算 机 程序 ) 对 模型 求解 。 根 据 问题 的 要 求 , 可 分 
别 求 出 最 优 解 .次 优 解 或 满意 解 ; 依据 对 解 的 精度 的 要 求 及 算法 上 实现 的 可 能 性 ,又 可 区 
分 为 精确 解 和 近似 解 等 。 近 年 来 出 现 的 启发 式 算法 和 一 些 软 计算 方法 为 一 些 结构 复杂 的 
运筹 学 模型 的 求解 提供 了 有 力 的 工具 。 
四 、 测 试 模型 及 对 模型 进行 必要 的 修正 

将 实际 问题 的 数据 资料 代入 模型 , 找 出 精确 的 或 近似 的 解 , 这 解 毕 竞 是 模型 的 解 。 为 
了 检验 得 到 的 解 是 否 正确 , 常 采用 回溯 的 方法 ,即将 历史 的 资料 输入 模型 ,研究 得 到 的 解 
与 历史 实际 的 符合 程度 ,以 判断 模型 是 否 正确 。 当 发 现 有 较 大 误差 时 ,要 将 实际 问题 同 模 
型 重新 对 比 , 检 查实 际 问题 中 的 重要 因素 在 模型 中 是 否 已 考虑 ,检查 模型 中 各 公式 的 表达 
是 否 前 后 一 致 。 当 输入 发 生 微小 变化 时 ,检验 输出 变化 的 相对 大 小 是 否 合适 , 当 模 型 中 各 
参数 取 极 值 时 ,检验 问题 的 解 , 还 要 检查 模型 是 否 容易 求解 ,并 在 规定 时 间 内 算出 所 需 的 
结果 等 ,以 便 发 现 问题 ,对 已 构建 的 模型 进行 修正 。 


五 、 建 立 对 解 的 有 效 控制 


任何 模型 都 有 一 定 的 适用 范围 ,模型 的 解 是 否 有 效 ,要 首先 注意 模型 是 否 继续 有 效 ， 
并 依据 灵敏 度 分 析 的 方法 ,确定 最 优 解 保持 稳定 时 的 参数 变化 范围 。 一 旦 外 界 条 件 参 数 
变化 超出 这 个 范围 时 ,及 时 对 模型 和 导出 的 解 进行 修正 。 
六 、 方案 的 实施 

方案 实施 是 很 关键 的 一 步 ,但 也 是 很 困难 的 一 步 。 只 有 实施 方案 后 ,研究 成 果 才 能 有 
收获 。 这 一 步 要 求 明 确 : 方案 由 谁 实施 ,什么 时 间 实 施 , 如 何 实施 ,要 求 估 计 实 施 过 程 可 
能 遇 到 的 阻力 ,并 为 此 制定 相应 的 克服 困难 的 措施 。 

上 述 步骤 往往 需要 交叉 反复 进行 。 因 此 在 运筹 学 的 研究 中 , 除 对 系统 进行 定性 分 析 
和 收集 必要 的 资料 外 ,一 项 主要 工作 是 努力 建立 一 个 用 以 描述 现实 世界 复杂 问题 的 数学 
模型 。 这 个 模型 是 近似 的 , 它 既 精确 到 足以 反映 问题 的 本 质 ,又 粗略 到 能 够 求 出 数量 上 的 
解 。 本 书 中 介绍 的 各 类 模型 的 例子 都 是 大 大 简化 了 的 ,只 能 用 于 帮助 对 各 类 模型 的 理解 。 
若 要 较 深 刻 领 会 各 类 模型 的 建 模 过 程 , 必 须 通 过 对 实际 问题 的 研究 分 析 以 及 阅读 应 用 运 
筹 学 的 成 功 案例 ,才能 掌握 运筹 学 研究 问题 的 科学 方法 和 艺术 。 


第 三 节 ”运筹 学 主要 分 支 简介 


运筹 学 按 所 解决 问题 性 质 的 差别 .将 实际 的 问题 归结 为 不 同类 型 的 数学 模型 。 这 些 
不 同类 型 的 数学 模型 构成 了 运筹 学 的 各 个 分 支 。 
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一 、 线 性 规划 (linear programming) 


经 营 管理 中 如 何 有 效 地 利用 现 有 人 力 、 物 力 完 成 更 多 的 任务 ,或 在 预定 的 任务 目标 
下 ,如 何 耗 用 最 少 的 人 力 、 物 力 去 实现 目标 。 这 类 统筹 规划 的 问题 用 数学 语言 表达 , 先 根 
据 问题 要 达到 的 目标 选取 适当 的 变量 ,问题 的 目标 通过 用 变量 的 函数 形式 表示 ( 称 为 目标 
函数 ), 对 问题 的 限制 条 件 用 有 关 变 量 的 等 式 或 不 等 式 表达 ( 称 为 约束 条 件 )。 当 变量 连续 
取 值 , 且 目 标 函 数 和 约束 条 件 均 为 线性 时 , 称 这 类 模型 为 线性 规划 的 模型 。 线 性 规划 建 模 
相对 简单 ,有 通用 算法 和 计算 机 软件 ,是 运筹 学 中 应 用 最 为 广泛 的 一 个 分 支 。 有些 规划 问 
题 的 目标 函数 是 非 线 性 的 .但 往往 可 以 采用 分 段 线 性 化 等 方法 ,转化 为 线性 规划 问题 。 


二 、 非 线性 规划 (nonlinear programming) 


如 线性 规划 模型 中 目标 函数 或 约束 条 件 不 全 是 线性 的 ,对 这 类 模型 的 研究 构成 非 线 
性 规划 分 支 。 由 于 大 多 数 工 程 物理 量 的 表达 式 是 非 线 性 的 ,因此 非 线 性 规划 在 各 类 工程 
的 优化 设计 中 得 到 较 多 应 用 . 它 是 优化 设计 的 有 力 工具 。 
三 、 整 数 规 划 (integer programming) 

上 述 两 类 模型 中 变量 的 取 值 必须 为 整数 时 ,分 别 构 成 线性 整数 规划 或 非 线 性 整数 规 
划 模 型 。 整 数 规划 中 有 一 类 变量 取 值 只 能 为 0 或 1. 称 0-1 整数 规划 模型 , 它 对 应 方案 的 
“ 舍 ?" 或 " 取 ”, 对 问题 的 建 模 起 到 了 特殊 作用 。 
、 目 标 规 划 (goal programming) 

上 面 三 类 规划 模型 中 . 均 为 在 满足 一 组 约束 条 件 下 追求 单一 目标 的 优化 。 实 际 问 题 
中 往往 需要 对 多 个 目标 进行 优化 , 且 这 些 目标 间 既 在 优化 方向 上 存在 矛盾 ,又 缺乏 公 度 
性 ,无 法 综合 成 统一 目标 ,因而 导致 了 目标 规划 分 支 的 诞生 。 
五 、 动 态 规划 (dynamic programming) 

动态 规划 是 研究 多 阶段 决策 过 程 最 优化 的 运筹 学 分 支 。 有 些 经 营 管理 活动 由 一 系列 
相互 关联 的 阶段 组 成 ,在 每 个 阶段 依次 进行 决策 ,而 且 上 一 阶段 的 输出 状态 就 是 下 一 阶段 
的 输入 状态 , 且 各 阶段 决策 之 间 互 相关 联 , 因 而 构成 一 个 多 阶段 的 决策 过 程 。 动 态 规划 研 
究 多 阶段 决策 过 程 的 总 体 优化 , 即 从 系统 总 体 出 发 .要 求 各 阶段 决策 所 构成 的 决策 序列 使 
目标 函数 值 达到 最 优 。 
六 、 图 论 与 网 络 分 析 (graph theory and network analysis) 


生产 管理 中 经 常 遇 到 工序 间 的 合理 衔接 搭配 问题 .设计 中 经 常 遇 到 研究 各 种 管道 . 线 
路 的 通过 能 力 ,以 及 仓库 、 附 属 设施 的 布局 等 问题 。 运 筹 学 中 把 一 些 研究 的 对 象 用 节点 表 
示 , 对 象 之 间 的 联系 用 连 线 ( 边 ) 表 示 . 点 、 边 的 集合 构成 图 。 图 论 是 研 究 由 节点 和 边 所 组 


绪论 全 


成 图 形 的 数学 理论 和 方法 。 图 是 网 络 分 析 的 基础 ,根据 研究 的 具体 网 络 对 象 (如 铁路 网 、 
电力 网 .通信 网 等 ) ,赋予 图 中 各 边 某 个 具体 的 参数 ,如 时 间 ,流量 费用、 距离 等 ,规定 图 中 
各 节点 代表 具体 网 络 中 任何 一 种 流动 的 起 点 ,中转 点 或 终点 ,然后 利用 图 论 方法 来 研究 各 
类 网 络 结构 和 流量 的 优化 分 析 。 网 络 分 析 还 包括 利用 网 络 图 形 来 描述 一 项 工程 中 各 项 作 
业 的 进度 和 结构 关系 ,以 便 对 工程 进度 进行 优化 控制 。 


七 、 存 储 论 (inventory theory) 


一 种 研究 最 优 存储 策略 的 理论 和 方法 。 如 为 了 保证 企业 生产 的 正常 进行 ,需要 有 一 
定数 量 原材料 和 零 部 件 的 储备 ,以 调节 供需 之 间 的 不 平衡 。 实 际 问题 中 ,需求 量 可 以 是 常 
数 , 也 可 以 是 服从 某 一 分 布 的 随机 变量 。 每 次 订货 需 一 定 费用 ,提出 订货 后 ,货物 可 以 一 
次 到 达 , 也 可 能 分 批 到 达 。 从 提出 订货 到 货物 的 到 达 可 能 是 即时 的 ,也 可 能 需要 一 个 周期 
订货 提前 期 )。 某 些 情况 下 允许 缺 货 , 有 些 情 况 不 允许 缺 货 。 存 储 策略 研究 在 不 同 需求 、 
供 货 及 到 达 方式 等 情况 下 ,确定 在 什么 时 间 点 及 一 次 提出 多 大 批量 的 订货 ,使 用 于 订购 、 
储存 和 可 能 发 生 短缺 的 费用 的 总 和 为 最 少 。 


八 、 排队 论 (queueing theory or waiting line) 


生产 和 生活 中 存在 大 量 有 形 与 无 形 的 拥挤 和 排队 现象 。 排 队 系统 由 服务 机 构 ( 服 务 
员 ) 及 被 服务 的 对 象 (顾客 ?组 成 。 一 般 顾 客 的 到 达 及 服务 员 用 于 对 每 名 顾客 的 服务 时 间 
是 随机 的 ,服务 员 可 以 是 一 个 或 多 个 .多 个 情况 下 又 分 平行 或 串联 排列 。 排 队 按 一 定 规则 
进行 ,一 般 按 到 达 顺 序 先 到 先 服务 但 也 有 享受 优先 服务 权 的 。 按 系统 中 顾客 容量 ,可 分 
为 等 待 制 .损失 制 .混合 制 等 。 排 队 论 研 究 顾客 不 同 输入 ` 各 类 服务 时 间 的 分 布 , 不 同 服务 
员 数 及 不 同 排队 规则 情况 下 ,排队 系统 的 工作 性 能 和 状态 ,为 设计 新 的 排队 系统 及 改进 现 
有 系统 的 性 能 提供 数量 依据 。 


九 、 对 策 论 (game theory) 


对 策 论 用 于 研究 具有 对 抗 局 势 的 模型 。 在 这 类 模型 中 ,参与 对 抗 的 各 方 称 为 局 中 人 ， 
每 个 局 中 人 均 有 一 组 策略 可 供 选择 , 当 各 局 中 人 分 别 采取 不 同 策略 时 ,对 应 一 个 收益 或 需 
要 支付 的 函数 。 在 社会 .经 济 ,管理 等 与 人 类 活动 有 关 的 系统 中 ,各 局 中 人 都 按 各 自 的 利 
益 和 知识 进行 对 策 , 每 个 人 都 力求 扩大 自己 的 利益 ,但 又 无 法 精确 预测 其 他 局 中 人 的 行 
为 ,无 法 取得 必要 的 信息 ,他 们 之 间 还 可 能 玩弄 花招 .制造 假象 。 对 策 论 为 局 中 人 在 这 种 
高 度 不 确定 和 充满 竞争 的 环境 中 .提供 一 套 完整 的 ,定量 化 和 程序 化 的 选择 策略 的 理论 与 
方法 。 对 策 论 已 应 用 于 商品 、 消 费 者 、 生 产 者 之 间 的 供求 平衡 分 析 , 利 益 集团 间 的 协商 和 
谈判 ,以 及 军事 上 各 种 作战 模型 的 研究 等 。 


十 、 决策 论 (decision theory) 
决策 是 指 为 最 优 地 达到 目标 :依据 一 定 准则 :对 若干 备 选 行动 的 方案 进行 的 抉择 。 随 


着 科学 技术 的 发 展 , 生 产 规模 和 人 类 社会 活动 的 扩大 ,要 求 用 科学 的 决策 蔡 代 经 验 决策 。 
即 实行 科学 的 决策 程序 ,采用 科学 的 决策 技术 和 具有 科学 的 思维 方法 。 决 策 过 程 一 般 是 
指 : 形成 决策 问题 ,包括 提出 方案 ,确定 目标 及 效果 的 度量 ; 确定 各 方案 对 应 的 结局 及 出 
现 的 概率 ; 确定 决策 者 对 不 同 结局 的 效用 值 ; 综合 评价 ,决定 方案 的 取舍 。 决 策 论 是 对 
整个 决策 过 程 中 涉及 方案 目标 选取 、 度 量 、 概 率 值 确定 ,效用 值 计算 ,一 直到 最 优 方案 和 策 
略 选取 的 有 关 科学 理论 。 


第 四 节 ”运筹 学 与 管理 科学 


一 般 认为 运筹 学 诞生 的 3 个 来 源 是 军事 ,管理 和 经 济 , 但 其 中 管理 是 运筹 学 孕育 的 主 
要 土壤 ,因为 基于 军事 和 经 济 研究 中 产生 的 运筹 学 方法 或 分 支 最 终 都 移植 到 管理 中 应 用 
和 发 展 。 管 理 是 从 生产 出 现 分 工 开始 就 有 的 ,但 管理 作为 一 门 科 学 则 开始 于 20 世纪 初 。 
随 着 生产 规模 的 日 益 扩 大 和 分 工 的 越 来 越 细 ,要 求生 产 组 织 高 度 的 合理 性 、 高 度 的 计划 性 
和 高 度 的 经 济 性 ,促使 人 们 不 仅 研究 生产 的 各 个 部 门 ,而 且 要 研究 它们 相互 之 间 的 联系 ， 
要 当 作 一 个 整体 研究 ,追求 整体 的 效率 和 效益 ,这 正 是 运筹 学 研究 的 基础 和 目标 。 

运筹 学 的 诞生 既是 管理 科学 发 展 的 需要 ,也 是 管理 科学 研究 深化 的 标志 。 运 筹 学 的 
一 些 分 支 ,如 规划 论 ,排队 论 、 存 储 论 . 对 策 论 等 ,无 不 同 管理 的 发 展 具有 密切 联系 。 管 理 
科学 研究 .总 结 经 济 管理 的 规律 ,这 是 运筹 学 研究 提出 问题 和 对 问题 进行 定性 分 析 的 依据 
和 基础 。 但 运筹 学 又 在 对 问题 进一步 分 析 的 基础 上 找 出 各 种 因素 之 间 的 数量 上 的 联系 ， 
并 对 问题 通过 建 模 和 求解 .使 人 们 对 管理 问题 的 规律 性 认识 进一步 深化 。 例 如 管理 中 有 
关 库 存 问题 的 讨论 ,对 最 高 和 最 低 控 制 限 的 存储 方法 ,过 去 只 从 定性 上 进行 描述 ,而 运筹 
学 则 进一步 研究 了 在 各 种 不 同 需 求情 况 下 最 高 与 最 低 控 制 限 的 具体 数值 。 青 如 经 验 告 诉 
我 们 ,从 事 相 同 服务 工作 的 人 ,如 果 协 调 合作 ,可 以 提高 效率 ,减少 被 服务 对 象 的 等 待 。 运 
筹 学 的 排队 论 分 支 中 ,用 具体 例子 说 明 ,3 个 人 联合 看 管 20 台 机 器 ,不 仅 数 量 上 多 于 3 个 
人 每 人 分 别 看 管 6 台 机 器 ,提高 了 工作 效率 ,而 且 还 缩短 了 机 器 的 平均 等 待 时 间 , 从 理论 
上 论证 了 系统 整体 的 涌现 性 原理 。 又 如 计划 的 编制 ,过 去 习惯 采用 的 甘 特 图 , 它 只 是 反映 
了 各 道 工 序 的 起 止 时 间 ,反映 不 出 相互 之 间 的 联系 和 制约 。 运 筹 学 中 通过 编制 网 络 计划 ， 
从 系统 的 观点 揭示 了 这 种 工序 间 的 联系 和 制约 ,为 计划 的 调整 优化 提供 了 科学 的 依据 。 
运筹 学 中 的 对 策 论 及 纳什 均衡 理论 , 则 是 管理 学 中 激励 与 约束 机 制 的 基础 。 

运筹 学 在 管理 人 才 的 培养 中 占有 十 分 重要 的 地 位 。 首 先 , 它 有 助 于 训练 管理 人 员 的 
逻辑 思维 能 力 , 运 筹 学 研究 问题 的 6 个 步骤 将 锻炼 观察 问题 和 归纳 问题 的 能 力 ,辨别 问题 
中 的 可 控 因素 和 非 可 控 因 素 . 弄 清 问 题 的 要 素 结构 及 其 相互 联系 .确定 分 析 问 题 需 获取 的 
资料 数据 以 及 怎样 获取 ,如 何 使 建立 的 模型 既 接 近 实 际 ,又 尽 可 能 简化 等 。 其 次 ,应 用 运 
筹 学 对 实际 问题 的 求解 分 析 将 有 助 于 培养 管理 人 员 对 问题 的 直觉 洞察 和 全 局 分 析 能 力 ， 
当面 对 一 个 问题 时 能 很 快 对 该 问题 作出 一 个 大 概 的 判断 ,以 致 预见 到 问题 的 可 能 结局 。 


以 上 两 方面 能 力 对 管理 人 员 素 质 和 分 析 能 力 的 提高 是 至 关 重 要 的 。 
运筹 学 的 研究 应 用 已 经 给 企业 和 国民 经 济 各 部 门 带 来 了 巨大 的 财富 节约 。 由 
筹 学 联合 会 和 美国 运筹 学 (管理 科学 ) 学 会 联合 主办 的 Interfaces 杂志 主要 用 于 刊登 运筹 


学 的 应 用 成 果 , 由 
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国际 运 


国际 运筹 学 联合 会 每 年 在 世界 范围 内 评选 出 6 篇 最 优秀 的 运筹 学 (管理 


科学 ) 应 用 成 果 ,授予 弗 兰 蒋 。 厄 德 曼 (Franz Edelman) 奖 ,并 刊登 于 该 杂志 每 年 的 首 期 
(1 一 2 月 号 ) 上。 在 Frederick S. Hiller 等 先后 编写 的 Introduction to Operations Research 
第 8.9、10 版 中 分 别 列 出 了 部 分 获奖 成 果 的 概况 以 及 带 来 的 效益 ,下 面 摘录 一 小 部 分 ,如 
表 0-1 所 示 , 有 兴趣 的 读者 可 按 发 表 年 份 从 该 年 度 的 Interfaces 杂志 上 查找 全 文 。 


表 0-1 
组 织 成 果 概 况 发 表 年 份 | 效益 /( 亿 美元 /年 ) 
联合 航空 公司 对 机 场 和 后 备 部 门 职员 的 工作 计划 安排 1986 0.06 
Citgo 石油 公司 0 i Gn 
旧金山 警 署 应 用 计算 机 系统 实现 巡警 值班 与 调度 的 优化 1989 0.11 
Texaco 公司 满足 质量 和 销售 需要 汽油 产品 的 优化 调和 1989 0.3 
美国 电报 电话 公司 | 商用 客户 营业 中 心 的 优化 选 址 1990 4. 06 
IBM 公司 he 6 0.02 及 降低 库存 2.5 
美洲 航空 公司 ee 人 5.0 及 更 多 收入 
中 国 为 满足 国家 未 来 能 源 需 求 的 发 电 、 交 通 、 采 和 de 
煤 等 大 型 项 目的 优选 及 投产 安排 | 用 者 
供应 商 、 工 厂 、 分 销 中心 .潜在 厂址 和 市 场 区 
i 从 司 5 
数字 设备 公司 。 | 域 的 全 球 供应 链 重 构 四 0 
宝洁 公司 de 以 降低 成 上 项 
西屋 公司 对 研究 和 发 展 项 目的 评价 1997 未 估算 
联邦 快递 物流 计划 与 运送 投递 1997 未 估算 
太平 洋 木 材 公 司 森林 的 长 期 生态 管理 1999 2. 98 
西 尔 斯 安排 内 部 服务 和 货物 运送 的 车 辆 和 路 线 1999 0.42 
_ | 重新 建立 全 球 供应 链 , 当 库存 最 少时 快速 响 
人 司 一 年 7. 
国际 商用 机 械 公 司 应 顾客 需求 2000 第 一 年 7.5 
新 西 兰 航空 公司 航空 公司 机 组 的 安排 2001 0.067 
美 林 证 券 ee 0 关于 0.8 
三 星 电子 提出 减少 生产 时 间 和 库存 水 平 的 方法 2002 大 于 2.0 
大 陆 航 空 公司 飞行 计划 受 干 扰 时 重新 优化 分 配 机 组 人 员 2003 0.9 
标致 雪铁龙 指导 高 效率 汽车 装配 厂 的 设计 过 程 2003 1. 30 


续 表 
组 织 成 果 概 况 发 表 年 份 | 效益 /( 亿 美元 /年 ) 

加 拿 大 太平 洋 铁路 | 铁路 货运 的 日 常安 排 2004 1.0 
废品 管理 公司 建立 一 个 废品 收集 与 处 理 的 日 常 管理 系统 2005 1.0 
通用 汽车 提高 生产 线 效 率 2006 0.9 
大 陆 航 空 公 司 航班 计划 打 乱 时 乘务 人 员 的 重新 安排 2006 0.4 
挪威 公司 ne 2 ji 
荷兰 铁路 铁路 网 络 的 优化 运营 2009 1.05 
MISO( 美 国 中 西部 和 

国 13 个 痊 送 的 E 2012 7.0 
独立 电网 运营 机 构 ) 美国 个 州 电力 输送 的 管理 


马克 思 曾 经 说 过 “一 门 科学 只 有 成 功 地 应 用 数学 时 , 才 算 达到 了 完善 的 地 步 "。 中 国 
国家 自然 科学 基金 委 管理 学 部 指出 ,数学 、 经 济 学 ,行为 科学 是 管理 科学 发 展 的 三 大 基础 
学 科 。 运 筹 学 应 是 数学 这 个 学 科 中 同 管理 联系 最 紧密 的 部 分 。 随 着 科学 技术 的 进步 , 特 
别 是 电子 计算 机 技术 的 迅速 发 展 , 数 学 已 迅速 渗透 到 各 门 学 科 之 中 。 在 管理 科学 的 发 展 
中 ,同样 感受 到 应 用 数学 的 重要 性 。 但 必须 认识 到 ,一 方面 ,管理 同 社会 经 济 紧密 相连 , 它 
所 涉及 的 是 物质 运动 的 最 高 形式 ,并 且 有 人 的 参与 ,要 建立 数学 模型 ,用 数学 的 语言 描绘 
(包括 对 人 的 行为 的 描述 ) .不仅 有 赖 于 进一步 认识 和 揭示 管理 的 过 程 和 规律 ,而 且 需 要 其 
他 学 科 的 发 展 。 在 前 面 表 中 列 出 的 运筹 学 应 用 的 获奖 成 果 , 实 际 上 运筹 学 与 其 他 学 科 的 
交叉 ,是 运筹 学 同 统计 、 预 测 等 模型 的 集成 ,是 围绕 应 用 建立 的 决策 支持 系统 的 综合 成 果 。 
另 一 方面 ,运筹 学 作为 经 济 、 管 理 同 数学 密切 结合 的 一 门 学 科 , 它 的 诞生 还 不 到 80 年 , 尚 
属 一 门 年 轻 学 科 , 现 有 的 分 支 、 理 论 和 方法 还 远 远 满足 不 了 描述 复杂 的 管理 运动 过 程 和 规 
律 的 需要 。 但 有 一 点 是 明确 的 ,运筹 学 是 在 研究 和 解决 实际 管理 问题 中 发 展 起 来 的 ,而 管 
理科 学 的 发 展 又 必 将 为 运筹 学 的 进一步 发 展开 辟 广 阔 的 领域 。 


第 五 节 运筹 学 应 用 软件 简介 


运筹 学 应 用 软件 的 开发 是 同 运筹 学 的 发 展 紧密 相连 的 。 因 为 即使 是 一 个 只 含 几 十 个 
到 上 百 个 变量 的 线性 规划 模型 ,通过 手工 求解 十 分 繁杂 甚至 不 可 能 。 而 实际 问题 的 数学 
模型 要 远 远 复杂 得 多 ,变量 个 数 甚至 多 达 几 十 万 个 、 上 百 万 个 ,因此 必须 借助 计算 机 软件 
进行 求解 。 

目前 ,国内 教学 中 常用 的 求解 运筹 学 模型 的 软件 主要 有 LINDO、LINGO、WinQSB 
和 MATLAB 等 。 我 们 在 本 书 附录 A 的 拓展 资源 中 分 别 进行 介绍 。 


HAPTER 1 
第 一 章 
线性 规划 及 单纯 形 法 


第 一 节 ”线性 规划 问题 及 其 数学 模型 


一 、 问 题 的 提出 

在 生产 和 经 营 等 管理 工作 中 ,需要 经 常 进行 计划 或 规划 。 虽 然 各 行 各 业 计 划 和 规划 
的 内 容 千差万别 ,但 其 共同 点 均 可 归结 为 : 在 现 有 各 项 资源 条 件 的 限制 下 ,如 何 确定 方 
案 , 使 预期 目标 达到 最 优 ; 或 为 了 达到 预期 目标 ,确定 使 资源 消耗 为 最 少 的 方案 。 

例 1 美佳 公司 计划 制造 II 两 种 家 电 产品 。 已 知 各 制造 一 件 时 分 别 占用 的 设备 
A 设备 B 的 台 时 ,调试 工序 时 间 及 每 天 可 用 于 这 两 种 家 电 的 能 力 、 各 售 出 一 件 时 的 获 利 
情况 ,如 表 1-1 所 示 。 问 该 公司 应 制造 两 种 家 电 各 多 少 件 ,使 获取 的 利润 为 最 大 


表 1-1 
项 目 I I 每 天 可 用 能 力 
设备 A/h 0 5 15 
设备 B/h 6 24 
调试 工序 /h 1 1 5 
利润 /元 2 1 
例 2 捷 运 公司 在 下 一 年 度 的 1 一 4 月 的 4 个 月 内 拟 租用 仓库 堆放 物资 。 已 知 各 月 


面积 列 于 表 1-2。 Met iret iidd 

见 表 1-3。 租 借 仓 库 的 合同 每 月 初 都 可 办 理 , 每 份 合同 具体 规定 租用 面积 和 期 限 。 因 
让 湾 厂 凤 六 所 吞 可， 在 任何 一 个 月 初 办 理 租借 合同 。 每 次 办 理 时 可 签 一 份 合 同 ,也 可 签 若 
下 份 租用 面积 和 租借 期 限 不 同 的 合同 , 试 确定 该 公司 签订 租借 合同 的 最 优 决策 ,目的 是 使 
所 付 租借 费用 最 小 。 


表 1-2 100m? 
月 份 1 2 Ee 4 
所 需 仓库 面积 15 10 20 巡 


表 13 元 /100m? 
合同 租借 期 限 1 溃 男 生平 内 3 个 月 4 个 月 
合同 期 内 的 租 费 2 800 4 500 6 000 7 300 


二 、 线 性 规划 问题 的 数学 模型 


用 数学 语言 对 例 1 和 例 2 进行 描述 。 

例 1 中 先 用 变量 x! 和 rz 分 别 表 示 美 佳 公司 制造 家 电工 和 家 电 下 的 数量 。 这 时 该 公 
司 可 获取 的 利润 为 (2zi 十 zs) 元, 令 < 一 2zi 十 zy* 因 问题 中 要 求 获取 的 利润 为 最 大 , 即 
max xz。 又 z 是 该 公司 能 获取 的 利润 的 目标 值 , 它 是 变量 zi ,zs 的 函数 , 称 为 目标 函数 。 
zlvzaz 的 取 值 受到 设备 A、B 和 调试 工序 能 力 的 限制 ,用 于 描述 限制 条 件 的 数学 表达 式 称 
为 约束 条 件 。 由 此 例 1 的 数学 模型 可 表 为 


目标 函数 max z= 2zl 十 zz 
5zz 委 15 (1. 1a) 
6zi 十 2zz < 24 (1. 1b) 
约束 条 件 s.t. 
UA nt x <5 .10) 
XI， zz 过 0 《1.1d) 


模型 中 式 (1. 1a) 和 式 (1. 1b) 分 别 表 示 家 电工 ` 开 的 制造 件数 受 设备 A、B 的 能 力 限 
制 , 式 (1. 1c) 表 示 受 调试 工序 能 力 的 限制 ; 式 (1. 1d) 称 为 变量 的 非 负 约束 ,表明 家 电工 、 
本 制造 数量 不 可 能 为 负 值 。 符 号 s. t. (subject to 的 缩写 ) 表 示 ”* 约 束 于 ”。 

例 2 中 若 用 变量 zxi 表示 捷 运 公司 在 第 i(i 王 1,…,4) 个 月 初 签订 的 租借 期 为 j(j 二 
1,…,4) 个 月 的 仓库 面积 的 合同 (单位 为 100m?*)。 因 5 月 份 起 该 公司 不 需要 租借 仓库 , 故 
Za4 oT33 TC34 oTh2 yaszu 均 为 零 。 该 公司 希望 总 的 租借 费用 为 最 小 , 则 有 如 下 数学 模型 ; 

目标 函数 min < = 2 800(zu 十 zzl 十 zasl 十 zl) 十 4500(ziz 十 zzz 十 Zasz) 十 

6 000(zls 十 za) 十 7 300zu 
Zu 十 zliz 十 zl 十 zu 之 15 
Xl2 十 TB3 十 Tw 十 Ta 十 Tw 十 x23 宇 10 
约束 条 件 s.t.4zis 十 Tu 十 Xa 十 Xz 十 Xa 十 x3z 宇 20 
XM 十 Ta 十 Tz 十 Tn 之 12 
zy 宇 0 (i=1.,4; j= 1,.…,4) 

这 个 模型 中 的 约束 条 件 分 别 表 示 当 月 初 签订 的 租借 合同 的 面积 加 上 该 月 前 签订 的 未 
到 期 的 合同 的 租借 面积 总 和 ,应 不 少 于 该 月 所 需 的 仓库 面积 。( 注 : 本 例 的 最 优 解 为 
Zu 一 3,zsi 一 8,zu 一 12, 其 他 变量 取 值 均 为 零 ,z* 一 118 400) 

上 述 两 个 例子 表明 ,规划 问题 的 数学 模型 由 三 个 要 素 组 成 : (1) 变 量 ,或 称 决策 变量 ， 
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是 问题 中 要 确定 的 未 知 量 . 它 用 于 表明 规划 中 的 用 数量 表示 的 方案 、 措 施 ,可 由 决策 者 决 
定 和 控制 ; (2) 目 标 函 数 , 它 是 决策 变量 的 函数 , 按 优化 目标 分 别 在 这 个 函数 前 加 上 max 
或 min; (3) 约 束 条 件 , 指 决策 变量 取 值 时 受到 的 各 种 资源 条 件 的 限制 ,通常 表达 为 含 决 
策 变量 函数 的 等 式 或 不 等 式 。 如 果 规 划 问 题 的 数学 模型 中 ,决策 变量 的 取 值 是 连续 的 , 目 
标 兄 数 是 决策 变量 的 线性 函数 ,约束 条 件 是 含 决策 变量 的 线性 等 式 或 不 等 式 , 则 该 类 规划 
问题 的 数学 模型 称 为 线性 规划 的 数学 模型 。 

实际 问题 中 线性 的 含义 : 一 是 严格 的 比例 性 ,如 生产 某 产品 对 资源 的 消耗 量 和 可 获 
取 的 利润 , 同 其 生产 数量 严格 成 比例 ; 二 蚌 可 又 加 性 ,如 生产 多 种 产品 时 ,可 获取 的 总 利 
润 是 各 项 产品 的 利润 之 和 ,对 某 项 资源 的 消耗 量 应 等 于 各 产品 对 该 项 资源 的 消耗 量 的 和 。 
三 是 可 分 性 , 即 模型 中 的 变量 可 以 取 值 为 小 数 、 分 数 或 某 一 实数 。 四 是 确定 性 , 指 模 型 中 
的 参数 cj ,as 、b; 均 为 确定 的 常数 。 很 多 实际 问题 往往 不 符合 上 述 条 件 , 例 如 每 件 产 品 
价 3 元 ,但 成 批 购买 就 可 得 到 折扣 优惠 。 又 如 购 一 张 从 北京 到 纽约 机 票 设 为 6000 元 ,从 
哈尔滨 到 北京 机 票 为 700 元 ,两 者 总 计 6700 元。 但 如 果 购 同一 航空 公司 的 联 程 机 票 , 国 
内 部 分 就 可 以 优惠 甚至 免费 。 因 此 对 一 些 不 符合 线性 条 件 的 情况 ,在 基本 合理 条 件 下 ,为 
处 理 问题 方便 ,可 看 作 近似 满足 线性 条 件 。 对 三 .四 两 种 情况 ,将 在 随后 的 第 二 ,五 两 章 中 
阐述 。 

假定 线性 规划 问题 中 含 个 变量 ,分 别 用 zz;(j 二 1,…,n) 表 示 , 在 目标 函数 中 之 ; 的 系 
数 为 cj (cj 通常 称 为 价值 系数 ) ,zi 的 取 值 受 m 项 资源 的 限制 ,用 4b;(i 二 1,…,m) 表 示 第 i 
种 资源 的 拥有 量 , 用 必 表 示 变 量 zj 取 值 为 1 个 单位 时 所 消耗 或 含有 的 第 i 种 资源 的 数 
量 , 通 常 称 a 为 技术 系数 或 工艺 系数 。 则 一 般 线性 规划 问题 的 数学 模型 可 表示 为 


max( 或 min) = 一 clzl 十 czzz 十 … 十 cnozv 


anzl 十 aizzz 十 … 十 az 去 (或 = 一, 二) 和 
azizl 十 azzzz 十 … 十 azzrn < 去 (或 一 ,三 )02 


多 : (1.2) 
QamZX1 十 amzXz 十 … 十 amazs 二 (或 = 二, 宇 )b， 
0 


上 述 模型 的 简写 形式 为 


" 
max( 或 min) x 一 > cj 
i=1 


本 当世 (或 一 六 (人 G 一 1 ,2) cy 


i GQ = 1,.,n) 
用 向 量 形式 表达 时 ,上 述 模 型 可 写 为 
max( 或 min) = 一 CX 


> pizi 去 (或 一 ,三 )2 
s.t.4 11 (1.4) 
X=0 
1 QT bi 


6 
式 (1.4) 中 ,C 一 (ccaeco);X 一 | 全 | ;已 一 | 人 | 2 一 | 


Tn aw bm 
用 矩阵 和 向 量 形 式 来 表示 可 写 为 
max( 或 min) < 一 CX 
全 私 (或 一 ,之 )2 
吕 直 


下 之 0 

QI QI12 Qln 

Q21 Q22 G2n 
A= 

Qml Um2 Gmn 


A 称 为 约束 方程 组 (约束 条 件 ) 的 系数 矩阵 。 

变量 zz 的 取 值 一 般 为 非 负 , 即 立 三 0; 从 数学 意义 上 可 以 有 zj 三 0。 又 如 果 变 量 zz; 
表示 第 j 种 产品 本 期 内 产量 相对 于 前 期 产量 的 增加 值 , 则 zj; 的 取 值 范围 为 (一 co ,十 cc )， 
称 zz; 取 值 不 受 约束 .或 xz 无 约束 。 
三 、 线性 规划 问题 的 标准 形式 
由 于 目标 函数 和 约束 条 件 内 容 和 形式 上 的 差别 ,线性 规划 问题 可 以 有 多 种 表达 式 。 
为 了 便于 讨论 和 制定 统一 的 算法 .规定 线性 规划 问题 的 标准 形式 如 下 : 


n 
max = > [4 
i=1 


Dasz; = ly 
S. t. 3] j=1 


zj 宇 0 (一 1.….7) 
标准 形式 的 线性 规划 模型 中 ,目标 函数 为 求 极 大 值 (有 些 书 上 规定 是 求 极 小 值 ) ,约束 条 件 
全 为 等 式 ,约束 条 件 右 端 常数 项 b; 全 为 非 负 值 .变量 x; 的 取 值 全 为 非 负 值 。 对 不 符合 标 
准 形 式 ( 或 称 非 标准 形式 ) 的 线性 规划 问题 ,可 分 别 通过 下 列 方法 化 为 标准 形式 。 

1. 目标 函数 为 求 极 小 值 , 即 为 


min z 一 > CTj 
j= 
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因为 求 min z 等 价 于 求 max( 一 =) , 令 x’ 二 一 z, 即 化 为 


max z’ 一 一 Si 

2. 约束 条 件 的 右 端 项 5 一 0 时 ,只 需 将 等 式 或 不 等 式 两 端 同 乘 ( 一 1), 则 等 式 右 端 项 
必 大 于 零 。 

3. 约束 条 件 为 不 等 式 。 当 约束 条 件 为 “二” 时 ,如 6zri 十 2zrs 委 24, 可 令 zs 一 24 一 
6zi 一 2zz ,得 6zi 十 2zz 十 zs 一 24, 显 然 3 宇 0。 当 约束 条 件 为 “ 宇 ” 时 ,如 有 10z1 十 12+: 宇 
18, 可 令 式 二 10xz1 十 12xz 一 18, 得 10xz1 十 12xs 一 二 18,z4 宇 0。xs 和 xz 是 新 加 上 去 的 变 
量 , 取 值 均 为 非 负 ,加 到 原 约束 条 件 中 去 的 变量 ,其 目的 是 使 不 等 式 转 化 为 等 式 , 其 中 zs 
称 为 松弛 变量 ,zx 一 般 称 为 剩余 变量 ,但 也 有 称 松弛 变量 的 。 松 弛 变量 或 剩余 变量 在 实 
际 问题 中 分 别 表示 未 被 充分 利用 的 资源 和 超出 的 资源 数 , 均 未 转化 为 价值 和 利润 ,所 以 引 
进 模型 后 它们 在 目标 函数 中 的 系数 均 为 零 。 

4. 取 值 无 约束 的 变量 。 如 果 变 量 x 代表 某 产 品 当 年 计划 数 与 上 一 年 计划 数 之 差 , 显 
然 + 的 取 值 可 能 是 正 也 可 能 为 负 , 这 时 可 令 z==z' 一 祥 ,其 中 x 宇 0,x" 宇 0, 将 其 代入 线性 
规划 模型 即 可 。 

5. 对 x 壹 0 的 情况 , 令 x 二 一 x+, 显然 zx 人 三 0。 

例 3 将 下 述 线性 规划 化 为 标准 形式 : 


min < = zl 十 2zrz 十 3zs 
tn el 
3X1 Xz 十 273 宇 4 
Ss. t. 


4zl — 2zx2 一 37s 一 一 6 
zl 二 0,zz 二 0,zs 取 值 无 约束 
解 上 述 问题 中 令 < Zz,X1 X19XTs 王 X44 一 Z4， 其 中 x3 宇 0, 芭 三 0, 并 按 上 述 规 
则 ,该 问题 的 标准 形式 为 
max z’ 一 zi 一 2zz: 一 3z3 十 9s a en 
2z 十 zs 十 Xz3 一 zs 十 Tz4 二 9 


, , 上 
3zl 十 zz 十 2zs 一 2zs 一 Z5 一 人 


S. t.。 7 / tr 
4z1 十 2zz 十 3zs 一 3zs 一 6 


/ ji 
TlvzzyTs,Tav Ti 二 0 


第 二 节 图 解 法 


对 模型 中 只 含 2 个 变量 的 线性 规划 问题 ,可 以 通过 在 平面 上 作 图 的 方法 求解 。 一 个 
线性 规划 问题 有 解 , 是 指 能 找 出 一 组 zj(j 王 1.…,n) ,满足 约束 条 件 , 称 这 组 x 为 问题 的 
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可 行 解 。 通 常 线性 规划 问题 总 是 含有 多 个 可 行 解 . 称 全 部 可 行 解 的 集合 为 可 行 域 .可 行 域 
中 使 目标 函数 值 达 到 最 优 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 对 不 存在 可 行 解 的 线性 规划 问题 , 称 该 
问题 无 解 。 图 解法 求解 的 目的 ,一 是 判别 线性 规划 问题 的 求解 结局 ; 二 是 在 存在 最 优 解 
的 条 件 下 ,把 问题 的 最 优 解 找 出 来 。 


一 、 图 解法 的 步骤 


图 解法 的 步骤 可 概括 为 : 在 平面 上 建立 直角 坐标 系 ; 图 示 约 束 条 件 , 找 出 可 行 域 或 
判别 是 否 存 在 可 行 域 ; 图 示 目 标 函数 和 寻找 最 优 解 。 下 面 通过 上 述 例 1 来 具体 说 明 。 先 
将 例 1 的 数学 模型 重 列 如 下 : 


max z= 2zi 十 zz 
5xz 委 15 (1. 5a) 
6zi 十 2zrz 过 24 (1. 5b) 
i (1. 5c) 
XisX2 宇 0 (1.5d) 


1. 以 变量 xi 为 横 坐 标 轴 ,xs 为 纵 坐标 轴 画 出 直角 平面 坐标 系 , 并 适当 选取 单位 坐标 
长 度 。 由 变量 的 非 负 约束 条 件 (1. 5d) 知 ,满足 该 约束 条 件 的 解 (对 应 坐标 系 中 的 一 个 点 ) 
均 在 第 I 象限 内 。 

2. 图 示 约 束 条 件 , 找 出 可 行 域 。 约 束 条 件 (1. 5a) 可 分 解 为 5zz 一 15 和 5zs 二 15 ,前 者 
是 平行 于 坐标 轴 zi 的 直线 x 二 3, 后 者 为 位 于 这 条 直线 下 方 的 半 平 面 ,由 此 5z* 近 15 是 
位 于 含 直线 zz 一 3 的 点 及 其 下 方 的 半 平 面 , 见 图 1-1。 类 似 地 ,约束 条 件 (1. 5b) 在 坐标 系 
中 是 含 zi 十 2z? 一 24 这 条 直线 上 的 点 及 其 左下 方 的 半 平 面 ,约束 条 件 (1. 5c) 是 含 直线 
Zi 十 zs 一 5 上 的 点 及 其 左下 方 的 半 平 面 。 同 时 满足 约束 条 件 (1. 5a) 一 (1. 5d) 的 点 如 图 1-2 
所 示 , 图 中 凸 多 边 形 OQ1Q;Q;Q 所 包含 的 区 域 ( 用 阴影 线 标示 ) 是 例 1 线性 规划 问题 的 
可 行 域 。 
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3. 图 示 目 标 函 数 。 由 于 x 是 一 个 要 优化 的 目标 函数 值 , 随 z 的 变化 ,= 一 2zi 十 zz 
是 斜率 为 (一 2) 的 一 族 平行 的 直线 , 见 图 1-3, 图 中 向 量 己 代表 目标 函数 值 > 的 增 大 
方向 。 

4. 最 优 解 的 确定 。 因 最 优 解 是 可 行 域 中 使 目标 函数 值 达到 最 优 的 点 ,将 图 1-2 和 
图 1-3 合并 得 到 图 1-4, 可 以 看 出 ,当代 表 目 标 函 数 的 那 条 直线 由 原点 开始 向 右上 方 移动 
时 ,z 的 值 逐 渐 增 大 ,一 直 移 动 到 目标 函数 的 直线 与 约束 条 件 包 围 成 的 是 多 边 形 相 切 时 为 
止 , 切 点 就 是 代表 最 优 解 的 点 。 因 为 青 继 续 向 右上 方 移动 ,x 值 仍然 可 以 增 大 ,但 在 目标 
函数 的 直线 上 找 不 出 一 个 点 位 于 约束 条 件 包围 成 的 是 多边 形 内 部 或 边界 上 。 


次 


图 1-3 1 -4 


本 例 中 目标 函数 直线 与 凸 多 边 形 的 切 点 是 Qz ,该 点 坐标 可 由 求解 直线 方程 6zi 十 
2zz 一 24 和 zi 十 zz 一 5 得 到 ,为 (zi,zz) 一 (3.5,1.5)。 将 其 代入 目标 函数 得 < 二 8. 5, 即 美 
佳 公司 每 天 制造 3. 5 件 家 电工 ,1. 5 件 家 电 芽 ,能 获 利 最 大 。 


二 、 线 性 规划 问题 求解 的 几 种 可 能 结局 


例 1 用 图 解法 得 到 的 最 优 解 是 唯一 的 。 但 对 线性 规划 问题 的 求解 还 可 能 出 现下 列 
结局 : 

1. 无 穷 多 最 优 解 。 如 将 例 1 中 的 目标 函数 改变 为 max < 二 3zx1 十 Tz, 则 表示 目标 函数 
的 直线 族 恰好 与 约束 条 件 (1. 5b) 平 行 。 当 目标 函数 向 优化 方向 移动 时 ,与 可 行 域 不 是 在 
一 个 点 上 ,而 是 在 QiQ: 线段 上 相 切 , 见 图 1-5。 这 时 点 Qi、Q; 及 Qi 与 点 Qs 之 间 的 所 有 
点 都 使 目标 函数 = 达到 最 大 值 , 即 有 无 穷 多 最 优 解 :或 多 重 最 优 解 。 

2. 无 界 解 。 如 果 例 1 中 只 包含 约束 条 件 (1. 5a) 和 (1. 5d) .这 时 可 行 域 可 伸展 到 无 穷 ， 
即 变量 zx 的 取 值 也 可 无 限 增 大 ,不 受 限制 .由 此 目标 函数 值 也 可 增 大 至 无 穷 ( 见 图 1-6) 。 
这 种 情况 下 问题 的 最 优 解 无 界 。 产 生 无 界 解 的 原因 是 由 于 在 建立 实际 问题 的 数学 模型 时 
遗漏 了 某 些 必要 的 资源 约束 条 件 。 
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3. 无 解 , 或 无 可 行 解 。 例 如 下 述 线性 规划 模型 : 


maxe = 21 xs 
ZI 十 Zz< 妇 2 

s.t.42zi1 十 2zrz 之 6 
XisT2 宇 0 


用 图 解法 求解 时 看 出 不 存在 满足 所 有 约束 的 公共 区 域 (可 行 域 ), 见 图 1-7, 说 明 问 题 无 
解 。 其 原因 是 模型 的 约束 条 件 之 间 存 在 矛盾 , 建 模 时 有 错误 。 


三 、 由 图 解法 得 到 的 启示 


图 解法 虽 只 能 用 来 求解 只 具有 两 个 变量 的 线性 规划 问题 ,但 它 的 解 题 思路 和 几何 
上 直观 得 到 的 一 些 概 念 判断 ,对 下 面 要 讲 的 求解 一 般 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 有 很 
大 启示 : 

1. 求解 线性 规划 问题 时 , 解 的 情况 有 : 唯一 最 优 解 ; 无 穷 多 最 优 解 ; 无 界 解 ; 无 可 
行 解 。 
2. 若 线性 规划 问题 的 可 行 域 存在 , 则 可 行 域 是 一 个 凸 集 。 

3. 若 线性 规划 问题 的 最 优 解 存在 , 则 最 优 解 或 最 优 解 之 一 (如 果 有 无 穷 多 的 话 ) 一 定 
是 可 行 域 的 凸 集 的 某 个 顶点 。 

4. 解 题 思路 是 , 先 找 出 凸 集 的 任 一 项 点 ,计算 在 顶点 处 的 目标 函数 值 。 比 较 周 围 相 
邻 顶点 的 目标 函数 值 是 否 比 这 个 值 大 ,如 果 为 否 , 则 该 项 点 就 是 最 优 解 的 点 或 最 优 解 的 点 
之 一 ,否则 转 到 比 这 个 点 的 目标 函数 值 更 大 的 另 一 顶点 ,重复 上 述 过 程 ,一 直到 找 出 使 目 
标 函 数值 达到 最 大 的 顶点 为 止 。 

在 单纯 形 法 原理 一 节 中 .将 对 上 述 第 2、3 两 点 进行 证 明 , 并 建立 起 凸 集 项 点 的 代数 概 
念 特征 ,然后 通过 代数 计算 实现 第 4 点 的 解 题 思路 。 
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第 三 节 单纯 形 法 原理 


一 、 线 性 规划 问题 的 解 的 概念 
给 出 标准 形式 的 线性 规划 问题 


max >x 一 Daz (1.6) 
ft 
Dasz; 一 (i= 1,.,m) 和 了， 
| (1.8) 
zj 宇 0 (一 1 nn) 


可 行 解 ” 满 足 上 述 约束 条 件 (1.7) 和 (1. 8) 的 解 X 一 (zzo)7, 称 为 线性 规划 问题 
的 可 行 解 。 全 部 可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 。 

最 优 解 ”使 目标 函数 (1. 6) 达 到 最 大 值 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

基 设 A 为 约束 方程 组 (1.7) 的 mwXxn 阶 系 数 和 矩阵 ( 设 n 二 m) ,其 秩 为 m,B 是 矩阵 A 
中 的 一 个 mxXm 阶 的 满 秩 子 矩阵 , 称 台 是 线性 规划 问题 的 一 个 基 。 不 失 一 般 性 , 设 
ai aie 


B= = Pay 


Qml 和 Gmm 

B 中 的 每 一 个 列 向 量 Pj(j 二 1,…,m) 称 为 基 向 量 ,与 基 向 量 P; 对 应 的 变量 x; 称 为 
基 变 量 。 线 性 规划 中 除 基 变量 以 外 的 变量 称 为 非 基 变 量 。 

基 解 ”在 约束 方程 组 (1. 7) 中 , 令 所 有 非 基 变 量 zw+i 王 zw+z 一 … 一 zw 一 0, 又 因为 有 
131 天 0, 根 据 克 莱 姆 规则 (Cramer rule) ,由 mm 个 约束 方程 可 解 出 m 个 基 变 量 的 唯一 解 
Xs 一 (zi,… ,zm)"。 将 这 个 解 加 上 非 基 变量 取 0 的 值 有 有关 = (zi ,zx2，… ,zm,0,…,0)7, 称 
蔷 为 线性 规划 问题 的 基 解 。 显 然 在 基 解 中 变量 取 非 零 值 的 个 数 不 大 于 方程 数 m, 故 基 解 
的 总 数 不 超 过 C” 个 。 

基 可 行 解 ”满足 变量 非 负 约束 条 件 (1.8) 的 基 解 称 为 基 可 行 解 。 

可 行 基 对 应 于 基 可 行 解 的 基 称 为 可 行 基 。 

例 4 找 出 下 述 线性 规划 问题 的 全 部 基 解 ,指出 其 中 的 基 可 行 解 ,并 确定 最 优 解 。 


max < 一 2zl 十 3zz 十 Ts 
Xl 二 一 5 
wit 2 a = 10 
St 志 站 


Tlo*Tzy Ts Tiyz5 之 0 


解 ” 该 线性 规划 问题 的 全 部 基 解 见 表 1-4 中 的 一 @. 打 vv 者 为 基 可 行 解 , 注 * 者 为 


最 优 解 ,>* 二 19 
表 1-4 
序号 x1 Ta Ta x 5 六 是 否 基 可 行 解 
0 0 0 5 10 4 § V 
四 0 4 5 2 0 17 Vv 
@ 5 0 0 5 4 10 Vv 
@ 0 5 5 0 = 20 
© 10 0 一 5 0 4 15 x 
© 5 5 0 0 LE 全 V 
@O 5 4 0 入 0 22 
图 2 4 和 0 0 19 Vv 


二 、 凸 集 及 其 顶点 


凸 集 ”对 简单 的 几何 形体 可 以 直观 地 判断 其 四 是 性 ,但 在 高 维 空间 ,只 能 给 出 点 集 的 
解析 表达 式 ,因此 只 能 用 数学 解析 式 判 断 。 凸 集 的 概念 为 : 如 果 集 合 C 中 任意 两 个 点 


X1,X: ,其 连 线 上 的 所 有 点 也 都 是 集合 C 中 的 点 , 称 C 为 凸 集 。 由 于 Xi,X 的 连 线 可 表 
示 为 


axit (l=—=a)s (Qa 
因此 , 凸 集 定义 用 数学 解析 式 可 表示 为 : 对 任何 X1 EC,X2€C， 人 
C00 二 a 二 1) , 则 称 C 为 凸 集 ,在 图 1-8 中 (a)、(b) 是 凸 集 ,(c)、(d) 不 是 凸 


PZTOO 


图 1-8 


项 点” 凸 集 C 中 满足 下 述 条 件 的 点 XX 称 为 顶点 : 如 果 C 中 不 存在 任何 两 个 不 同 的 
点 美 1 ,Xs ,使 发 成 为 这 两 个 点 连 线 上 的 一 个 点 。 或 者 这 样 叙述 : 对 任何 Xi EC,X2 EC， 
不 存在 闫 ==aXi 十 (1 一 a)X;(0 二 a 二 1), 则 称 关 是 凸 集 C 的 顶点 。 


三 、 几 个 基本 定理 的 证 明 

定理 1 若 线性 规划 问题 存在 可 行 解 , 则 问题 的 可 行 域 是 凸 集 。 

证 若 满 足 线性 规划 约束 条 件 3 Pjzj 一 b 的 所 有 点 组 成 的 几何 图 形 C 是 凸 集 , 根 
据 凸 集 定义 ,C 内 任意 两 点 居 ; .XX。 连 线 上 的 点 也 必然 在 C 内 .下 面 给 予 证 明 。 
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设 呈 一 (zyzaz yz) 一 (zavzz…zo) 为 C 内 任意 两 点 , 即 XIEC， 
Xs EC, 将 XX1 ,Xs 代入 约束 条 件 有 


DPixzy =b; DPry=b (1.9) 
Sy a] 
Xi ,XX 连 线 上 任意 一 点 可 以 表示 为 
X=aXi+(l—oX, (0<a<1l) (1.10) 


将 式 (1.9) 代 入 式 (1. 10) 得 


DPiz; = DPiLary +t (1—a)zy] 
| jE 


一 DPjary 十 DPjzrs es DPjars 
=ab++b—ab=b 
所 以 =aXi 十 (1 一 a)X: EC。 由 于 集合 中 任意 两 点 连 线 上 的 点 均 在 集合 内 ,所 以 C 为 
凸 集 。 
引 理 ”线性 规划 问题 的 可 行 解 半 二 (zi,… ,xz,) 为 基 可 行 解 的 充 要 条 件 是 XX 的 正 分 
量 所 对 应 的 系数 列 向 量 是 线性 独立 的 。 
证 〈1) 必要 性 。 由 基 可 行 解 的 定义 显然 成 立 。 
(2) 充分 性 。 若 向 量 Pi ,P;,… ,Pi 线性 独立 , 则 必 有 km; 当 k==m 时 ,它们 恰好 构 
成 一 个 基 , 从 而 闫 =(zi ,x2 ,Tm*0，…,0) 为 相应 的 基 可 行 解 。 当 上 二 m 时 , 则 一 定 可 以 
从 其 余 列 向 量 中 找 出 Gm 一 个 与 Pi.P;.… ,Pi 构成 一 个 基 , 其 对 应 的 解 恰 为 发, 所 以 根 
据 定义 它 是 基 可 行 解 。 
定理 2 线性 规划 问题 的 基 可 行 解 发 对 应 线性 规划 问题 可 行 域 ( 凸 集 ) 的 顶点 。 
证 本 定理 需要 证 明 : XX 是 可 行 域 顶 点 今 X 是 基 可 行 解 。 下 面 采用 的 是 反 证 法 , 即 
证 明 : X 不 是 可 行 域 的 顶点 全 大 不 是 基 可 行 解 。 下 面 分 两 步 来 证 明 。 
(1) XX 不 是 基 可 行 解 二 XX 不 是 可 行 域 的 项 点 。 
不 失 一 般 性 ,假设 善 的 前 m 个 分 量 为 正 , 故 有 


六 pr， =b CL 
Ut 
由 引 理 知 Pl ,…,P。 线性 相关 . 即 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 6:(i 二 1,…,m) ,使 得 有 
WTP 人 tp = G1, 12} 
式 (1. 12) 乘 上 一 个 不 为 零 的 数 jy 得 
AP + pdsPst + pdnP, =0 Cl.13) 


式 (1.13) 十 式 (1. 11) 得 : (zi 十 pw6i)P 十 (zz 十 pw6z)P: 十 … 十 (zw 十 pwGn)P。 一 记 
式 (1.11) 一 式 (1.13) 得 : (x1 一 y6DPi 十 (zz 一 p62)Pz 十 … 十 (zm 一 py6m)Pn 一 b 
令 X 一 [(zi 十 p6i),(Czz 十 pn6z) ,es rnt pdm) ,00] 
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于 2 一 [(zi 一 p61) (za—p62) (rm 一 pm) ,0,.. ,0] 
又 可 以 这 样 来 选取 ,使 得 对 所 有 i 一 1,…,m 有 
zi 土 pi 宇 0 
由 此 XPEC,XEC, 又 X 一 十 X 十 方 X 中 , 即 XX 不 是 可 行 域 的 顶点 。 


(2) XX 不 是 可 行 域 的 顶点 二 XX 不 是 基 可 行 解 。 
不 失 一 般 性 , 设 X= (zzz,…:zr:0,…,0) 不 是 可 行 域 的 顶点 ,因而 可 以 找到 可 行 域 
内 另外 两 个 不 同 点 Y 和 Z, 有 美 =aY 十 (1 一 a)Z(0 二 a 二 1) ,或 可 写 为 
Ti=ayjy+ (1l—a)z; (0<a<=1;j=1,.…,n) 
a 二 0,1 一 a 二 0, 故 当 xzj= 二 0 时 , 必 有 yj 二 zj 二 0 


有 Br;= DPzr;=b 
=1 =1 
故 有 " 
2By;= 2 BPy;=b Clldy 
i=! 1 
Vp:, = Dp:, =b (1.15) 
j=1 j=1 


式 (1.14) 一 式 (1.15) 得 >) (yj 一 z)P;=0 
加】1 


因 (y% 一 六 ) 不 全 为 零 , 故 已 ，…P. 线性 相关 , 即 XX 不 是 基 可 行 解 。 
定理 3 若 线性 规划 问题 有 最 优 解 ,一 定 存在 一 个 基 可 行 解 是 最 优 解 。 


证 设 XW” 二 (zi,z,… ,zs) 是 线性 规划 的 一 个 最 优 解 ,2 一 CX'” 一 了 是 目 
eh 


标 函数 的 最 大 值 .车 XX" 不 是 基 可 行 解 .由 定理 2 知 X” 不 是 顶点 ,一 定 能 在 可 行 域内 找 
到 通过 X” 的 直线 上 的 另外 两 个 点 (XW 十 p6) 三 0 和 (XW 一 j6) 三 0。 将 这 两 个 点 代入 
目标 函数 有 
CC +p6) 一 CXW 十 Cr 
CC 一 173) 一 CXW 一 Cn 
因 CX 为 目标 函数 的 最 大 值 , 故 有 
CE SCE OECD 
CX CK OE 
由 此 Cw6 王 0, 即 有 CCXC 十 p6) 一 CXO 一 CCXC 一 06) 。 如 果 (X 十 0p6) 或 (X 一 /6) 仍 
不 是 基 可 行 解 , 按 上 面 的 方法 继续 做 下 去 ,最 后 一 定 可 以 找到 一 个 基 可 行 解 ,其 目标 函数 
值 等 于 CX' ,问题 得 证 。 


四 、 单 纯 形 法 迭代 原理 
由 上 述 定理 3 可 知 ,如 果 线性 规划 问题 存在 最 优 解 ,一 定 有 一 个 基 可 行 解 是 最 优 解 。 
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因此 单纯 形 法 迭代 的 基本 思路 是 : 先 找 出 一 个 基 可 行 解 ,判断 其 是 否 为 最 优 解 ,如 为 否 ， 
则 转换 到 相 邻 的 基 可 行 解 , 并 使 目标 函数 值 不 断 增 大 .一直 找到 最 优 解 为 止 。 
1. 确定 初始 基 可 行 解 


对 标准 型 的 线性 规划 问题 
max z 一 Si 
昌 | (1.16) 
Ti 宇 0 (= 1,.,n) (1.17) 
在 约束 条 件 (1. 16) 的 变量 的 系数 矩阵 中 总 会 存在 一 个 单位 矩阵 

1 0 EE 0 

0 下 EE 0 
(PisPiiP =|. . (1.18) 


0 0 . 1 
当 线 性 规划 的 约束 条 件 均 为 三 号 时 ,其 松弛 变量 zu,…'zm 的 系数 矩阵 即 为 单位 矩阵 。 
对 约束 条 件 为 三 或 = 的 情况 ,为 便于 找到 初始 基 可 行 解 ,可 以 构造 人 工 基 , 人 为 产生 一 个 
单位 矩阵 ,这 将 在 本 章 第 五 节 中 讨论 。 
式 (1.18) 中 Pi,…,P。 称 为 基 向 量 , 同 其 对 应 的 变量 zi ,… ,x 称 为 基 变 量 , 模 型 中 
的 其 他 变量 zw+tyzn+z，……zw 称 为 非 基 变量 。 在 式 (1. 16) 中 令 所 有 非 基 变量 等 于 零 , 即 
可 找到 一 个 解 
X= (xT Tm Tm Ta) = (bs 0 ,0)T 
因 有 二 0. 故 X 满足 约束 (1. 17) ,是 一 个 基 可 行 解 。 
2. 从 一 个 基 可 行 解 转换 为 相 邻 的 基 可 行 解 
定义 : 两 个 基 可 行 解 称 为 相 邻 的 ,如 果 它 们 之 间 变 换 且 仅 变换 一 个 基 变量 。 
设 初 始 基 可 行 解 中 的 前 mm 个 为 基 变 量 , 即 
WN = C2 00)" 
代入 约束 条 件 (1.16) 有 


DPa? =b (1.19) 


写 出 (1.19) 系 数 矩 阵 的 增 广 和 矩阵 
P! P, : P, Pa … Pi … PP， 
时 QO 0 0 a a in | 


0 1 … 0 ae … az … a |bs 


0 和 


因 Pi,… ,Pm 是 一 个 基 , 其 他 向 量 P; 可 用 这 个 基 的 线性 组 合 来 表示 ,有 


其 三 Sp 
i=1 


或 
P;— 3 一 0 (1. 20) 
将 式 (1.20) 乘 上 一 个 正 的 数 9>0 得 
o(P;— Bair:) =0 (1.21) 
式 (1. 19) 十 式 (1. 21) 并 经 过 整理 后 有 


> (zy 一 gap)Pi 十 0Pp) 一 (1. 22) 
1 一】 


由 式 (1.22) 找 到 满足 约束 方程 组 》) Pjzj 一 b 的 另 一 个 点 Xw ,有 


X = (zh —0ay ,7 — Gan 0 0 0)T 
其 中 0 是 XX 的 第 j 个 坐标 的 值 。 要 使 XX” 是 一 个 基 可 行 解 , 因 规 定 0>0, 故 应 对 所 有 
i 二 1,…,m, 存 在 


好 一 0ay 二 0 本 
令 这 nm 个 不 等 式 中 至 少 有 一 个 等 号 成 立 。 因 为 当 aj 三 0 时 , 式 (1. 23) 显 然 成 立 , 故 可 令 
0 = min | By >o) 型 (1. 24) 

业 六 五 


由 式 (1.24) 
一 0， (i=D 
#0 
宇 0， (i 关 D 
故 XX 是 一 个 可 行 解 。 又 因 与 变量 zj ,zz ,zhsXi 对 应 的 向 量 ,经 重新 排列 
后 加 上 也 列 有 如 下 形式 矩阵 (不 含 避 列 ) 和 增 广 矩阵 ( 含 尺 列 ) 
Di Ey Bs By “Pir Fe 
1 0 ms 0 QT 0 ”01 
0 1 0m 0 “ 0|6 


0 0 1 a 0 0 lb 
0 0 0 ay 0 0 6b 
0 0 0 QH . 0 [bm 
0 0 8 ww Ll 
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因 几 之 0, 故 由 上 述 矩 阵 元 素 组 成 的 行列 式 不 为 零 , 忆 ,Pa 已- Pir Po 是 一 
个 基 


在 上 述 增 广 矩 阵 中 进行 行 的 初等 变换 ,将 第 ! 行 乘 上 (1/ar ) ,再 分 别 乘 以 (一 jz) (一 
,一 1 二 122) 加 到 各 行 上 去 , 则 增 广 扯 阵 左 半 部 变 成 为 单位 矩阵 ,又 因 wy/az 一 
0, 故 


b= (已 一 ga sb — Oarns0 bn — arm ,bm — Oam)™ 
由 此 XX" 是 同 X” 相 邻 的 基 可 行 解 , 且 由 基 向 量 组 成 的 矩阵 仍 为 单位 和 矩阵。 
3. 最 优 性 检验 和 解 的 判别 
将 基 可 行 解 X” 和 XX 分 别 代 入 目标 函数 得 


B= De -We 
一 De +o(e, = Dens) 
一 = +o(e; 站 (1. 25) 


式 (1.25) 中 国 0> 0 为 给 定 , 所 以 只 要 有 (6 一 Dons) >0. 就 有 <" >xo。 (4 一 Deas) 


通常 简写 为 (cj 一 zj) 或 oj, 它 是 对 线性 规划 问题 的 解 进行 最 优 性 检验 的 标志 。 由 此 可 以 
得 出 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 时 .结局 为 唯一 最 优 解 无 穷 多 最 优 解 及 无 界 解 的 判别 
标志 如 下 : 

(1) 当 所 有 的 o; 二 0 时 .表明 现 有 项 点 ( 基 可 行 解 ) 的 目标 函数 值 比 起 相 邻 各 顶点 ( 基 
可 行 解 ) 的 目标 函数 值 都 大 ,根据 线性 规划 问题 的 可 行 域 是 凸 集 的 证 明 及 凸 集 的 性 质 ,可 
以 判定 现 有 顶点 对 应 的 基 可 行 解 即 为 最 优 解 。 

(2) 当 所 有 的 oj; 三 0, 又 对 某 个 非 基 变量 x; 有 cj 一 zz 二 0, 且 按 式 (1. 24) 可 以 找到 
00, 这 表明 可 以 找到 另 一 顶点 ( 基 可 行 解 ) 目 标 函 数值 也 达到 最 大 。 由 于 该 两 点 连 线 上 
的 点 也 属 可 行 域内 的 点 , 且 目 标 函 数值 相等 , 即 该 线性 规划 问题 有 无 穷 多 最 优 解 。 反 之 ， 
当 所 有 非 基 变量 的 o; 二 0 时 ,线性 规划 问题 具有 唯一 最 优 解 。 

(3) 如 果 存在 某 个 oj; 宝 0. 又 P; 二 0, 由 式 (1. 23) 看 出 对 任意 的 0 二 0, 均 有 7? 一 9a5 宇 
0, 因 而 0 的 取 值 可 无 限 增 大 不 受 限制 。 由 式 (1. 25) 看 到 > 也 可 无 限 增 大 .表明 线性 规 
划 有 无 界 解 。 

对 线性 规划 问题 无 可 行 解 的 判别 将 在 本 章 第 五 节 中 讨论 。 


令 
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第 四 节 单纯 形 法 计算 步骤 


根据 上 节 中 讲述 的 原理 ,单纯 形 法 的 计算 步骤 如 下 。 

第 1 步 : 求 初始 基 可 行 解 , 列 出 初始 单纯 形 表 。 

对 非 标准 型 的 线性 规划 问题 首先 要 化 成 标准 形式 。 由 于 总 可 以 设法 使 约束 方程 的 系 
数 和 矩阵 中 包含 一 个 单位 矩阵 (Pi ,Ps ,… ,Pu) ,以 此 作为 基 求 出 问题 的 一 个 初始 基 可 行 解 。 

为 检验 一 个 基 可 行 解 是 否 最 优 , 需 要 将 其 目标 函数 值 与 相 邻 基 可 行 解 的 目标 函数 值 
进行 比较 。 为 了 书写 规范 和 便于 计算 ,对 单纯 形 法 的 计算 设计 了 一 种 专门 表格 , 称 为 单纯 
形 表 ( 见 表 1-5)。 迭 代 计算 中 每 找 出 一 个 新 的 基 可 行 解 时 ,就 重 画 一 张 单纯 形 表 。 含 初 
始 基 可 行 解 的 单纯 形 表 称 初始 单纯 形 表 ; 含 最 优 解 的 单纯 形 表 称 最 终 单纯 形 表 。 


表 1-5 
Cs 基 b Xl wi Xj 7 
Cl 1 b 1 0 ay Qay 
ce te bs 0 0 azj a 
| 二 | 关 || 训 1 项 二 2 
A o 六 0 | a | se | 
单纯 形 表 结构 为 : 表 的 第 2 一 3 列 列 出 基 可 行 解 中 的 基 变 量 及 其 取 值 。 接 下 来 列 出 
问题 中 所 有 变量 , 基 变 量 下 面 列 是 单位 矩阵 , 非 基 变量 x; 下 面 数字 是 该 变量 系数 向 量 P， 
表 为 基 向 量 线性 组 合 时 的 系数 。 因 Pi ,…,P。 是 单位 向 量 , 故 有 


P; 一 ayPi 十 azjPz: 十 … 十 amwPw 

表 1-5 最 上 端的 一 行 数 是 各 变量 在 目标 函数 中 的 系数 值 , 最 左 端 一 列 数 是 与 各 基 变 
量 对 应 的 目标 函数 中 的 系数 值 Cs。 

对 zx; 只 要 将 它 下 面 这 一 列 数字 与 Cs 中 同行 的 数字 分 别 相 乘 .再 用 它 上 端的 cj 值 减 
去 上 述 乘积 之 和 有 

0 一 络 一 (ciay 十 czazi 十 … 十 ca) 一 6 一 Senay (1. 26) 

对 jj 二 1,…,n, 将 分 别 按 式 (1. 26) 求 得 的 检验 数 oj; .或 写 为 (cj 一 x;) 记 入 表 的 最 下 面 一 行 。 

第 2 步 : 最 优 性 检验 。 

如 表 中 所 有 检验 数 cj 一 zx; 三 0, 且 基 变 量 中 不 含有 人 工 变 量 时 , 表 中 的 基 可 行 解 即 为 
最 优 解 , 计 算 结 束 。 对 基 变 量 中 含 人 工 变量 时 的 解 的 最 优 性 检验 将 在 下 一 节 中 讨论 。 当 
表 中 存在 cj 一 x; 记 0 时 ,如 有 P; 夺 0. 则 问题 为 无 界 解 ,计算 结束 ; 否则 转 下 一 步 。 
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第 3 步 : 从 一 个 基 可 行 解 转换 到 相 邻 的 目标 函数 值 更 大 的 基 可 行 解 , 列 出 新 的 单纯 形 表 。 
1. 确定 换 和 人 基 的 变量 。 只 要 有 检验 数 w 二 0, 对 应 的 变量 x; 就 可 作为 换 入 基 的 变 
量 , 当 有 一 个 以 上 检验 数 大 于 零 时 ,一 般 从 中 找 出 最 大 一 个 ox 
ok 一 max {o |o; > 0} 
其 对 应 的 变量 zx 作为 换 入 基 的 变量 (简称 换 入 变量 )。 
2. 确定 换 出 基 的 变量 。 根 据 上 一 节 中 确定 0 的 规则 ,对 P: 列 由 式 (1. 24) 计 算得 到 
bi 


ak 
确定 x 是 换 出 基 的 变量 (简称 换 出 变量 )。 元 素 au 决定 了 从 一 个 基 可 行 解 到 相 邻 基 可 行 
解 的 转移 去 向 , 取 名 主 元 素 。 

3. 用 换 和 人 变量 ze 替换 基 变 量 中 的 换 出 变量 zz,, 得 到 一 个 新 的 基 (Pi,… ,Pi-1,P.， 
Pit1,…,P。)。 对 应 这 个 基 可 以 找 出 一 个 新 的 基 可 行 解 ,并 相应 地 可 以 面 出 一 个 新 的 单 
纯 形 表 ( 见 表 1-6)。 

在 这 个 新 的 表 中 的 基 仍 应 是 单位 矩阵 , 即 P; 应 变换 成 单位 向 量 。 为 此 在 表 1-5 中 进 
行 行 的 初等 变换 , 并 将 运算 结果 填 人 表 1-6 相应 格 中 。 

(1) 将 主 元 素 所 在 ! 行 数 字 除 以 主 元 素 ew, 即 有 

br = bi/am 1 


0 min | 各 
i Qik 


ax >0) C1.27) 


, (1. 28) 
ay = ay/am | 


(2) 将 表 1-6 中 刚 计 算得 到 的 第 ! 行 数字 乘 上 (一 cx) 加 到 表 1-5 的 第 i 行 数字 上 , 记 
入 表 1-6 的 相应 行 。 即 有 


b, 
b=6—— "a (iD 
Quik 
a a 
ay =ay—ean (Gi)D) (1. 29) 
Qik 
表 1-6 
bad cl cr Cm 人 Ch 
Cs 基 b Tl Tn zi zh 
a a = 1 0 au 一 ax : 华 a 汗 
b, 
Ce x 一 0 下 0 1 
Qk an Qk 
cm Tm Bab [0 2 EE aw—am* 王 0 
Qk Qk an 
Ce— zh Qs 
于 0 0 ye) = 0 
所 一 二 加 (Ga) 


人 


令 
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(3) 表 1-6 中 各 变量 的 检验 数 求 法 见 式 (1. 26)。 其 中 : 


=— (ca—x) (一 四 (二 
Qk 
#1 m # mm 
(ci —%) =c;— ( Deias 十 Daas) 一 些 (一 Darian 十 cz 一 Doan) 
证 】 这 全 1 Qk i=] i 一 二 1 
(0 Brees) -g(res) 
(6 一 二 ) 一 些 (c 一 = (GD C13 
a 


第 4 步 : 重复 第 2、3 两 步 ,一 直到 计算 结束 为 止 。 
例 5 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 


max z= 2zl 十 Zz 


5zz 15 
6zl 十 2zs < 24 
Ss.t 
mi xs 
Zilyz2z 二 0 


解 ” 先 将 上 述 问题 化 成 标准 形式 有 


maxz 一 2zl 十 zz 十 0zrs 十 0z4 十 0zrs 


5zs 十 zs 一 15 
6zl 十 2zz Ts = 24 

Ss. t. 
2 十 zs 一 5 


TilyT2y7s 74s75 之 0 


其 约束 条 件 系数 矩阵 的 增 广 矩 阵 为 
本 b 


全 晤 和 ， 六 `: 轩 15 
6 2 0 1 0 24 
0 5 


Ps ,Pi ,Ps 是 单位 矩阵 ,构成 一 个 基 ,对 应 变量 zs .zs .zxs 是 基 变 量 。 令 非 基 变量 x1 ,x 等 
于 零 , 即 找到 一 个 初始 基 可 行 解 

= (0,0,15,24,5)7 
以 此 列 出 初始 单纯 形 表 , 见 表 1-7。 
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表 1-7 
o> 1 0 0 0 
Ce 基 b 1 Tz Ts Ts Xs 
0 Xs 15 0 5 1 0 0 
0 4 24 [6] 2 0 | 0 
0 Xs 5 1 0 0 1 
所 一 本 2 1 0 0 0 
因 表 中 有 大 于 零 的 检验 数 , 故 表 中 基 可 行 解 不 是 最 优 解 。 因 om >cz , 故 确定 zi 为 换 入 变 
量 。 将 5 列 除 以 Pi 的 同行 数字 得 


0 min( ==， 
由 此 6 为 主 元 素 , 作 为 标志 对 主 元 素 6 加 上 方 括号 [ ] , 主 元 素 所 在 行 基 变 量 z4 为 换 出 变 
量 。 用 换 入 变量 ri 替换 出 变量 zt ,得 到 一 个 新 的 基 Ps ,Pi ,Ps , 按 上 述 单纯 形 法 计算 步骤 
第 3 步 的 (1) 一 (3) ,可 以 找到 新 的 基 可 行 解 ,并 列 出 新 的 单纯 形 表 , 见 表 1-8。 
由 于 表 1-8 中 还 存在 大 于 零 的 检验 数 cz , 故 重复 上 述 步 又 得 表 1-9。 
表 1-9 中 所 有 6 三 0, 且 基 变 量 中 不 含 人 工 变 量 , 故 表 中 的 基 可 行 解 X= 


( 互 ,学 ,加 ,0.0) 为 最 优 解 ,代入 目标 西数 得 一 2X 去 十 半 一 8 立 。 


表 1-8 
co 2 1 0 0 0 
Cs 基 b zl 7 Ts zh z 
0 Ts 15 0 5 1 0 0 
2 tl 4 1 2/6 0 1/6 0 
0 7 1 0 [4/6] 0 i 1 
后 一 区 0 1/3 0 a 0 
表 1-9 
Wi 2 | 0 0 0 
Cs 基 b Xl XT zs Ts 5 
0 zs 15/2 0 0 1 5/4 =—15/2 
2 zl ne 1 0 0 1/4 = 
1 7 3/2 0 | 0 兰 到 3/2 
0 — zi 0 0 0 一 Es 一 


人 
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第 五 节 单纯 形 法 的 进一步 讨论 


一 、 人 工 变 量 法 

在 上 述 例 5 中 ,化 为 标准 形式 后 约束 条 件 的 系数 矩阵 中 含有 单位 矩阵 ,以 此 作 初 始 
基 , 使 求 初始 基 可 行 解 和 建立 初始 单纯 形 表 都 十 分 方便 。 但 在 下 述 例 6 中 ,化 为 标准 形 后 
的 约束 条 件 的 系数 矩阵 中 不 存在 单位 矩阵 。 

例 6 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 


max z 一 一 3T1 十 Is 
Xi 二 zs 二 xs < 委 4 
2 mi— ti 之 1 
这 二 3zz 十 zs 一 9 


XisX2 9T3 宇 0 


解 ” 先 将 其 化 成 标准 形式 ,有 


max z = 一 3X1 十 zs 十 0o TT Qs 

Z1 十 zz 十 Zas 十 Z4 一 于 (1. 32a) 
本 Zi Ls — i Zs 1 (1.32b) 
3rzaz 十 zs 一 9 《1.32c) 


TlyT27374575 之 0 


这 种 情况 可 以 添加 两 列 单位 向 量 Ps ,P ,连同 约束 条 件 中 的 向 量 P 构成 单位 矩阵 


2 
1 1 
0 | 
0 0 lL 


Pi ,Pr 是 人 为 添加 上 去 的 , 它 相 当 于 在 上 述 问 题 的 约束 条 件 (1. 32b) 中 添加 变量 re， 
约束 条 件 (1. 32c) 中 添加 变量 zy ,变量 ze,zy 相应 称 为 人 工 变量 。 由 于 约束 条 件 
(1. 32b) 、(1. 32c) 在 添加 人 工 变量 前 已 是 等 式 , 为 使 这 些 等 式 得 到 满足 ,因此 在 最 优 解 中 
人 工 变量 取 值 必须 为 零 。 为 此 , 令 目标 函数 中 人 工 变 量 的 系数 为 任意 大 的 负 值 , 用 "一 M” 
代表 。“ 一 M” 称 为 “ 罚 因子 ”. 即 只 要 人 工 变量 取 值 大 于 零 , 目 标 函 数 就 不 可 能 实现 最 优 ， 
因而 添加 人 工 变 量 后 , 例 6 的 数学 模型 形式 就 变 为 

max z 一 一 3zi 十 zs 十 0z 十 0zs 一 Mr 一 Mrzr7 


有 十 +3 十 高 =4 
2 Xz Xs Ts 一 1 

S。t。 
37z 十 zs 十 zy 一 9 


zi0 (=1,..,7) 
该 模型 中 与 P,P ,Pi 对 应 的 变量 x ,x6 ,zr 为 基 变 量 , 令 非 基 变 量 ri,zz,zs,zs 等 
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于 零 , 即 得 到 初始 基 可 行 解 XX” 一 (0,0.0,4,0,1,9)" ,并列 出 初始 单纯 形 表 。 在 单纯 形 法 
迭代 运算 中 ,M 可 当 作 一 个 数学 符号 一 起 参加 运算 。 检 验 数 中 含 M 符号 的 , 当 M 的 系数 
为 正 时 ,该 检验 数 为 正 ; 当 M 的 系数 为 负 时 ,该 项 检验 数 为 负 。 例 6 添加 人 工 变量 后 ,用 
单纯 形 法 求解 的 过 程 见 表 1-10。 


表 1-10 
ci 三 洛 0 1 0 0 一 M 一 M 
Cs 基 b rl Tz Ts Is zs Te x7 
0 x 4 | 1 有 1 0 0 0 
一 M ze 1 一 2 [1] —1 0 一 1 i 0 
一 M z7 9 0 3 1 0 0 0 1 
0 —% —2M—3 AM 1 0 一 M 0 0 
0 ze 3 3 0 1 1 一 1 0 
0 zz 1 一 2 1 一 1 0 一 1 1 0 
一 M Tr 6 [6] 0 4 0 3 一 3 1 
CG —zi 6M 一 3 0 4M 十 1 0 3M 一 4M 0 
0 Te 0 0 0 0 1 eb = 一 3 一 二 和 
0 Ts 3 0 | 1/3 0 0 0 1/3 
-= Xl 1 | 0 [2/3] 0 I/2 一 区 1/6 
G 一 局 0 0 3 0 3/2  —M—3/2  —M+1/2 
0 rs 0 0 0 1 —]172 1/2 一 172 
0 zz 5 /2 mw 2 | 0 0 一 1/4 1/4 1/4 
Ty 3/2 3/2 0 1 0 3/4 —3/4 1/4 
CO— zi 一 和 分 0 0 0 一 3/4 “一 M 十 3/4 一 M 一 1/4 
二 、 两 阶段 法 


用 大 M 法 处 理 人 工 变 量 , 在 用 手工 计算 求解 时 不 会 碰 到 麻烦 。 但 用 电子 计算 机 求解 
时 ,对 M 就 只 能 在 计算 机 内 输入 一 个 机 器 最 大 字 长 的 数字 。 如 果 线 性 规划 问题 中 的 ai、 
b; 或 c; 等 参数 值 与 这 个 代表 M 的 数 相 对 比较 接近 ,或 远 远 小 于 这 个 数字 ,由 于 计算 机 计 
算 时 取 值 上 的 误差 ,有 可 能 使 计算 结果 发 生 错误 。 为 了 克服 这 个 困难 ,可 以 对 添加 人 工 变 
量 后 的 线性 规划 问题 分 两 个 阶段 来 计算 , 称 两 阶段 法 。 

两 阶段 法 的 第 一 阶段 是 先 求解 一 个 目标 函数 中 只 包含 人 工 变量 的 线性 规划 问题 , 即 
令 目 标 函 数 中 其 他 变量 的 系数 取 零 ,人 工 变 量 的 系数 取 某 个 正 的 常数 (一 般 取 1) ,在 保持 
原 问 题 约束 条 件 不 变 的 情况 下 求 这 个 目标 函数 极 小 化 时 的 解 。 显 然 在 第 一 阶段 中 , 当 人 
工 变量 取 值 为 0 时 ,目标 函数 值 也 为 0。 这 时 候 的 最 优 解 就 是 原 线性 规划 问题 的 一 个 基 
可 行 解 。 如 果 第 一 阶段 求解 结果 最 优 解 的 目标 郴 数 值 不 为 0, 也 即 最 优 解 的 基 变量 中 含 
有 非 零 的 人 工 变量 ,表明 原 线性 规划 问题 无 可 行 解 。 

当 第 一 阶段 求解 结果 表明 问题 有 可 行 解 时 ,第 二 阶段 是 在 原 问题 中 去 除 人 工 变量 ,并 
从 此 可 行 解 ( 即 第 一 阶段 的 最 优 解 ) 出 发 .继续 寻找 问题 的 最 优 解 。 


例 6 用 两 阶段 法 求解 时 .第 一 阶段 的 线性 规划 问题 可 写 为 


minw= x 二 x7 
i 二 i 二 ws 二 一 4 
二 = 一 1 
si 
| Ss 二 3 十 zz 一 9 
zi0 (一 1 …,7) 


用 单纯 形 法 求解 时 , 先 将 问题 化 成 标准 形式 ,单纯 形 法 迭代 的 过 程 见 表 1-11。 


第 二 阶段 是 将 表 1-11 中 的 人 工 变量 zs,zy 除去 ,目标 函数 回归 到 


max 2z 一 一 3zl 十 0zrz 十 zs 十 0zr4 十 0zs 


再 从 表 1-11 中 的 最 后 一 个 表 出 发 ,继续 用 单纯 形 法 计算 ,求解 过 程 见 表 1-12。 


表 1-11 
o> 0 0 0 0 0 一 = 
Cs 基 b 而 rs Ts rs Xe Ty 
0 Xe 4 i 1 1 1 0 0 0 
| ze 和 = E23 | 0 = 1 0 
-= Ty 9 0 3 | 0 0 0 1 
人 一 疫 = 洲 4 0 0 者 0 0 
0 ze 3 3 0 2 1 1 一 0 
0 Ts 1 = 1 = 0 | 1 0 
= I? 6 [6] 0 4 0 3 一 入 1 
全 一 好 6 0 4 0 3 —4 0 
0 x 0 0 0 0 1 —1/2 172 一 
0 z 3 0 1/3 0 0 0 1/3 
0 1 0 2/3 0 1/2 /2 1/6 
0 0 0 0 0 = = 
表 1-12 
o> 一 3 0 1 0 0 
Cs 基 b zi a a a ms 
0 xe 0 0 0 0 1 一 1/2 
Zs 3 0 1 1/3 0 0 
-= Tl 1 L 0 E273j 0 1/2 
Cj—z 0 0 3 0 3/2 
ze 0 0 0 0 1 —1/2 
Xe 5/2 = 了 0 0 /4 
1 Za 3/2 3/2 0 1 0 3/4 
奇 一 台 一 9/2 0 0 0 —8/¢ 
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三 、 单 纯 形 法 计算 中 的 几 个 问题 


1. 目标 函数 极 小 化 时 解 的 最 优 性 判别 。 有 些 书 中 规定 求 目 标 孔 数值 的 极 小 化 作 
为 线性 规划 的 标准 形式 ,这 时 只 需 以 所 有 检验 数 oj 三 0 作为 判别 表 中 解 是 否 最 优 的 
标志 。 

2. 退化 。 按 最 小 比值 9 来 确定 换 出 基 的 变量 时 ,有 时 出 现存 在 两 个 以 上 相同 的 最 小 
比值 ,从 而 使 下 一 个 表 的 基 可 行 解 中 出 现 一 个 或 多 个 基 变 量 等 于 零 的 退化 解 。 退 化 解 的 
出 现 原因 是 模型 中 存在 多 余 的 约束 ,使 多 个 基 可 行 解 对 应 同一 顶点 。 当 存在 退化 解 时 ,就 
有 可 能 出 现 迭 代 计 算 的 循环 ,尽管 可 能 性 极其 微小 。 为 避免 出 现 计算 的 循环 ,1974 年 勃 
兰 特 (Bland) 提 出 了 一 个 简便 有 效 的 规则 : (1) 当 存在 多 个 oj; 二 0 时 ,始终 选取 下 标 值 为 最 
小 的 变量 作为 换 和 人 变量 ; (2) 当 计 算 9 值 出 现 两 个 以 上 相同 的 最 小 比值 时 ,始终 选取 下 标 
值 为 最 小 的 变量 作为 换 出 变量 。 

3. 无 可 行 解 的 判别 。 本 章 第 三 节 单纯 形 法 迭代 原理 中 ,讲述 了 用 单纯 形 法 求解 时 如 
何 判别 问题 结局 属 唯一 最 优 解 ,无穷 多 最 优 解 和 无 界 解 。 当 线性 规划 问题 中 添加 人 工 变 
量 后 ,无论 用 人 工 变量 法 或 两 阶段 法 ,初始 单纯 形 表 中 的 解 因 含 非 零 人 工 变量 , 故 实质 上 
是 非 可 行 解 。 当 求解 结果 出 现 所 有 oj 二 0 时 ,如 基 变 量 中 仍 含有 非 零 的 人 工 变 量 ( 两 阶段 
法 求解 时 第 一 阶段 目标 函数 值 不 等 于 零 ) 表明 问题 无 可 行 解 。 

例 7 用 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 

max z= 2zl 十 zz 
| i 

tb 2 2 a6 
| Ti 0 

解 ” 在 图 解法 一 节 中 已 看 出 本 例 无 可 行 解 (参见 图 1-7)。 现 用 单纯 形 法 求解 。 在 添 
加 松弛 变量 和 人 工 变 量 后 ,模型 可 写成 

max 之 2zi 十 Za 十 0zs 十 0za 一 Mrs 


wi 二 2 二 0 


st.42zl 十 2zz 一 zi 十 zs 一 6 
pa 
以 zs ,zs 为 基 变量 列 出 初始 单纯 形 表 ,进行 迭代 计算 ,过 程 见 表 1-13。 表 中 当 所 有 
6 一 将 受 0 时 , 基 变量 中 仍 含有 非 零 的 人 工 变量 zs 二 2, 故 例 7 的 线性 规划 问题 无 可 
行 解 。 


表 1-13 
人 也 1 0 0 一 M 

Ce 基 b 1 T2 Xa EE T 
0 3 2 [1] 1 1 0 0 
一 M Xs 6 2 2 0 = 1 
OG—s 2 十 2M 1 十 2M 0 一 M 0 
2 i 2 1 1 0 0 
= rs 2 0 0 一 2 一 1 
0 —z) 0 = 二 —2—2M 一 M 0 


四 、 单 纯 形 法 小 结 


1. 对 给 定 的 线性 规划 问题 应 首先 化 为 标准 形式 ,选取 或 构造 一 个 单位 矩阵 作为 基 ， 
求 出 初始 基 可 行 解 并 列 出 初始 单纯 形 表 。 对 各 种 类 型 线性 规划 问题 如 何 化 为 标准 形式 及 
如 何 选 取 初 始 基 变 量 可 参见 表 1-14。 


表 1-14 
线性 规划 模型 化 为 标准 形式 
不 变 
3 TS0 令 大 一 一 石 , 则 世 三 0 
二 取 值 无 约束 令 二 =z 一 臣 ,其 中 履 达 0, 必 三 0 
在 b=0 不 变 
项 &<0 约束 条 件 两 端 乘 "一 1 
约 5 a 
束 Daszi; < Davzi + ze = 6 
形 i=1 i=1 
条 机 
件 2 zi=b as 十 zai = b; 
起 入 入 
Daszi > 6 Daszi — zs +z = 6 
j=1 Sek 
max z= Doz 不 变 
目 和 min = 一 > cm 令 < 一 一 =, 化 为 求 max z' 一 一 Dez 
标 各 jt 
。 加 松弛 变量 zx, 时 max = — Dari 十 om 
前 Se 
的 和 
到 加 人 工 变量 x。 时 max z= >)cizji 一 Mrs 
2 
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2. 单纯 形 法 的 计算 步骤 见 图 1-9 


找 出 初始 基 可 行 解 
列 出 初始 单纯 形 表 


| 


计算 检验 数 o 


基 变 量 中 含 非 存在 非 基 变量 唯一 
零 的 人 i 最 优 解 


无 可 行 解 无 穷 rr 


omax{c 
1 


"为 换 入 基 变 量 


迭代 运算 


用 1. 用 xi 蔡 换 

We ial a hao} 2 列 出 新 的 间 纯 形 表 
= De 四 对 主 元 素 行 (第 / 行 ) 

an 为 主 元 素 b=by/an, al=ayan 

为 换 出 变 最 加 其 他 行 /0 


b=bran:b/b, a =a -Anay/ a 


1-9 单纯 形 法 的 计算 步骤 框图 


第 六 节 ”数据 包 络 分 析 


、 有 关 概 念 


数据 包 络 分 析 (data envelopment analysis.DEA) 是 一 种 基于 线性 规划 的 用 于 评价 同 
类 型 组 织 工作 绩效 相对 有 效 性 的 工具 手段 。 这 类 组 织 例 如 学 校 . 医 院 、 银 行 的 分 支 机 构 、 
超市 的 各 营业 部 等 ,各 自 具 有 相同 的 投入 和 相同 的 产 出 。 衡 量 这 类 组 织 之 间 的 绩效 高 低 ， 
通常 采用 投入 产 出 比 这 个 指标 , 当 各 自 的 投入 和 产 出 均 可 折算 成 同一 单位 ,如 用 货币 来 计 
量 时 ,很 容易 计算 出 各 自 的 投入 产 出 比 并 按 其 大 小 进行 绩效 排序 。 但 当 被 衡量 的 同类 型 
组 织 有 多 项 投入 和 多 项 产 出 , 且 不 能 折算 成 统一 单位 时 .就 无 法 算出 投入 产 出 比 的 数值 ， 


因而 就 需要 上 


下 面 的 方法 进行 绩效 比较 。 例 如 有 4 所 小 学 :sz ss 和 54, 在 校 学 生 规模 


图 1-10。 


相同 , 均 为 800 人 .各 校 教 职 工 数 和 建筑 面积 的 投入 见 表 1-15。 
用 模 坐 标 表 示 教 职工 数 . 纵 坐 标 表示 建筑 面积 . 则 表 1-15 中 各 校 数 据 可 用 图 标示 , 见 


表 1-15 
学 校 
$1 $2 33 4 
投入 
教 职 工 数 / 名 25 40 35 20 
建筑 面积 /m?* 1 800 1 500 1700 2 500 
2 500 
点 
六 
演 2000 
更 
1 500| 


0 一 一 办- 一 条 页 
教 职 工 数 /名 


就 培养 800 名 学 生来 看 ,si 、ss、ss 三 所 学 校 的 投入 处 于 Pareto 最 优 状 态 , 即 不 可 能 保 
持 其 中 一 项 投入 不 变 的 情况 下 ,减少 男 一 项 投入 的 水 平 ,达到 培养 800 名 学 生 的 目标 。 由 
ss2ss4 三 点 连 成 的 折线 被 称 为 生产 前 沿 面 , 凡 前 沿 面 上 的 点 的 投入 状态 均 处 于 Pareto 
最 优 。 例 如 点 5 和 点 5 的 连 线 的 中 间 点 M, 其 坐标 值 为 


* a ooj+o s(, so0)- b Sa ) 


即 用 22.5 名 教 职 工 和 2 150m 的 建筑 面积 可 组 成 培养 800 名 学 生 的 学 校 ,并 且 不 可 能 做 
到 在 减少 其 中 一 项 投入 的 情况 下 而 不 增加 另 一 项 投入 。 
从 5 点 作 垂 线 向 上 延伸 ,从 ss 点 作 水 平 线 向 右 延伸 ( 见 图 1-10 中 的 虚线 部 分 ) , 则 位 
于 由 虚线 和 折线 包围 的 右上 方 的 点 组 成 生产 可 行 集 , 即 按 这 个 集合 中 的 点 坐标 数字 的 教 
职工 和 建筑 面积 的 投入 , 按 已 列 出 学 校 的 绩效 水 平 , 均 能 办 成 一 个 800 名 学 生 规 模 的 学 
校 。 由 图 1-10 可 以 看 出 ,所 谓 生 产 前 沿 面 是 生产 可 行 集 的 一 条 数据 包 络 线 , 它 是 在 现 有 
绩效 水 平 下 举办 800 名 学 生 规 模 学 校 ,需要 投入 教 职 工 和 建筑 面积 的 最 低 极限 。 称 处 于 
生产 前 沿 面 上 的 点 为 DEA 有 效 。 

学 校 ss 并 非 DEA 有 效 。 例 如 从 ss 作 一 条 垂 线 , 交 s1ss 连 线 于 点 (35,1 600); 通过 ss 
作 一 条 水 平 线 , 交 stsz 连 线 于 点 (30.1 700)。 这 意味 着 车 保持 35 名 教 职 工 不 变 , 则 只 需 
1 600m? 建筑 面积 ,或 保持 1 700m? 建筑 面积 不 变 . 则 只 需 教 职工 30 人 ,就 可 以 举办 一 个 
800 名 学 生 的 学 校 。 若 从 坐标 原点 作 同 ss 的 连 线 , 交 wsz 连 线 于 点 P(33. 54,1 629. 2) 。 


对 比 己 点 同 ss 点 的 投入 ,有 33.54 一 上 629.2 一 0. 958, 表 明 ss 的 绩效 只 相当 于 5 或 ss 的 


35 1 700 
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95.8%。 

上 面 用 作 图 方法 衡量 一 个 组 织 是 否 DEA 有 效 ,只 适用 于 投入 与 产 出 变量 数 总 和 不 
超过 3 个 的 情况 , 当 变 量 总 数 超过 3 个 时 ,就 需要 借助 线性 规划 方法 。 
二 、 线 性 规划 的 数学 模型 


在 DEA 中 通常 称 被 衡量 绩效 的 组 织 为 决策 单元 (decision making unit, DMU)。 设 
有 个 决策 单元 (二 1,…,n) ,每 个 决策 单元 有 相同 


的 zm 项 投入 (i 二 1,…,m) 和 相同 的 :项 产 出 (r= 二 决策 单元 
ea 决策 单元 的 第 i 项 投入 ,用 1 2 … 7 


;表示 第 j 决策 单元 的 第 7 项 产 出 ,图 1-11 比较 形 a ls 
和 个 决策 单元 的 投入 产 出 关系 。 现 在 “ 投 |2-~ | za za … za 
要 衡量 某 一 决策 单元 j。 是 否 DEA 有 效 , 即 是 否 处 入 | |: : 在 
于 由 包 络 线 组 成 的 生产 前 沿 面 上 ,为 此 先 构造 一 个 Ym Xm Xm 


由 个 决策 单元 线性 组 合成 的 假想 决策 单元 。 这 个 i 
假想 决策 单元 的 第 i 项 投入 为 二 1.…， : : ys 
加 ) 且 > 一 10 三 0) ,该 假想 决策 单元 的 第 项 图 aa 


产 出 为 DNys Cr 二 1,…,s) 且 了 二 1 三 0)。 如 果 这 个 假想 单元 的 各 项 产 出 均 不 低 
j=1 i1 

于 jo 决策 单元 的 各 项 产 出 , 它 的 各 项 投入 均 不 高 于 jo 决策 单元 的 各 项 投入 , 即 有 
Sy > (r= Lris) 
fm 
Ss Ev B= lmmE el) 
Sh 
2 =1, N20 G=1,n) 

这 说 明 jo 决策 单元 不 处 在 生产 前 沿 面 上 。 基 于 上 述 可 写 出 如 下 线性 规划 的 数学 模型 : 


minkE 
Dys > ys (r = 1,°,s) 
研 
s.t.4 DNVzs < Ers, (i = 1 ,mm) (1. 33) 


当 求解 结果 有 二 1 时 , 则 jo 决策 单元 非 DEA 有 效 ,否则 jo 决策 单元 DEA 有 效 。 
例 8 振 华 银行 的 4 个 分 理 处 的 投入 产 出 情况 如 表 1-16 所 示 ( 产 出 单位 : 处 理 
笔 数 /月 )。 要 求 分 别 确定 各 分 理 处 的 运行 是 否 DEA 有 效 。 


表 1-16 
投 入 . 出 
分 理 处 
职员 数 /人 营业 面积 /m 储蓄 存 取 贷款 中 间 业 务 

分 理 处 1 15 140 1 800 200 1 600 
分 理 处 2 20 130 1 000 350 1 000 
分 理 处 3 21 120 800 450 1 300 
分 理 处 4 20 135 900 420 1 500 

解 若 先 确定 分 理 处 1 的 运行 是 否 DEA 有 效 。 仿 式 (1. 33) 列 出 线性 规划 模型 


如 下 : 


minFE 
1 800A1 十 10004s 十 800Xs 十 90044 三 1 800 pe 沌 7 
200M 十 350Xz 十 450Ms 十 420A4 三 200 (1.34b) 
1 600A1 十 1 000A* 十 1300Ms 十 1500A4 之 1600 (1.34c) 
s. t.415A1 十 20A4z 十 214s 十 20A4 过 15E (1.34d) 
140X1 十 130A* 十 1201s 十 13514 三 140E (1. 34e) 


和 1 十 42 十 A3 十 4 二 1 

N20 G=1,.,4) 
求解 结果 为 =1 ,说明 分 理 处 1 的 运行 为 DEA 有 效 。 在 上 述 模 型 中 ,只 要 将 式 (1. 34a) 一 
式 (1. 34e) 的 右 端 项 数字 分 别 更 换 为 要 确定 的 分 理 处 的 产 出 和 投入 的 数字 ,就 可 以 分 别 计 
算出 EE 的 值 。 计 算 结 果 为 对 分 理 处 3 和 分 理 处 4,E=1; 但 对 分 理 处 2, 有 下 一 0. 966， 
1 二 0. 28 ,1 一 0.72.1z 一 和 4 一 0, 即 分 理 处 2 运行 非 DEA 有 效 。 理 由 为 : 车 将 28% 的 分 理 
处 1 与 72% 的 分 理 处 3 组 合 ,其 各 项 产 出 不 低 于 分 理 处 2 的 各 项 产 出 ,但 其 投入 只 有 分 
理 处 2 的 96.6%。 
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应 用 线性 规划 解决 经 济 、 管 理 领 域 的 实际 问题 .最 重要 的 一 步 是 建立 实际 问题 的 线性 
规划 模型 。 这 是 一 项 技巧 性 很 强 的 创造 性 工作 , 既 要 求 对 研究 的 问题 有 深入 了 解 , 又 要 求 
很 好 地 掌握 线性 规划 模型 的 结构 特点 .并 具有 对 实际 问题 进行 数学 描述 的 较 强 的 能 力 。 
因此 在 研究 建立 一 些 较 复杂 的 数学 模型 时 .需要 各 方面 专业 人 员 的 通力 协作 配合 。 
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一 般 来 讲 .一 个 经 济 、 管 理 问题 要 满足 下 列 条 件 ,才能 归结 为 线性 规划 的 模型 : 
中 要 求解 的 问题 的 目标 能 用 某 种 效益 指标 度量 大 小 ,并 能 用 线性 孔 数 描述 目标 的 要 
求 ; 加 为 达到 这 个 目标 存在 多 种 方案 ; @ 要 达到 的 目标 是 在 一 定 约束 条 件 下 实现 的 ， 
这 些 条 件 可 用 线性 等 式 或 不 等 式 描述 ; @ 决 策 变量 取 值 是 连续 的 ,可 以 是 小 数 、 分 数 或 
任意 实数 。 

下 面 通过 一 些 例子 来 说 明 如 何 将 一 些 实际 问题 归结 为 线性 规划 的 数学 模型 。 

例 9 混合 配料 问题 

某 糖 果 厂 用 原料 A、B、C 加 工 成 三 种 不 同 牌号 的 糖果 甲乙 、 丙 。 已 知 各 种 牌号 糖果 
中 原料 A、B、C 含量 ,原料 成 本 、 各 种 原料 的 每 月 限制 用 量 , 三 种 牌号 糖果 的 单位 加 工 费 及 
售 价 , 如 表 1-17 所 示 。 问 该 厂 每 月 生产 这 三 种 牌号 糖果 各 多 少 kg, 才 能 使 其 获 利 最 大 。 
试 建立 这 个 问题 的 线性 规划 的 数学 模型 。 


表 1-17 
原料 甲 过 丙 原料 成 本 /( 元 /kg) | 每 月 限制 用 量 /kg 
A 宇 60% 三 30%% 2. 00 2 000 
B 1. 50 2 500 
局 <20% <50% <60% 1. 00 1 200 
加 工 费 /( 元 /kg) 0. 50 0.40 0.30 
售 价 /( 元 /kg) 3.40 2.85 2.25 


解 ” 用 i=1,2,3 分 别 代表 原料 A、.B、C, 用 j= 二 1,2,3 分 别 代 表 甲 . 乙 、 丙 三 种 糖果 ， 
zi 为 生产 第 j 种 糖果 耗 用 的 第 i 种 原料 的 kg 数量 。 该 厂 的 获 利 为 三 种 牌号 糖果 的 售 价 
减 去 相应 的 加 工 费 和 原料 成 本 ,三 种 糖果 的 生产 量 zm ,zz ,zw 分 别 为 : 


基本 | 
zz = ziz 十 zz raz 
XN 一 Xl 二 Zzs 十 Zass 
三 种 糖果 的 生产 量 受 到 原材料 月 供应 量 和 原料 含量 成 分 的 限制 。 由 此 例 9 的 数学 模型 可 


归结 为 : 


max zx 一 (3. 40 一 0.50)(zn 十 Za 十 si) 十 (2.85 一 0.40)(Cziz 十 zz 十 Zaz) 十 


〈2. 25 一 0. 30) (zis 十 zzs 十 zss) 一 2. 00(zil 十 zlz 十 Zils) 一 


1. 50(zai 十 zzz 十 并 as ) 一 1. 00(Czasil 十 Zaz 十 X33) 
一 0. 9zi 十 1. 4zrzi 十 1. 9zsl 十 0. 45ziz 十 0.95zzz 十 1.45zaz 一 
0.05zris 十 0. 45zzs 十 0. 95ras 


Xu 十 Tz 十 X13 夺 2 Bd 
zz 十 za<2 500+ 原料 月 供应 量 限 制 
Z31 十 zsz 十 zas 安 1 200 


ZU 之 0.6(zu 十 zzl 十 Zal) 
s.t.47zs1<0.2(zu 十 zzl 十 zal) 
Zl2 之 0. 3(Czlz 十 zaz 十 sz) 


含量 成 分 的 限制 


X30. 5(ziz 十 zzz 十 Zaz) 


X330. 6(zls 十 zzs 十 Zas) 
zy>0 (i=1,2,3; j=1,2,3) 

本 题 最 优 解 为 zu 三 580,zzai 一 386. 66 ,za 一 0,ziz 一 1420,zza 一 2 113. 33,zss 一 1200， 
zl 一 0,z2s 一 0,zs 一 0。 即 该 糖果 厂 每 月 应 生产 甲 种 糖果 966. 66kg, 乙 种 糖果 4 733. 33kg， 
丙种 糖果 0kg, 可 获 利 5 450 元 。 

例 10 产品 计划 问题 

某 厂 生产 工 .T .四 三 种 产品 ,都 分 别 经 A、B 两 道 工 序 加 工 。 设 A 工序 可 分 别 在 设 
备 Ai 或 As 上 完成 ,有 Bi 、B* ,Bi 三 种 设备 可 用 于 完成 B 工 序 。 已 知 产品 I 可 在 A、B 任 
何 一 种 设备 上 加 工 ; 产品 开 可 在 任何 规格 的 A 设备 上 加 工 , 但 完成 B 工序 时 ,只 能 在 Bi 
设备 上 加 工 ; 产品 下 只 能 在 A; 与 B; 设备 上 加 工 。 加 工 单 位 产品 所 需 工 序 时 间 及 其 他 各 
项 数据 见 表 1-18, 试 安排 最 优生 产 计 划 ,使 该 三 获 利 最 大 。 


表 1-18 
夹 品 
设 备 设备 有 效 台 时 /bh | 设备 加 工 费 /( 元 /h) 
I I 也 

Ai 5 10 6 000 0. 05 
A: 7 9 12 10 000 0.03 
B 6 8 4000 0.06 
B。 4 11 7 000 0.11 
Bs 7 4 000 0. 05 

原料 费 /( 元 / 件 ) 0. 25 0. 35 0.50 

售 价 /( 元 / 件 ) 25 2.00 2.80 


解 ” 设 产品 工 , 开 , 亚 的 产量 分 别 为 zi'zz:zs 件 。 产 品 工 有 6 种 加 工 方 案 , 分 别 利用 
设备 (Ai ,Bi) CA ,Bz) (Ai ,B:) CA: ,Bi)、(A:,B:)、(A:,B:) ,各 方案 加 工 的 产品 工 数 
量 用 zu ,zz ,Ts ,T4415 ,Ti 表示 ; 产品 有 2 种 加 工 方案 , 即 (Ai.B1)、(As,B1) ,加 工 数 
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量 用 za ,zz 表示 ; 产品 下 只 有 1 种 加 工 方案 (A;: ,Bz) ,加 工 数量 等 于 zs 。 而 
Ty =Tn 二 zi 二 + Zis+ zu zs zn 


Xz =x2l 十 X22 
工厂 的 赢利 为 产品 售 价 减 去 相应 的 原料 费 和 设备 加 工 费 。 产 品 加 工 量 只 受 设备 有 效 台 时 
的 限制 。 故 对 例 10 可 建立 如 下 线性 规划 模型 ; 
mss=(l25—0.25)(zn + xis ais 人 + rh + Lwin) 二 + (2.00— 0.35}) XX 
(zxal 十 Xzz) 十 (2.80 一 0.50)zxs 一 0.05(5xn 十 5xz1z 十 5z1 十 10zxa) 一 


0.03(7zu 十 7xis 十 7xi6 十 9xzz 十 12xs3) 一 0.06(6zxu 十 6xu 十 8x21 二 

8zrazz) 一 0. 11(4zlz 十 4zl5 十 11zs) 一 0.05(7zis 十 7zi6) 
5zu 十 5zlz 十 5x13 十 10za 过 6000 

7zu 十 7zis 十 ?X16 十 9zzz 十 12zs 二 10 000 
6zn 十 6zu 十 8zra 十 8zrzz 过 4000 
~ dri + dzis 十 11zs 魏 7 000 
7x13 十 7zie 之 4000 
zy 宇 0 


本 题 最 优 解 为 zn 二 0,x1z 二 628. 57,zua 一 571. 42, zu 一 0,zi 一 230.05,zle 一 0,z2a 一 0， 
za 一 500,zs 一 324.14。 即 该 厂 应 生产 产品 工 1 430 件 , 产 品 卫 500 件 , 产 品 轩 324. 14 件 ， 
可 获 利 1 190. 57 元 。 

例 11 海河 市 公交 公司 负责 全 市 公交 车 辆 的 运行 与 维修 管理 ,已 知 每 天 各 时 段 所 需 
人 数 如 表 1-19 所 示 , 公 司 所 有 人 员 每 天 从 上 班 起 连续 工作 6 小 时 ,每 周 安排 一 天 休息 。 
要 求 回 答 : 

(1) 该 公司 需 配 备 多 少 人 员 .能 满足 公司 的 正常 运转 ; 

(2) 由 于 工作 时 间 差 别 , 有 的 早上 5:00 就 上 班 ,有 的 到 23:00 才 下 班 ; 又 每 周 休息 一 
天 ,有 的 安排 在 周一 到 周 五 ,有 的 安排 在 周 六 或 周 日 ,不 够 平等 。 因 此 提出 如 何 安排 一 天 
内 的 倒班 及 每 周 内 一 天 的 休息 日 的 日 期 ,关系 公司 人 员 的 切身 利益 。 怎 样 才能 做 到 完全 
公平 合理 。 


表 1-19 
时 间 段 5:00 一 7:00 7:00 一 9:00 9:00 一 11:00 11:00 一 13:00 |13:00 一 15:00 
所 需 人 数 / 人 | 26 50 34 40 38 
时 间 段 15:00 一 17:00 17:00 一 19:00 19:00 一 21:00 21:00 一 23:00 
所 需 人 数 / 人 | 50 46 36 26 
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解 (1) 设 以 zz1 ,Tz，…,ze 分 别 表 示 各 时 段 初 开始 上 班 人 数 , 因 19:00 和 21:00 不 
再 有 人 员 开 始 上 班 , 故 zs 一 zs 二 0。 由 此 建立 每 天 各 班 所 需 人 员 数 的 数学 模型 如 下 : 
min = 一 Zi 十 zz 十 zs 十 zi 十 zs 十 ze 十 并 7 


Co 
呆 


Xl 


a 
© 


少 


© 


ry Tx Ts 
St 


bl 
VVVvVvVvyV 


© 


ze Fw 
zi Ts Ti 
Xs 十 Xx? 宇 36 
27 宇 26 


Ca 
Oo 


V 


Ti 宇 0 (= 1,..,7) 

求解 得 最 优 解 如 下 : XX* 二 (26,24,0,30,10,10,26),z" 二 126。 因 所 有 人 员 每 周 休 息 
一 天 , 故 该 公交 公司 总 需 人 员 数 为 126X 女 一 147( 人 )。 

(2) 为 了 做 到 排 班 公平 , 先 考虑 每 周 休息 一 天 的 公平 。 对 147 名 人 员 进 行 编号 ,从 


DO.G@… 到 四 .四 .四 号 .每 21 人 编 一 个 组 , 即 D~~@、@2@~@@.@~@@、…@~@.@~ 
四 共 分 7 个 组 , 设 第 一 周 每 天 上 班 及 休息 人 员 如 表 1-20 所 示 。 


表 1-20 
休息 日 周一 周二 周三 周 四 周 五 周 六 周 日 
DOD~@ DO~@® 四 一 名 0D~@ 四 一 四 
EN de 人 四 一 四 @~@ 图 一 四 加 一 四 加 一 四 
休息 人 员 四 一 四 0O~@ @~® 四 一 久 @~@ ®~® @®@~®@ 
组 合 号 CO C: Cs Cs Cs Ce Cr 


到 第 二 周 时 ,周一 至 周 日 上 班 及 休息 人 员 组 合 号 调整 为 C;.Cs,…,Ce ,Ci ,Ci 再 到 下 
周 , 周 一 至 周 日 上 班 及 休息 时 间 的 人 员 依 次 组 合 号 为 C3,C4，…，,Cr，,C1,Cs。 这 样 经 革 
7 周 的 轮换 ,每 个 工作 人 员 刚 好 从 周一 至 周 日 分 别 各 休息 一 天 。 
做 到 上 班 天 数 内 工作 人 员 在 7 个 不 同时 段 上 班轮 换 的 公平 ,原理 同上 述 类 似 。 以 组 
合 号 为 Ci 的 这 组 人 员 ( 编 号 为 上 一 四 ) 为 例 . 他 们 依次 上 班 时 间 为 第 一 周 的 周一 、 第 二 周 
的 周二 、………、 第 七 周 的 周 日 .再 轮转 为 第 八 周 的 周一 ，……… 具体 轮班 安排 见 表 1-21。 
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表 1-21 
需求 组 内 人 员 轮 班 时 间 安 排 
上 班 时 间 征求 
人 数 | 第 一 周 | 第 二 周 上 【…. 第 十 一 周 “上 …. 第 七 十 五 周 | ……- 第 一 百 二 十 六 周 
5:00 一 11:00 | 26 IO~@| ©@~@ 0~®@ 四 一 四 四 ,和 一 四 
7:00 一 13:00 | 24 |@~@| 8B~g ~@ ~@ 四 一 图 
9:00 一 15:00 | 0 一 一 一 < 全 
11:00 一 17:00| 30 |@~@| ®~0 加 一 四 四 四 ,0O~@ 
13:00 一 19:00| 10 |@~g| ®~o 9~®@ @~® 
15:00 一 21:00| 10 | 轩 ~@ 四 | 四 一 四 四 一 外 图 一 四 
17:00 一 23:00| 26 | 四 一 四 | 四 一 四 ,0 四 一 四 ,0 一 @~@ 
由 上 可 知 ,该 公交 公司 人 员 每 7 周 才能 在 周一 至 周 日 的 休 班 时 间 


轮换 一 个 循环 ,而 相同 组 合 号 人 员 需 126 个 班 


局 


天 倒班 班次 平等 的 大 循环 。 


习 


1 


F 衡 。 故 总 需要 126X7 一 882( 天 ) 实 现 一 个 周 内 休息 日 安排 平等 和 每 


才能 在 班次 轮换 上 做 到 


即 练 即 测 


题 


分 别 用 图 解法 和 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 ,(1) 指 出 问题 具有 唯一 最 优 


解 . 无 穷 多 最 优 解 .无 界 解 还 是 无 可 行 解 ;(2) 当 具 有 限 最 优 解 时 ,指出 单纯 形 表 中 的 各 基 


(1) min zx 一 2z 十 3zz 
4zl 十 6zz 之 6 


3zi 十 2zz 之 4 


(3) max 
zi 十 2 

3zi 十 2zz 二 8 

0 委 z 委 6 

0 委 zz 和 5 

1.2 将 下 述 线性 规划 问题 化 成 标准 形式 。 

3 十 4 一 2xzs 十 5zx 

4z1 一 Xz 十 2z3 一 T4 二 一 2 

站 十 2 一 2 二 22 二 14 

一 2ri 十 3zz 十 zs 一 Z4 过 2 

20712052o2052 无 约束 


(1) min zx 


(2) max z= 3zx1 二 27x; 
2zi 十 zz 魏 2 
3T1 十 47: 宇 12 


(4) max z 一 5zli 十 6zz 


2zi 一 zz 之 2 
S. t. | 


一 2 二 322 
(2) min'z 一 251 一 275 十 3zs 


XT1,T1 宇 0 


一 Tl 十 Xz 十 Xs 二 4 
a ts | 一 2zl 十 zz 一 Zs 委 6 
Zi 委 0,zrz 志 0,zrs 无 约束 
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1.3 对 下 述 线性 规划 问题 找 出 所 有 基 解 ,指出 哪些 是 基 可 行 解 ,并 确定 最 优 解 。 


(1) max xz 一 3zl1 十 57z (2) min z 一 5zi 一 2zz 十 3zs 十 2z4 
| 十 病 三 4 
Zl1 十 2zz 十 3zrs 十 4z4 一 7 
2zz 十 二 12 ] 
st.122 十 2zz 十 zs 十 2z24 一 3 
3zi 十 2zz 十 zs 一 18 | 
zi>0 (OG=1,%,4) 


ii 三 0 J 一 1,…,5 
1.4 题 1.1(3) 中 , 若 目 标 函 数 变 为 max 一 czi 十 dzz ,讨论 cd 的 值 如 何 变化 ,使 该 
问题 可 行 域 的 每 个 顶点 依次 使 目标 函数 达到 最 优 。 
1.5 考虑 下 述 线性 规划 问题 : 
max z= clZ1I 十 czzz 


anzl 十 aitz7za Zh 


s.t. daaTl+ azrs Sbs 
Ziozz 之 0 
或 让 ji1Kci 生 34 芝 六 过 前 一 1 用 ai 过 372 二 an 过 5 8 扫 页 过 1252 过 过 454 坟 aa 过 6 
10 志 bs 过 14, 试 确定 目标 函数 最 优 值 的 下 界 和 上 界 。 
1.6 分 别 用 单纯 形 法 中 的 大 M 法 和 两 阶段 法 求解 下 列 线性 规划 问题 ,并 指出 属 哪 


一 类 解 。 
(1) min zx 一 2zi 十 3zz 十 zs (2) max z 一 10zi 十 15zz 十 12zs 
5zi 十 3 工 十 zs 魏 9 
zi 十 4zs 十 2z 之 8 
—5z1t6xzs 十 157s <15 
Bb i 2 三 6 Webs 
Zr 十 大 十 zs 之 5 


Xi sx Ts >0 
Ti1sT29T3>0 


1.7 已 知 某 线性 规划 问题 的 初始 单纯 形 表 和 用 单纯 形 法 迭代 后 得 到 表 1-22, 试 求 
括 弧 中 未 知 数 ae 一: 的 值 。 


表 1-22 
项 目 Ei Xs Xs Ts Zs 
Tt 6 b) (Cc) Cd) i 0 
Ts L ll 3 (e) 0 1 
C2 (a) = 2 0 0 
x (f) (g) 2 一 1 1/2 0 
Ts 4 (h) (DD 于 1/2 1 
一 于 0 a (7) (k) (DD 
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1.8 线性 规划 问题 如 下 : 


max z= crtcrs 


anzl1 十 atzzz Sh 
s.t.4a2izl1 十 azzzz Lbs 
Zlvzz 二 0 
用 单纯 形 法 求解 得 表 1-23( 表 中 zs ,zt 为 松弛 变量 ) 。 
表 1-23 

项 目 zz Ty tT 
Tl 5/2 1 0 3 2 
Te 1 0 1 1 
6 —%) 0 0 —2 一 3 


求 an yatz ,aztyazzyclyczybypoz 的 值 。 
1.9 考虑 线性 规划 问题 
maxz 一 arl 十 2zrs 十 Zs 一 474 
ZI 十 Zs 一 4 一 4 十 28 (D 
s.t. 27T1— Zz 十 3rs 一 2x4 一 5 十 78 (Cii) 


XisT29T39T4 之 0 

模型 中 c ,8 为 参数 ,要 求 : 

(1) 组 成 两 个 新 的 约束 (iD = (GD 十 (il, (Ci 一 (ii 一 2(GD ,根据 式 (D 和 式 (ii) ,以 
zlvzs 为 基 变量 , 列 出 初始 单纯 形 表 ; 

(2) 在 表 中 ,假定 B= 二 0, 则 a 为 何 值 时 ,ziyzs 为 问题 的 最 优 基 ; 

(3) 在 表 中 ,假定 a 二 3. 则 8 为 何 值 时 ,zi ,zx; 为 问题 的 最 优 基 。 

1.10 ” 试 述 线性 规划 模型 中 “线性 "二 字 的 含义 ,并 用 实例 说 明 什么 情况 下 线性 的 假 
设 将 被 违背 。 

1.11 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,为 什么 ? 

(1) 含 n 个 变量 m 个 约束 的 标准 型 的 线性 规划 问题 , 基 解 数 恰 好 为 C? 个 ; 

(2) 线性 规划 问题 的 可 行 解 如 为 最 优 解 , 则 该 可 行 解 一 定 为 基 可 行 解 ; 

(3) 如 线性 规划 问题 存在 可 行 域 , 则 可 行 域 一 定 包 含 坐标 的 原点 ; 

(4) 单纯 形 法 迭代 计算 中 ,必须 选取 同 最 大 检验 数 wj 二 0 对 应 的 变量 作为 换 和 人 基 的 

1.12 线性 规划 问题 max = 一 CX,4X 一 5,X 三 0. 如 X" 是 该 问题 的 最 优 解 ,又 4 二 0 
为 某 一 常数 ,分 别 讨论 下 列 情况 时 最 优 解 的 变化 。 

(1) 目标 函数 变 为 max = 一 ACX; 

(2) 目标 函数 变 为 max z 一 (C 十 1)X; 


令 
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(3) 目标 函数 变 为 max = 一 人 X ,约束 条 件 变 为 AX=—p。 


1.13 某 饲 养 场 饲养 动物 出 售 , 设 每 头 动物 每 天 至 少 需 700g 蛋白 质 .30g 矿物 质 
100mg 维生素 。 现 有 五 种 饲料 可 供 选用 ,各 种 饲料 每 kg 营养 成 分 含量 及 单价 如 表 1-24 
所 示 。 


表 1-24 
饲料 蛋白 质 /g 矿物 质 /g 维生素 /mg 价格 /( 元 /kg) 
1 1 0.5 0.2 
2 2 0.5 + 讽 洲 
3 1 0.2 0. 0.4 
4 6 2 2 0.3 
5 18 0.5 0.8 0.8 


要 求 确定 既 满 足 动物 生长 的 营养 需要 .又 使 费用 最 省 的 选用 饲料 的 方案 。 


1.14 辽源 街 邮 局 从 周一 到 周 日 每 天 所 需 的 职员 人 数 如 下 表 1-25 所 示 。 职 员 分 别 
安排 在 周 内 某 一 天 开始 上 班 ,并 连续 工作 5 天 ,休息 2 天 。 


表 1-25 人 

周 rw 四 五 六 日 

所 需 人 数 17 13 15 19 14 16 11 
要 求 确 定 : 


(1) 该 邮局 至 少 应 配备 多 少 职员 ,才能 满足 值班 需要 ; 

(2) 因 从 周一 开始 上 班 的 ,双休日 都 能 休息 ; 周二 或 周 日 开始 上 班 的 ,双休日 内 只 能 
有 一 天 得 到 休息 ; 其 他 时 间 开 始 上 班 的 ,两 个 双休日 都 得 不 到 休息 ,很 不 合理 。 因 此 邮局 
准备 对 每 周 上 班 的 起 始 日 进行 轮换 (但 从 起 始 日 开始 连续 上 5 天 班 的 规定 不 变 ), 问 如 何 


安排 轮换 ,才能 做 到 在 一 个 周期 内 每 名 职工 享受 到 同等 的 双休日 的 休假 天 数 ; 

(3) 该 邮局 职员 中 有 一 名 领班 ,一 名 副 领 班 。 为 便于 领导 ,规定 领班 于 每 周一 、 三 、 
四 、 五 .六 上 班 , 副 领 班 于 一 \ 二 ,三 \ 五 ,日 这 5 天 上 班 。 据 此 试 重新 对 上 述 要 求 (1) 和 (2) 

1.15 一 艘 货轮 分 前 、 中 、 后 三 个 舱位 ,它们 的 容积 与 最 大 允许 载重 量 如 表 1-26 所 
示 。 现 有 三 种 货物 待 运 ,已 知 有 关 数 据 列 于 表 1-27。 

表 1-26 

项 目 前 舱 中 舱 后 舱 
最 大 允许 载重 量 /t 2 000 3 000 1 500 
容积 /ms 4 000 5 400 1 500 
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表 1-27 

商品 数量 / 件 每 件 体积 /(m/ 件 ) 每 件 重量 /(t/ 件 ) 运 价 /( 元 / 件 ) 
A 600 10 8 1 000 
B 1000 5 6 700 
E 800 5 600 


又 为 了 航运 安全 ,前 、 中 、 后 舱 的 实际 载重 量 大 体 保持 各 舱 最 大 允许 载重 量 的 比例 关 
系 。 具 体 要求 : 前 .后 舱 分 别 与 中 舱 之 间 载 重量 比例 的 偏差 不 超过 15% ,前 、 后 舱 之 间 不 
超过 10%。 问 该 货轮 应 装载 A、B、C 各 多 少 件 运费 收入 为 最 大 ? 试 建立 这 个 问题 的 线性 
规划 模型 。 

1.16 长 城 通信 公司 拟 对 新 推出 的 一 款 手 机 收费 套餐 服务 进行 调查 ,以 便 进一步 设 
计 改 进 。 调 查 对 象 设 定 为 商界 人 士 及 大 学 生 , 要 求 : (1) 总 共 调 查 600 人 ,其 中 大 学 生 不 
少 于 250 人 ;(2) 方 式 分 电话 调查 和 问卷 调查 ,其 中 问卷 调查 人 数 不 少 于 30%;(3) 对 大 
学 生 电 话 调查 80% 以 上 应 安排 在 周 六 或 周 日 ,对 商界 人 士 电话 调查 80% 以 上 应 安排 在 周 
一 至 周 五 ;(4) 问 卷 调 查 时 间 不 限 。 已 知 有 关 调 查 费 用 如 表 1-28 所 示 , 问 该 公司 应 如 何 
安排 调查 ,使 总 的 费用 为 最 省 。 


表 1-28 元 /人 次 
电话 调查 
调查 对 象 问卷 调查 
周一 至 周 五 周 六 、 日 
大 学 生 3.0 2.5 5.0 
商界 人 士 Ea .0 5.0 


1.17 生产 存储 问题 。 某 厂 签订 了 5 种 产品 (i 二 1,…,5) 上 半年 的 交 货 合同 。 已 知 
各 产品 在 第 j 月 (j 二 1.….6) 的 合同 交 货 量 D; .该 月 售 价 ss 、 成 本 价 cj 及 生产 1 件 时 所 需 
[时 a; 。 该 厂 第 j 月 的 正常 生产 工时 为 4j ,但 必要 时 可 加 班 生产 ,第 j 月 允许 的 最 多 加 班 
工时 不 超过 沁 , 并 且 加 班 时 间 内 生产 出 来 的 产品 每 件 成 本 增加 额外 费用 c 5 元 。 若 生产 出 
来 的 产品 当月 不 交 货 ,每 件 库存 1 个 月 交 存储 费 p; 元 。 试 为 该 厂 设 计 一 个 保证 完成 合同 
交 货 , 又 使 上 半年 预期 赢利 总 额 为 最 大 的 生产 计划 安排 。 

1.18 ” 宏 银 公司 承诺 为 某 建设 项 目 从 2003 年 起 的 4 年 中 每 年 年 初 分 别提 供 以 下 数 
额 贷款 : 2003 年 一 一 100 万 元 ,2004 年 150 万 元 ,2005 年 120 万 元 ,2006 年 
110 万 元 。 以 上 贷款 资金 均 需 于 2002 年 年 底 前 筹集 齐 。 但 为 了 充分 发 挥 这 笔 资金 的 作 
用 ,在 满足 每 年 贷款 额 情况 下 .可 将 多 余 资金 分 别 用 于 下 列 投资 项 目 : 

(1) 于 2003 年 年 初 购买 A 种 债券 ,期 限 3 年 ,到 期 后 本 息 合计 为 投资 额 的 140% ,但 
限购 60 万 元 ; 

(2) 于 2003 年 年 初 购买 B 种 债券 .期限 2 年 ,到 期 后 本 息 合计 为 投资 额 的 125%, 且 
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限购 90 万 元 ; 
(3) 于 2004 年 年 初 购买 C 种 债券 ,期 限 2 年 ,到 期 后 本 息 合计 为 投资 额 的 130% ,但 
限购 50 万 元 ; 


(4) 于 每 年 年 初 将 任意 数额 的 资金 存放 于 银行 .年 息 4% ,于 每 年 年 底 取出 。 
求 宏 银 公司 应 如 何 运用 好 这 笔 筹 集 到 的 资金 ,使 2002 年 年 底 需 筹集 到 的 资金 数额 为 
最 少 。 

1.19 红豆 服装 厂 新 推出 一 款 时 装 , 据 经 验 和 市 场 调查 ,预测 今后 6 个 月 对 该 款 时 装 
的 需求 为 :1 月 一 一 3 000 件 ; 2 月 一 一 3 600 件 ; 3 月 一 一 4 000 件 ; 4 月 一 一 4 600 件 ; 
5 月 一 一 4 800 件 ; 6 月 5 000 件 。 生 产 每 件 需 熟练 工人 工作 4h, 耗 用 原材料 150 元 ， 
售 价 为 240 元 / 件 。 该 厂 1 月 初 有 熟练 工 80 人 ,每 人 每 月 工作 160h。 为 适应 生产 需要 ， 
该 厂 可 招收 新 工人 培训 ,但 培训 一 名 新 工人 需 占 用 熟练 工人 50h 用 于 指导 操作 ,培训 期 为 
一 个 月 ,结束 后 即 可 上 岗 。 熟 练 工人 每 月 工资 2 000 元 ,新 工人 培训 期 间 给 予 生活 补贴 
800 元 ,转正 后 工资 与 生产 效率 同 熟 练 工人 。 又 熟练 工人 ( 含 转正 一 个 月 后 的 新 工人 ) 每 
月 初 有 2% 因 各 种 原因 离职 。 已 知 该 厂 年 初 已 加 工 出 400 件 该 款 时 装 作为 库存 ,要 求 
6 月 末 存 库 1 000 件 。 又 每 月 生产 出 来 时 装 如 不 在 当月 交 货 ,库存 费用 为 每 件 每 月 10 元 。 
试 为 该 厂 设计 一 个 满足 各 月 及 6 月 末 库 存 要 求 ,又 使 1 一 6 月 总 收入 为 最 大 的 劳动 力 安排 
方案 。 

1.20 祥瑞 贸易 公司 专门 经 营 某 种 杂粮 的 批发 业务 。 公 司 现 有 库容 5 000 吨 的 仓 
库 。1 月 1 日 公司 拥有 库存 1000 吨 的 杂粮 ,并 有 资金 20 000 元 。 估 计 第 一 季度 杂粮 价格 
如 表 1-29 所 示 。 如 买 进 的 杂粮 当月 到 货 , 则 需 到 下 月 才能 卖 出 , 且 规 定 “ 货 到 付款 ”。 公 
司 希 望 本 季 末 库存 为 2000 吨 , 问 应 采取 什么 样 的 买 进 与 卖 出 的 策略 使 3 个 月 总 的 获 利 
最 大 。 要 求 列 出 本 问题 的 线性 规划 模型 ,但 不 需求 解 。 


表 1-29 元 / 吨 
月 份 进货 价 出 货 价 
2 850 3 100 
3050 3 250 


3 2 900 2 950 


HAPTER 2 
第 二 章 
线性 规划 的 对 偶 理论 与 灵敏 度 分 析 
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一 、 对 偶 问 题 的 提出 

《现代 汉语 词典 兴修 订 本 ) 中 有 关 * 对 偶 ” 的 释义 为 “修辞 方式 ,用 对 称 的 字句 加 强 语言 
的 效果 .只 中 国企 业 管 理 百 科 全 书 》 中 ,有 关 对 偶 理 论 词 条 的 释义 为 “实质 相同 但 从 不 同 角 
度 提 出 的 不 同 提 法 的 一 对 互 为 对 偶 的 问题 。 如 企业 怎样 充分 利用 现 有 人 力 、 物 力 完成 更 
多 任务 和 怎样 用 最 少 人 力 物 力 去 完成 给 定 的 任务 ,就 是 互 为 对 偶 的 一 对 问题 。 对 偶 理论 
是 从 数量 关系 上 研究 这 一 对 问题 的 性 质 、 关 系 及 应 用 的 理论 和 方法 。” 因 此 无 论 从 理论 或 
实践 角度 ,对偶 理论 都 是 线性 规划 中 的 一 个 最 重要 和 有 趣 的 概念 。 对 偶 理 论 的 基本 思想 
是 ,每 一 个 线性 规划 问题 都 存在 一 个 与 其 对 偶 的 问题 ,在 求 出 一 个 问题 解 的 时 候 , 也 同时 
给 出 了 另 一 问题 的 解 。 下 面 先 通过 实际 例子 看 对 偶 问 题 的 经 济 意义 。 

例 1 第 一 章 例 1 美佳 公司 利用 该 公司 资源 生产 两 种 家 电 产 品 时 ,其 线性 规划 问 
题 为 


(LP1) maxz 一 2zl 十 zz 


5 6 

网 +2zz 二 24 
S. t. 

zi 十 Ts 安 5 


现 从 另 一 角度 提出 问题 。 假 定 有 某 个 公司 想 把 美佳 公司 的 资源 收买 过 来 , 它 至 少 应 


让 自己 资源 的 条 件 是 .出 让 代价 应 不 低 于 用 同等 数量 资源 由 自己 组 织 生 产 活动 时 获取 的 
赢利 。 设 分 别 用 y ,yz 和 ys 代表 单位 时 间 (h) 设 备 A、 设 备 B 和 调试 工序 的 出 让 代价 。 
因 美 佳 公司 用 6h 设备 B 和 1h 调试 可 生产 一 件 家 电工 ,赢利 2 元 ; 用 5h 设备 A、2h 设备 
B 及 1h 调试 可 生产 一 件 家 电 开 ,赢利 1 元 。 由 此 yi'yz'ys 的 取 值 应 满足 


6yz 十 ys 宇 2] 


(2.1) 


又 该 公司 希望 用 最 小 代价 把 美佳 公司 的 全 部 资源 收买 过 来 , 故 有 
min zx 一 15y 十 24yz 十 5ys Eh 


显然 y: 宇 0 (i 二 1,2,3) ,再 综合 式 (2. 1) 和 式 (2. 2), 有 


(LP2) min ww 一 15y 十 24yz 十 5ys 
6yz 十 ys 之 2 
s.t.45yi 十 2ys 十 ys 之 1 


yiyyzyys 二 0 


上 述 LP1 和 LP2 两 个 线性 规划 问题 ,通常 称 前 者 为 原 问题 ,后 者 是 前 者 的 对 偶 问 题 。 
二 、 对 称 形式 下 对 偶 问题 的 一 般 形 式 


定义 : 满足 下 列 条 件 的 线性 规划 问题 称 为 具有 对 称 形式 : 其 变量 均 具 有 非 负 约束 ， 


其 约束 条 件 当 目 标 函 数 求 极 大 时 均 取 “三 "号 , 当 目 标 函 数 求 极 小 时 均 取 “三 "号 。 


对 称 形 式 下 线性 规划 原 问题 的 一 般 形式 为 
max < 一 clIZ1 十 czzz 十 … 十 cnzn 


az1 十 aizzz 十 … 十 anze 魏 思 


aa2lzl1 十 azz7z 十 … 十 az 过 bz 


s.t. : (2..3) 
aniTi T+ amTs + "Amzs < bn 
Ti 宕 0 (j= 1,.,n) 
用 yi 二 1,…,m) 代 表 第 i 种 资源 的 估价 , 则 其 对 偶 问题 的 一 般 形式 为 
minw = by 二 by 二 十 bnym 


anyi 二 awys "+ aniyn > ci 


ai2y1 十 azzyz 十 … 十 anzyn 之 cz 
st : (2.4) 
I i 
9 
用 和 矩阵 形式 表示 .对 称 形式 的 线性 规划 问题 的 原 问 题 和 对 偶 问 题 可 分 别 表示 为 


maxz= CX min zw 一 YTD 
4X 去 D 人 

S + (2.5) a | (2. 6) 
X 二 0 Y> 二 0, 


Y 是 列 向 量 ， 一 (yi yyz,… yw)T 
将 上 述 对 称 形式 下 线性 规划 的 原 问 题 与 对 偶 问题 进行 比较 ,可 以 列 出 如 表 2-1 所 示 


的 对 应 关系 。 
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表 2-1 

项 目 原 问 题 对 偶 问 题 
A 约束 系数 矩阵 其 约束 系数 矩阵 的 转 置 
约束 条 件 的 右 端 项 向 量 目标 函数 中 的 价格 系数 向 量 
C 目标 函数 中 的 价格 系数 向 量 约束 条 件 的 右 端 项 向 量 

目标 函数 max < 一 CX min w=YT™h 

约束 条 件 AX=b Myer 

决策 变量 X=0 Y=0 


上 述 式 (2.6) 对 偶 问 题 中 令 w 二 一 ww, 可 改写 为 


再 令 < 二 一 x', 则 上 式 可 改写 为 


可 见 对 偶 问题 的 对 偶 即 原 问题 。 因 此 也 可 以 把 表 2-1 右 端的 线性 规划 问题 作为 原 问 
题 , 写 出 其 左 端 形式 的 对 偶 问 题 。 


三 、 非 对 称 形式 的 原 - 对 偶 问 题 关 系 


因为 并 非 所 有 线性 规划 问题 具有 对 称 形 式 , 故 下 面 讨 论 一 般 形式 下 线性 规划 问题 如 
何 写 出 其 对 偶 问题 。 考 虑 下 面 的 例子 : 
例 2 写 出 下 述 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 


max z 一 clZl1 十 czzz 十 casZs 


azl 十 atzzz 十 azs hh (2.7a) 

QaaT1 二 azTs + assTs 一 02 (2.7b) 
S. t. 

aalZ1 十 aazTz 二 assTs 之 bs (227eY 


Zi 这 0， zs 之 0， zs 无 约束 (2. 7d) 


PN 


< 
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先 将 式 (2.7) 转 换 成 对 称 形式 .再 按 表 2-1 的 对 应 关系 写 出 其 对 偶 问 题 。 为 此 : 
(1) 将 约束 (2. 7b) 先 转换 成 am zi 十 azzzz 十 azszs 委 0 和 azizi 十 azzzrz 十 azszs 三 b ,再 
变换 为 aazi 十 azazz 十 azszrs 委 0 和 一 azizl 一 azzzz 一 azsTs 扫 一 02; 
(2) 将 约束 (2. 7c) 两 端 乘 “ 一 1” ,得 一 aatzi 一 aazzz 一 assZs 委 一 053 
(3) 在 约束 (2. 7d) 中 令 zx: 二 一 ,由 此 :之 0; 令 Zz 二 zs 一 忒 ,其 中 这 之 0,z3 之 0。 
经 上 述 变 换 后 例 2 可 重新 表达 为 


1 bb » 
max z = cIT1— cr2 cars— caxs 对 偶 变量 
1 / » 

AuTi azzt asr3— asr3< bi ai 

, , » / 

dalT1 一 Q2272 十 a23T3 一 Q23 工 3< be ya 

/ / 和 了 

S. t. <3— aaTi 十 az2 一 Q2373 十 azs73s< 去 一 02 2 

/ / 上 / 

一 aslzl 一 Qs2Z2 一 Q3373 十 dTt3— bs yy 


i>0; zt0; zs0 0 
令 各 约束 对 应 的 对 偶 变 量 分 别 为 y1,y2, 光 和 ys, 按 表 2-1 的 对 应 关系 写 出 其 对 偶 问 


题 为 
min w = biyi + by2— boys— bays 
an Tanays— aay— aays (2. 8a) 
一 aiazyl 一 azzy? 十 az 光一 aszy 达 一 cz (2. 8b) 
sanyl 十 aza3y2 一 az 一 ay cs (2. 8c) 
ayi 一 azay2 十 dzay2 十 assay 之 一 ca (2. 8d) 


N10， yz 宇 0，W% 宇 0， ys 宇 0 

在 式 (2.8) 中 , 令 yz 一 % 一 ,ys 二 一 ,将 式 (2. 8c) 和 式 (2. 8d) 转 换 为 aiayi 十 azsyz 十 
aasys 一 cs ,将 式 (2.8b) 两 端 乘 以 "一 1” .由 此 得 
min w = 和 yi 十 02ys 十 bsys 


ay1 十 azlyz 十 aalys a 

alzy1 十 azzys 十 aazys < cz 
S. t. 

aN 下 Qzsyz 下 Q33ys 一 Cs 


V1 宇 0， ya 无 约束 ，y% 入 0 
将 上 述 对 偶 问 题 同 原 问 题 对 比 发 现 ,无 论 对 称 或 非 对 称 的 线性 规划 问题 在 写 出 其 对 
偶 问 题 时 ., 表 2-1 中 前 4 行 的 对 应 关系 都 适用 .区 别 的 只 是 约束 条 件 的 形式 与 其 对 应 变量 
的 取 值 。 根 据 例 2 中 约束 和 变量 的 对 应 关系 ,下 面 将 对 称 或 不 对 称 线性 规划 原 问题 同 对 
偶 问 题 的 对 应 关系 ,统一 归纳 为 表 2-2 所 示 形 式 。 
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表 2-2 
项 目 原 问题 (对 偶 问 题 ) 对 偶 问 题 ( 原 问题 ) 
A 约束 系数 矩阵 约束 系数 矩阵 的 转 置 
约束 条 件 右 端 项 向 量 目标 函数 中 的 价格 系数 向 量 
c 目标 函数 中 的 价格 系数 向 量 约束 条 件 右 端 项 向 量 
目标 函数 i > 


zi = ln) 


Dasyi>6 约 
变 |T 宇 0 和 束 
量 |x 之 0 Ziy < 
zz 无 约束 i 
各 
有 mm 个 (i 二 1, wm) 
多 pe | yy (i= 1,.,m) 
站 y=0 恋 
i Pe > yy <0 下 
a yi 无 约束 
i! 
第 二 节 对偶 问 题 的 基本 性 质 


本 节 的 讨论 先 假定 原 问题 及 对 偶 问 题 为 对 称 形 式 线性 规划 问题 , 即 原 问题 为 


其 对 偶 问题 为 


ma = > CiTj 
i=1 


Dasri Sh G=1 
Se. t. 3 j=1 
zj 宇 0 = 
min w = Dbiy: 
i=1 
[Bay=0 G=1 
入 化 i=1 
Ii 三 0 Gi=1 


** 77) 
(2..9) 

"72) 

77) 
(2. 10) 

"772) 


今 
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然后 说 明 对 偶 问 题 的 基本 性 质 在 非 对 称 形式 时 也 适用 。 
为 本 节 讨论 及 后 面 讲 述 的 需要 ,这 里 先 介绍 有 关 单 纯 形 法 计算 的 和 矩阵 描述 
一 、 单 纯 形 法 计算 的 矩阵 描述 
对 称 形 式 线性 规划 问题 式 (2. 9) 的 矩阵 表达 式 加 上 松弛 变量 Xs 后 为 


max xz 一 CX 十 0Xs 
(2. 11》 


AX++IXs=b 
el 


Xs 宇 0 
上 式 中 Xs 为 松弛 变量 ,Xs 一 (zs+iyzo+z，…yzn+tn) , 呀 为 mXm 单位 矩阵 。 
单纯 形 法 计算 时 ,总 选取 了 为 初始 基 , 对 应 基 变 量 为 Xs。 设 迭代 若干 步 后 , 基 变 量 为 
Xs ,Xs 在 初始 单纯 形 表 中 的 系数 矩阵 为 妃 。 将 召 在 初始 单纯 形 表 中 单独 列 出 ,而 4 中 去 
掉 B 的 若干 列 后 剩 下 的 列 组 成 矩阵 N ,这 样式 (2. 11) 的 初始 单纯 形 表 可 列 成 如 表 2-3 的 


X 二 0， 


形式 。 
表 2-3 
项 目 非 基 变量 基 变 量 
Cs 基 b Xs Xn Xs 
Xs b B N I 
Cs Cy 0 


因 单 纯 形 法 的 迭代 是 对 约束 增 广 和 矩阵 进行 的 行 的 初等 变换 ,对 应 Xs 的 系数 矩阵 工 在 新 表 


~“ 步 , 基 变 量 为 Xs 时 , 则 该 步 的 单纯 形 表 中 由 Xs 系数 组 成 的 矩阵 为 I。 又 


当 和 迭代 若 
中 应 为 了 。 故 当 基 变量 为 Xs 时 ,新 的 单纯 形 表 具有 表 2-4 形式 。 
表 2-4 
项 目 基 变 量 非 基 变量 
Cs 基 b Xs Xn Xs 
Ce Xe B'ib F BN ' 
0 —% 0 Cn—CsB 'N 二 


从 表 2-3 和 表 2-4 看 出 ,当先 代 后 基 变 量 由 Xs 变化 为 Xe 时 ,其 在 初始 单纯 形 表 同 


和 迭代 后 单纯 形 表 中 的 系数 矩阵 的 变化 有 : 
(1) 对 应 初始 单纯 形 表 中 的 单位 矩阵 工 .和 迭代 后 的 单纯 形 表 中 为 刀 ; 
(2. 12) 


(2) 初始 单纯 形 表 中 基 变 量 和 Xs 一 b, 迭 代 后 的 表 中 
Xs 一 Bb; 
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(3) 初始 单纯 形 表 中 约束 系数 矩阵 为 [A ,==[B.,N. 了 I, 迭代 后 的 表 中 约束 系数 矩阵 
Le]= = 
(4) 若 初始 矩阵 中 变量 xz; 的 系数 向 量 为 P;, 夫 代 后 为 P; , 则 有 


py = BP (2. 13) 
(5) 当 B 为 最 优 基 时 ,在 表 2-4 中 应 有 
Cn—CsB"N<O (2. 14) 
一 CaB 一 入 0 (2.15) 
因 zs 的 检验 数 可 写 为 
Cs—Cs.1=0 (2. 16) 
故 式 (2.14) 一 式 (2. 16) 可 重 写 为 
C 一 CsB-4 坟 0 217) 
—CsB"'<0 (2. 18) 
CsB 一 称 为 单纯 形 乘 子 , 若 令 YT 一 CeB 一 , 则 式 (2.17) 和 式 (2.18) 可 改写 为 
A 
1 (2. 19) 
Y=0 


看 出 这 时 检验 数 行 , 若 取 其 相反 数 恰 好 是 其 对 偶 问题 的 一 个 可 行 解 。 将 这 个 解 代入 对 偶 
问题 的 目标 函数 值 , 有 
w= Yh=CsB b=z (2. 20) 

由 式 (2. 20) 看 出 , 当 原 问题 为 最 优 解 时 ,这 时 对 偶 问 题 为 可 行 解 , 且 两 者 具有 相同 的 
目标 函数 值 。 根 据 下 一 节 讲 述 的 对 偶 问题 的 基本 性 质 , 将 看 到 这 时 对 偶 问题 的 解 也 为 最 
优 解 。 

下 面 通过 例子 说 明 两 个 问题 的 变量 及 解 之 间 的 对 应 关系 , 见 例 3。 

例 3 本 章 例 1 中 列 出 了 两 个 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 ,两 者 分 别 加 上 松弛 和 剩余 
变量 后 为 


max zx 一 2zi 十 zz 十 0zs 十 0zri 十 0zs 对 偶 变 量 
5zz 十 zs 一 15 yi 
6zi 十 272 + = 24 yz 
Ey mi 十 5 十 xs 一 5 ys 

zi0 (=1,.,5) 

min w= 15y 十 24yz 十 5ys 十 0y 十 0ys 对 偶 变 量 
6yz 十 ya 一 yy 一 2 1 
s.t. 145% 二 2yz 十 ys —ys 三 1 工 2 


3 之 0 (一 1 5) 
用 单纯 形 法 和 两 阶段 法 求 得 两 个 问题 的 最 终 单纯 形 表 分 别 见 表 2-5 和 表 2-6。 


表 2-5 
原 问 题 变 量 原 问 题 松弛 变量 
项 目 
Xl X2 Xa X4 Xs 
Xs 15/2 0 0 1 5/4 一 15/2 
Xl 7/2 1 0 0 1/4 —1/2 
Xs 3/2 0 1 0 = 3/2 
zj —cj 0 0 0 1/4 1/2 
变量 对 偶 问 题 的 剩余 变量 对 偶 问 题 变量 
> ys > 1 yz ys 
表 2-6 
对 偶 问 题 变 量 对 偶 问 题 剩余 变量 
项 目 
六 了 ys ys ys 
yz 1/4 一 5/4 1 0 一 1/4 1/4 
ys 1/2 15/2 0 1 1/2 一 3/2 
Yi 15/2 0 0 7/2 3/2 
变量 原 问 题 松 弛 变量 原 问题 变量 
zy 4 Zs Tl 2 


从 表 2-5 和 表 2-6, 可 以 清楚 地 看 出 两 个 问题 变量 之 间 的 对 应 关系 。 同 时 看 出 只 需 
求解 其 中 一 个 问题 ,从 最 优 解 的 单纯 形 表 中 可 得 到 另 一 个 问题 的 最 优 解 。 


二 、 对 偶 问 题 的 基本 性 质 
设 原 问题 如 式 (2. 9) 所 示 , 其 对 偶 问 题 如 式 (2. 10) 所 示 , 则 对 偶 问 题 具 有 以 下 性 质 。 


1. 弱 对 偶 性 。 如 果 却 G 一 1.…:,7 是 原 问 题 的 可 行 解 ,y;(i 一 1,…,z2) 是 其 对 偶 问 题 
的 可 行 解 , 则 恒 有 


证 因为 Dz < (Dn) = Da 
sh j=1 \ i=!1 so sh 
所 以 GI; by 


由 弱 对 偶 性 ,可 得 出 以 下 推论 : 
(1) 原 问题 最 优 解 的 目标 函数 值 是 其 对 偶 问题 目标 函数 值 的 下 界 ; 反之 对 偶 问 题 最 
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优 解 的 目标 函数 值 是 其 原 问 题目 标 函 数值 的 上 界 。 

(2) 如 原 问题 有 可 行 解 且 目标 函数 值 无 界 ( 具 有 无 界 解 ), 则 其 对 偶 问 题 无 可 行 解 ; 
反之 对 偶 问 题 有 可 行 解 且 目 标 函 数值 无 界 , 则 其 原 问题 无 可 行 解 (注意 : 本 点 性 质 的 逆 不 
成 立 , 当 对 偶 问 题 无 可 行 解 时 ,其 原 问题 或 具有 无 界 解 或 无 可 行 解 ,反之 亦 然 ) 。 

(3) 若 原 问 题 有 可 行 解 而 其 对 偶 问题 无 可 行 解 , 则 原 问 题目 标 函 数值 无 界 ; 反之 对 
偶 问题 有 可 行 解 而 其 原 问题 无 可 行 解 , 则 对 偶 问 题 的 目标 函数 值 无 界 。 

2. 最 优 性 。 如 果 记 (二 1,…,n) 是 原 问 题 的 可 行 解 ,3; (i 二 1,…,m) 是 其 对 偶 问题 的 
可 行 解 , 且 有 


Da = Doiy 
则 襄 (j 二 1,…, 台 是 原 问 题 的 最 优 解 ,3;(i 二 1,…,m) 是 其 对 偶 问 题 的 最 优 解 。 
证 设 z (二 1,…,n) 是 原 问题 的 最 优 解 ,yi (i 二 1,…,m) 是 其 对 偶 问 题 的 最 优 解 


因为 Do emi, Dbyi< by 
i=1 i=! i=1 i=1 

又 知 六 3 Saori< Soy: 
j=1 二 1 j=1 二 1 

故 5 cj j= DD cz? = bp By = 3 biy: 
和 1 i1 1 1 


3. 强 对 偶 性 (或 称 对 偶 定 理 ) 。 若 原 问 题 及 其 对 偶 问 题 均 具有 可 行 解 , 则 两 者 均 具 有 
最 优 解 , 且 它们 最 优 解 的 目标 函数 值 相等 。 

证 ”由 于 两 者 均 有 可 行 解 ,根据 弱 对 偶 性 的 推论 (1) ,对 原 问题 的 目标 函数 值 具有 上 
界 , 对 偶 问题 的 目标 函数 值 具 有 下 界 , 因 此 两 者 均 具 有 最 优 解 。 又 由 本 节 的 式 (2. 19) 和 
式 (2.20) 知 , 当 原 问 题 为 最 优 解 时 ,其 对 偶 问题 的 解 为 可 行 解 ' 且 有 * 一 局 ,由 最 优 性 知 ,这 
时 两 者 的 解 均 为 最 优 解 。 

4. 互补 松弛 性 。 在 线性 规划 问题 的 最 优 解 中 ,如 果 对 应 某 一 约束 条 件 的 对 偶 变 量 值 
为 非 零 , 则 该 约束 条 件 取 严 格 等 式 ; 反之 如 果 约 束 条 件 取 严格 不 等 式 , 则 其 对 应 的 对 偶 变 
量 一 定 为 零 。 也 即 


著 认 之 0; 则 有 Yay 2 一 55 =0 
j=1 


若 2)as 2 过 6;, 即 2; > 0, 则 有 让 二 0 
dhl 


此 一 定 有 Zs * 3; 二 0 
证 ”由 弱 对 偶 性 知 


Dad 2) Dasiiy < Dbiys: (C2321 
1 
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又 根据 最 优 性 > 启 一 六, 故 趟 (2. 21) 中 应 全 为 等 式 .由 式 (2.21) 右 端 等 式 得 


(Path) 0 (2. 22) 
i=] j=1 


因 三 0, Dai 襄 一 bi 过 0, 故 式 (2.22) 成 立 必须 对 所 有 i 二 1,…,m, 有 
j=1 
( Das EP —6) y=0 
A 


由 此 当 六 之 0 时 , 必 有 Das £j—b:=0; Sas 吝 一 bi 过 0 时 , 必 有 3: = 0。 

将 互补 松弛 性 质 应 用 于 其 对 偶 问题 时 可 以 这 样 狼 述 ; 

天 果 湖 坟 六 史册 区 Yo 页 二 已 而 果 省 六 ay 六 二 on 出 罗 一 而 

其 证 明 方法 同上 所 述 。 

上 述 针对 对 称 形式 证 明 的 对 个 问题 的 性 质 ,同样 适用 于 非 对 称 形式 ,读者 不 妨 自 己 扳 
一 个 例子 来 进行 验证 。 

从 一 些 书籍 的 讲述 中 ,将 看 到 原 问题 最 优 解 同 对 偶 问 题 最 优 解 之 间 的 互补 松弛 性 质 
是 理解 非 线性 规划 中 库 恩 - 塔 克 条 件 的 重要 基础 。 


第 三 节 影子 价格 


从 上 节 对 偶 问 题 的 基本 性 质 可 以 看 出 , 当 线 性 规划 原 问题 求 得 最 优 解 x (j 二 1,…， 
2) 时 ,其 对 偶 问 题 也 得 到 最 优 解 y? (i 二 1,…,m), 且 代入 各 自 的 目标 函数 后 有 


ee Doar; = 32 =w” (2. 23) 

式 中 b; 是 线性 规划 原 问题 约束 条 件 的 右 端 项 , 它 代表 第 i 种 资源 的 拥有 量 ; 对 偶 变 

量 yx 的 意义 代表 在 资源 最 优 利用 条 件 下 对 单位 第 i 种 资源 的 估价 。 这 种 估价 不 是 资源 

的 市 场 价 格 . 而 是 单位 第 i 种 资源 在 所 给 问题 的 最 优 方案 中 作出 的 贡献 的 估价 ,为 区 别 起 

见 , 称 为 影子 价格 (shadow price) 。 

1. 资源 的 市 场 价格 是 其 价值 的 客观 体现 . 随 供求 关系 的 变化 ,价格 围绕 价值 波动 。 

而 资源 的 影子 价格 则 有 赖 于 资源 的 利用 情况 , 它 是 当 目 前 一 组 基 变 量 用 于 获得 原 问题 最 

优 解 时 ,对 偶 变 量 y:( 即 第 i 种 资源 ) 每 单位 对 利润 的 贡献 。 这 个 贡献 因 不 同 企业 或 同一 
企业 生产 任务 .产品 结构 等 情况 发 生变 化 ,资源 的 影子 价格 也 随 之 改变 。 
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2. 影子 价格 是 一 种 边际 价格 ,在 式 (2.23) 中 对 < 求 b; 的 偏 导数 得 3- 一 yy” 。 这 说 明 


yi 的 值 理论 上 相当 于 在 资源 得 到 最 优 利用 的 生产 条 
件 下 ,4 每 增加 一 个 单位 时 目标 函数 > 的 增 量 。 
图 2-1 为 例 1 用 图 解法 求解 时 的 情形 ,图 中 阴影 线 


部 分 标 出 了 问题 的 可 行 域 ,点 ( 立 , 立 ) 是 最 优 解 ,代入 


目标 函数 得 * 一 8 二。 在 该 例 目标 函数 和 其 他 约束 不 


变 的 条 件 下 ,如 果 第 四 个 约束 条 件 右 端 项 增加 1, 变 为 
6zi 十 2zs 委 25, 可 行 域 边 界线 @ 将 移 至 @' ,最 优 解 的 点 


为 (于 ,说 ) ,代入 目标 西数 得 = 一 8 说 ,说 明 第 2 种 资源 


的 边际 价格 为 1/4。 又 如 第 @@ 个 约束 条 件 右 端 项 增加 1 ,可 行 域 的 边界 线 @ 四 将 移 至 加" ,最 
优 解 的 点 为 (3,3) ,代入 目标 函数 得 =9, 说 明 第 3 种 资源 的 边际 价格 为 1/2。 

3 资源 的 影子 价格 实际 上 又 是 一 种 机 会 成 本 。 在 完全 市 场 经 济 条 件 下 ,本章 例 1 中 
当 第 2 种 资源 的 市 场 价格 低 于 资源 成 本 加 上 1/4 时 ,可 以 买 进 这 种 资源 ; 相反 , 当 市 场 价 
格 高 于 某 种 资源 的 成 本 加 上 其 影子 价格 时 ,就 可 以 卖 出 这 种 资源 。 随 着 资源 的 买 进 卖 出 ， 
它 的 影子 价格 也 将 随 之 发 生变 化 ,一 直到 上 述 两 者 之 间 保 持 同等 水 平时 , 才 处 于 平衡 


4. 在 上 一 节 对 偶 问题 的 互补 松弛 性 质 中 有 》)as 二 妇 时 ,3; 一 0; 当 六 二 0 时 ,有 
| 


er 三 bi, 这 表明 生产 过 程 中 如 果 某 种 资源 b; 未 得 到 充分 利用 时 ,该 种 资源 的 影子 价 
格 为 零 ; 又 当 资 源 的 影子 价格 不 为 零 时 ,表明 该 种 资源 在 生产 中 已 耗费 完毕 .注意 当 出 现 
退化 的 最 优 解 时 ,会 出 现 某 种 资源 i 刚好 耗 尽 ,而 并 非 稀 缺 ,但 影子 价格 y; 仍 大 于 零 的 情 
况 ( 对 应 y; 的 第 i 个 约束 条 件 的 松弛 变量 取 值 为 零 )。 这 时 b; 值 的 任何 增加 只 会 带 来 该 种 
资源 的 剩余 ,而 不 会 增加 利润 值 。 

5. 从 影子 价格 的 含义 上 再 来 考察 单纯 形 表 的 计算 。 因 为 由 表 2-4 得 知 


0 =6—CB iP; 一 一 Dayy (2. 24) 
i=l 


式 (2. 24) 中 代表 第 7 种 产品 的 利润 ， Dasy, 是 生产 该 种 产品 所 消耗 各 项 资源 的 影子 价 
格 的 总 和 , 即 产品 的 隐 含 成 本 。 当 产品 利润 大 于 各 项 资源 隐 含 成 本 总 和 时 ,表明 生产 该 项 
产品 有 利 , 可 在 计划 中 安排 ,否则 用 这 些 资 源 来 生产 别 的 产品 更 为 有 利 , 就 不 在 生产 计划 
中 安排 。 这 就 是 单纯 形 表 中 各 个 检验 数 的 经 济 意义 。 


6. 一 般 来 说 对 线性 规划 问题 的 求解 是 确定 资源 的 最 优 分 配方 案 , 而 对 于 对 偶 问 题 的 
求解 则 是 确定 对 资源 的 恰当 估价 ,这 种 估价 直接 涉及 资源 的 最 有 效 利用 。 如 在 一 个 大 公 
司 内 部 ,可 借助 资源 的 影子 价格 确定 一 些 内 部 结算 价格 ,以 便 控 制 有 限 资 源 的 使 用 和 考核 
下 属 企业 经 营 的 好 坏 。 又 如 在 社会 上 可 对 一 些 最 紧缺 的 资源 ,借助 影子 价格 规定 使 用 这 
种 资源 一 单位 时 必须 上 缴 的 利润 额 ,以 强制 一 些 经 济 效益 低 的 企业 自觉 地 节约 使 用 紧缺 
资源 ,使 有 限 资 源 发 挥 更 大 的 经 济 效益 。 
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一 、 对 偶 单纯 形 法 的 基本 思路 


对 偶 单 纯 形 法 是 应 用 对 偶 理 论 求解 线性 规划 问题 的 方法 。 求 解 线性 规划 的 单纯 形 法 
的 思路 是 : 对 原 问 题 的 一 个 基 可 行 解 ,判别 是 否 所 有 检验 数 cj 一 zj 志 0(j 二 1,…,n)。 若 
是 ,又 基 变 量 中 无 非 零 人 工 变量 , 即 找到 了 问题 最 优 解 ; 若 为 否 ,再 找 出 相 邻 的 目标 函数 
值 更 大 的 基 可 行 解 ,并 继续 判别 ,只 要 最 优 解 存在 ,就 一 直 循环 进行 到 找 出 最 优 解 为 止 。 

根据 对 偶 问 题 的 性 质 , 因 为 cj 一 所 一 所 一 CaB 一 局, 当 c 一 所 委 00 一 1 7), 即 有 


了 Pi 三 ci 或 as 三 5G 二 1.… ,0) ,也 即 其 对 偶 问题 的 解 为 可 行 解 ,由 此 原 问 题 和 对 
偶 问 题 均 为 最 优 解 。 反 之 , 如 果 存 在 一 个 对 偶 问 题 的 可 行 基 B, 即 对 j 二 1,…,n, 有 
CeB 一 已 三 o 或 一 局 所 0, 这 时 只 要 有 Xe 二 CsB"' 二 0, 即 原 问题 的 解 也 为 可 行 解 , 即 
两 者 均 为 最 优 解 .否则 保持 对 偶 问 题 为 可 行 解 , 找 出 原 问题 的 相 邻 基 解 , 再 判别 是 否 有 
Xs 三 0, 循 环 进行 ,一 直 使 原 问题 也 为 可 行 解 ,从 而 两 者 均 为 最 优 解 。 上 述 先 找 出 一 个 对 
偶 问 题 的 可 行 基 , 并 保持 对 偶 问 题 为 基 可 行 解 条 件 下 ,如 不 存在 Xs 三 0, 通 过 变换 到 一 个 
相 邻 的 目标 函数 值 较 小 的 基 可 行 解 ( 因 对 偶 问 题 是 求 目 标 函 数 极 小 化 ) ,并 循环 进行 ,一 直 
到 原 问题 也 为 可 行 解 ( 即 Xs 三 0) .这 时 对 偶 问 题 与 原 问题 均 为 可 行 解 .这 就 是 对 偶 单 纯 
形 法 的 基本 思路 。 
二 、 对 偶 单纯 形 法 的 计算 步骤 
设 对 某 标准 形式 的 线性 规划 问题 
maxz= CX 
AX =b 
各 | (2:25) 
> 人 
存在 一 个 对 偶 问 题 的 可 行 基 B. 不 妨 设 B 二 (Pi.P;,….P,). 列 出 单纯 形 表 ( 见 表 2-7)。 
表 2-7 中 必须 有 cj 一 才 志 0 二 1,…,),5i(i 二 1,…,m) 的 值 不 要 求 为 正 。 当 对 
i 二 1,…,m, 有 0; 宇 0 时 . 即 表 中 原 问题 和 对 偶 问 题 均 为 最 优 解 。 否 则 .通过 变换 一 个 基 变 
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量 , 找 出 原 问 题 的 一 个 目标 函数 值 较 小 的 相 邻 基 解 。 


表 2-7 
Cs 基 b | a 和 i 三 元 i i 
0 x bi 1 a 0 一 0 lmt1 a 人 am 
cm 0 多 1 “ 0 rmtl ar am 
Cm Im 二 0 区 0 5 1 ii a lms Ee i 
CG 0 iat 0 5 内 Co es Cn Tn 


1. 确定 换 出 基 的 变量 

因为 总 存在 <0 的 2, 令 0 一 min{ 0) ,其 对 应 变量 xz; 为 换 出 基 的 变量 。 

2. 确定 换 入 基 的 变量 

(1) 为 了 使 下 一 个 表 中 第 + 行 基 变 量 为 正 值 ,只 有 对 应 a5 二 0(j 二 m 十 1,…,n) 的 非 
基 变 量 才 可 以 考虑 作为 换 入 基 的 变量 。 

(2) 为 了 使 下 一 个 表 中 对 偶 问 题 的 解 仍 为 可 行 解 , 令 


0 mn 1 read (2. 26) 
i | 
称 a,, 为 主 元 素 ,z, 为 换 入 基 的 变量 。 
设 下 一 个 表 中 的 检验 数 为 (cj 一 ) ,由 式 (1.31) 
(0 —2) = (0 — 2) 和 (ce, z1) aa 对 学 | [ep 


分 两 种 情况 说 明 满足 式 (2. 26) 来 选取 主 元 素 时 , 式 (2.27) 中 , (cj 一 z)) 二 0( 对 j 二 
le ,nn), 


(a) 对 uv 三 0, 因 0 一 三 过 0, 故 全- 革 <0, 又 因 主 元 素 an 过 0, 故 守 王 之 0, 由 此 


7 rs 


式 (2. 27) 方 括号 内 的 值 过 0, 故 有 (一 所 )》 入 0。 


(b) 对 ao <<0, 因 | 和- 尝 一 人 苦 |>0, 故 有 (一 5) <0。 
J 


ds 

3. 用 换 入 变量 替换 换 出 变量 ,得 到 一 个 新 的 基 

对 新 的 基 再 检查 是 否 所 有 5;(i 二 1,…,m) 宇 0。 如 是 , 则 找到 了 两 者 的 最 优 解 ,如 为 
否 , 则 回 到 第 1 步 再 循环 进行 。 
因为 由 对 偶 问 题 的 基本 性 质 1 知 . 当 对 偶 问 题 有 可 行 解 时 . 原 问题 可 能 有 可 行 解 .也 
可 能 无 可 行 解 。 对 出 现 后 一 种 情况 的 判断 准则 是 : 对 5, 二 0, 而 对 所 有 j 一 1,…,n, 有 
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Qj 宇 0。 因 为 这 种 情况 ,车 把 表 中 第 7 行 的 约束 方程 列 出 有 


Tr 十 Qrm+lTm+l 十 … 十 QmZn 


(2. 28) 
因 @a; 宇 0G== 澡 十 1,… ,0) ,又 5, 二 0, 故 不 可 能 存在 xz; 宇 0(j 二 1,…,n) 的 解 。 故 原 问题 无 
可 行 解 ,这 时 对 偶 问题 的 目标 函数 值 无 界 。 
下 面 举例 说 明 对 偶 单 纯 形 法 的 计算 步骤。 
例 4 用 对 偶 单纯 形 法 求解 下 述 线性 规划 问题 : 
min w = 15y 十 24yz 十 5ys 
6yz 十 ys 宇 2 
i cr 2yz 十 ys 过 1 


yivyzv,ys 之 0 


解 ” 先 将 问题 改写 为 


max w’ 一 一 15y 一 24yz — 5ys 十 0y4 十 Oys 
6yz 十 ys —y4 一 2 (2.29a) 
s cr 2 趟 于 —y =1 (2. 29b) 
yi 宇 0 (i= 1,".,5) 
约束 条 件 (2. 29a) 和 (2. 29b) 两 端 乘 “ 一 1” 得 
max w’ 一 一 15y 一 24ys 一 5ys 十 0y4 Oys 
一 6y: 一 ys 十 yy 一 一 2 
5 一 2yz — ys 二 ys = 一 1 
yi 宇 0 (i= 1,.,5) 


列 出 单纯 形 表 ,并 用 上 述 对 偶 单 纯 形 法 求解 


又 进行 计算 ,其 过 程 见 表 2-8。 


表 2-8 
o> 一 三 一 24 一 5 0 0 
Ce 基 b yi ya ys ys y 
0 ye 0 [一 6] = 1 0 
0 ys = = 过 二 这 = 0 1 
0 一 性 = = 一 5 0 0 
一 24 yz VA 0 1 1/6 一 1/6 0 
0 ys = 三 § 0 [=2/33 = 一 HS 1 
Gi—z; 一 下 0 一 一 0 
一 多 y 1/4 一 5/4 1 0 = 1/4 
— ys 1/2 15/2 0 1 1/2 = 
后 一 后 一 152 0 0 一 9 3 
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从 表 2-8 中 看 出 ,用 对 偶 单纯 形 法 求解 线性 规划 问题 , 当 约 束 条 件 为 “三 ”时 ,不 必 引 
进入 工 变量 ,使 计算 简化 。 但 在 初始 单纯 形 表 中 其 对 偶 问 题 应 是 基 可 行 解 这 点 ,对 多 数 线 
性 规划 问题 很 难 实现 。 因 此 对 偶 单纯 形 法 一 般 不 单独 使 用 ,而 主要 应 用 于 灵敏 度 分 析 及 
解 整数 规划 的 割 平面 法 等 有 关 章 节 中 。 


第 五 节 灵敏 度 分 析 


灵敏 度 分 析 一 词 的 含义 是 指 对 系统 或 事物 因 周围 条 件 变化 显示 出 来 的 敏感 程度 的 
分 析 。 

在 这 之 前 讲 的 线性 规划 问题 中 ,都 假定 问题 中 的 ui ,bi,c; 是 已 知 常数 。 但 实际 上 这 
些 参数 往往 是 一 些 估计 和 预测 的 数字 。 如 随 市 场 条 件 变 化 ,c 值 就 会 变化 ; as 随 工艺 技 
术 条 件 的 改变 而 改变 ; 而 4; 值 则 是 根据 资源 投入 后 能 产生 多 大 经 济 效果 来 决定 的 一 种 决 
策 选 择 。 因 此 就 会 提出 以 下 问题 : 当 这 些 参 数 中 的 一 个 或 几 个 发 生变 化 时 ,问题 的 最 优 
解 会 有 什么 变化 ,或 者 这 些 参数 在 一 个 多 大 范围 内 变化 时 ,问题 的 最 优 解 或 最 优 基 不 变 。 
这 就 是 灵敏 度 分 析 所 要 研究 解决 的 问题 。 

当然 , 当 线性 规划 问题 中 的 一 个 或 几 个 参数 变化 时 ,可 以 用 单纯 形 法 从 头 计算 ,看 最 
优 解 有 无 变化 ,但 这 样 做 既 麻烦 又 没有 必要 。 因 为 前 面 已 经 讲 到 ,单纯 形 法 的 迭代 计算 是 
从 一 组 基 向 量变 换 为 男 一 组 基 向 量 , 表 中 每 步 迭 代 得 到 的 数字 只 随 基 向 量 的 不 同 选择 而 
改变 ,因此 有 可 能 把 个 别 参数 的 变化 直接 在 计算 得 到 最 优 解 的 最 终 单纯 形 表 上 反映 出 来 。 
这 样 就 不 需要 从 头 计 算 ,而 直接 对 计算 得 到 最 优 解 的 单纯 形 表 进 行 审查 ,看 一 些 数字 变化 
后 ,是 否 仍 满足 最 优 解 的 条 件 ,如 果 不 满足 的 话 , 再 从 这 个 表 开 始 进行 迭代 计算 , 求 得 新 的 
最 优 解 。 

灵敏 度 分 析 的 步骤 可 归纳 如 下 : 

1. 将 参数 的 改变 通过 计算 反映 到 最 终 单纯 形 表 上 来 。 

具体 计算 方法 是 , 按 下 列 公式 计算 出 由 参数 oj ,bi,c; 的 变化 而 引起 的 最 终 单 纯 形 表 
上 有 关 数 字 的 变化 。 由 式 (2. 12) 、 式 (2.13) 和 式 (2.17) 可 得 出 下 列 各 式 : 


Al =B'Ab (2. 30) 
AP; = BAP; (2. 31) 
(GO—2) = 0— Dasy? (2 32) 


2. 检查 原 问题 是 否 仍 为 可 行 解 。 
3. 检查 对 偶 问 题 是 否 仍 为 可 行 解 。 
4. 按 表 2-9 所 列 情况 得 出 结论 或 决定 继续 计算 的 步骤 。 


全 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


表 2-9 
原 问 题 对 偶 问题 结论 或 继续 计算 的 步骤 
可 行 解 可 行 解 问题 的 最 优 解 或 最 优 基 不 变 
可 行 解 非 可 行 解 用 单纯 形 法 继续 迭代 求 最 优 解 
非 可 行 解 可 行 解 用 对 偶 单 纯 形 法 继续 迭代 求 最 优 解 
非 可 行 解 非 可 行 解 引进 人 工 变量 ,编制 新 的 单纯 形 表 重新 计算 


下 面 分 别 就 各 个 参数 改变 后 的 情形 进行 讨论 。 


一 、 分析 cj 的 变化 


线性 规划 目标 函数 中 变量 系数 cj 的 变化 仅仅 影响 到 检验 数 (cj 一 zj) 的 变化 。 所 以 将 
ci 的 变化 直接 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,只 可 能 出 现 如 表 2-9 中 的 前 两 种 情况 。 

下 面 举 例 说 明 。 

例 5 在 第 一 章 例 1 的 美佳 公司 例子 中 : (1) 若 家 电工 的 利润 降 至 1. 5 元 / 件 , 而 家 电工 
的 利润 增 至 2 元 / 件 时 ,美佳 公司 最 优生 产 计 划 有 何 变化 ; (2) 若 家 电工 的 利润 不 变 , 则 家 
电 开 的 利润 在 什么 范围 内 变化 时 ,该 公司 的 最 优生 产 计划 将 不 发 生变 化 ? 


解 (1) 将 家 电工 本 的 利润 变化 直接 反映 到 最 终 单 纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-10。 
表 2-10 
o> 1.5 2 0 0 0 
Cs 基 b Tl Ts Ts Th Ts 
0 Xa 15/2 0 0 1 [5/4] 一 三/ 
1.5 zl 7/2 i 0 0 1/4 一 1/2 
2 zz 3/2 0 1 0 = 3/2 
已 一 性 0 0 0 1/8 一 9/4 
因 变 量 zx 的 检验 数 大 于 零 , 故 需 继续 用 单纯 形 法 迭代 计算 得 表 2-11。 
表 2-11 
Ce 基 b Xl Xz Xs x x 
0 x 6 0 0 4/5 3 =$ 
LB Xx 2 1 0 —1/5 0 1 
2 Tt: 3 0 1 1/5 0 0 
所 一 本 0 0 —1/10 0 一 3 和 
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即 美佳 公司 随 家 电工 . 工 的 利润 变化 应 调整 为 生产 2 件 工 :生产 3 件 工 。 
(2) 设 家 电 开 的 利润 为 (1 十 i) 元 ,反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,得 表 2-12。 


表 2-12 
项 目 2 1 十 0 0 0 
Cs 基 b Tl Ts Xs Wy 工 
0 Ts 15/2 0 0 1 5/4 一 下 1 
2 zl 7/2 1 0 0 1/4 —1/2 
1 十 zz 3/2 0 1 0 一 1/4 3/2 


为 使 表 2-12 中 的 解 仍 为 最 优 解 ,应 有 


卫生 | 让- 海 
ri 0 
解 得 -二 <4<1 
即 家 电 开 的 利润 c 的 变化 范围 应 满足 
F<o<2 


二 、 分 析 bi 的 变化 

右 端 项 4b 的 变化 在 实际 问题 中 反映 为 可 用 资源 数量 的 变化 。 由 式 (2. 30) 看 出 4; 变 
化 反映 到 最 终 单纯 形 表 上 将 引起 b 列 数字 的 变化 ,在 表 2-9 中 可 能 出 现 第 一 或 第 三 的 两 
种 情况 。 出 现 第 一 种 情况 时 .问题 的 最 优 基 不 变 .变化 后 的 5b 列 值 为 最 优 解 。 出 现 第 三 种 
情况 时 ,用 对 偶 单纯 形 法 迭代 继续 找 出 最 优 解 。 

例 6 在 上 述 美佳 公司 的 例子 中 : (1) 若 设备 A 和 调试 工序 的 每 天 能 力 不 变 ,而 设备 B 
每 天 的 能 力 增加 到 32h, 分 析 公司 最 优 计划 的 变化 ; (2) 若 设备 A 和 设备 B 每 天 可 用 能 力 
不 变 , 则 调试 工序 能 力 在 什么 范围 内 变化 时 ,问题 的 最 优 基 不 变 。 

Al 一 B TIAD 一 U4 一 172 


0 
0 10 
8 一 4 3/2 0 = 六 


8 
0 

将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 得 表 2-13。 因 表 2-13 中 原 问题 为 非 可 行 解 , 故 用 对 偶 单 纯 

形 法 继续 计算 得 表 2-14。 


解 〈1) 因 有 Ab 二 ,由 式 (2. 30) 有 


1 5/4 一 15/2 


表 2-13 
村- 2 1 0 0 0 
Cs 基 b zi rz zs zh zs 
0 Xs 35/2 0 1 5/4 = 下 局 
zl 11/2 1 0 1/4 = 
1 2 = 0 1 0 [—1/4] 3/2 
后 一 后 0 0 0 =W4 =1/2 
表 2-14 
ci 2 1 0 0 0 
Ce 基 b Xl zz Ta Ts 7 
0 3 15 0 5 1 0 0 
2 Tl 5 0 0 1 
0 Ts 2 0 一 4 0 | 一 6 
本 一 町 0 = 0 0 一 2 
由 此 美佳 公司 的 最 优 计划 改变 为 只 生产 5 件 家 电工 。 
(2) 设 调 试 工序 每 天 可 用 能 力 为 (5 十 4)h, 因 有 
15 
一 
1 5/4 一 15/21m 
Ab’ 一 了 AD = 1/4 | |- 一 如 
0 一 1/4 i 沈 
3 
2 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,其 b 列 数字 为 
起 65 
2 
站 
b= | 元 一 
3 un 
训 十 名 4 


当 b 宇 0 时 间 题 的 最 优 基 不 变 , 解 得 一 1<4 二 1。 由 此 调试 工序 的 能 力 应 在 4 一 6h 之 间 。 
三 、 增加 一 个 变量 x 的 分 析 
增加 一 个 变量 在 实际 问题 中 反映 为 增加 一 种 新 的 产品 。 其 分 析 步骤 如 下 : 


1. 计算 o = 6 一 z= 二 c 一 Dasys 训 
全 
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2. 计算 P; 一 B Pi。 


3. 车 三 0, 原 最 优 解 不 变 ,只 需 将 计算 得 到 的 P; 和 o; 直接 写 入 


若 必 二 0, 则 按 单纯 形 法 继续 迭代 计算 找 出 最 优 。 


例 7 在 美佳 公司 例子 中 . 设 该 公司 又 计划 推出 新 型 号 的 家 电 古 ,生产 一 件 所 需 设备 
A .设备 B 及 调试 工序 的 时 间 分 别 为 3h、4h、2h, 该 产品 的 预期 赢利 为 3 元 / 件 , 试 分 析 该 
种 产品 是 否 值得 投产 ; 如 投产 ,对 该 公司 的 最 优生 产 计 划 有 何 变化 。 


解 ” 设 该 公司 生产 ze 件 家 电 下 ,有 ce 一 3,Pe 一 (3,4,2) 7。 


1 
0 
0 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-15。 


5/4 一 15/2] 13 2 
1/4 一 172 | 人 | 
= 3/2 2 2 


最 终 单纯 形 表 中 ; 


表 2-15 
本 2 1 0 0 0 3 
Cs 基 b Ti Te Ts 4 Ts ro 
0 Xa 15/2 0 0 1 5/4 一 15/2 一 全 
2 val 7/2 | 0 0 1/4 = 0 
1 rs 3/2 0 1 0 一 1/4 3/2 [2] 
0 —% 0 0 0 一 1/4 = 1 
因 me 过 0, 故 用 单纯 形 法 继续 迭代 计算 得 表 2-16。 
表 2-16 
o> 1 0 0 0 3 
Ce 基 b 而 Zs Ta 4 Zs xe 
0 Ta 51/4 0 772 1 3/8 一 9/4 0 
2 zi 7/2 1 0 0 1/4 一 1 0 
3 x 3/4 0 1/2 0 = 3/4 1 
后 一 区 0 拓也 2 0 一 1/8 =S/4 0 


由 表 2-16. 美 佳 公司 新 的 最 优生 产 计 划 应 为 每 天 生产 子 件 家 电工 ,于 件 家 电 开 。 


、 分 析 参 数 ur 的 变化 


必 的 变化 使 线性 规划 的 约束 系数 矩阵 4 发 生变 化 。 若 变量 x; 在 最 终 单 纯 形 表 中 为 


全 
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非 基 变量 ,其 约束 条 件 中 系数 a; 的 变化 分 析 步 又 可 参照 本 节 之 三 ; 若 变量 zx; 在 最 终 单纯 
形 表 中 为 基 变 量 , 则 ai; 的 变化 将 使 相应 的 B 和 B”' 发 生变 化 ,因此 有 可 能 出 现 原 问题 和 
对 偶 问 题 均 为 非 可 行 解 的 情况 。 出 现 这 种 情况 时 , 需 引 进 人 工 变量 先 将 原 问 题 的 解 转 化 
为 可 行 解 ,再 用 单纯 形 法 求解 .下 面 举例 说 明 。 

例 8 在 美佳 公司 的 例子 中 , 若 家 电 开 每 件 需 设备 A、 设 备 B 和 调试 工时 变 为 8h、 
4h、1h, 该 产品 的 利润 变 为 3 元 / 件 , 试 重新 确定 该 公司 最 优生 产 计 划 。 

解 ” 先 将 生产 工时 变化 后 的 新 家 电 开 看 作 是 一 种 新 产品 ,生产 量 为 z? ,仿照 本 节 * 标 
题 三 ”的 步骤 直接 计算 和 Ps 并 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 。 其 中 : 


8 
oz 一 3 一 (0,1/4,1/2) |4|= 3/2 
1 
1 5/4 —15/2] {8 11/2 
P2 一 |0 ld = /2 4|= | 1/2 
0 一 1/4 3/2 1 2 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-17。 
表 2-17 
co 2 1 区 0 0 0 
Ce 其 五 Et TX2 2 Xa Ts Xs 
0 zs 15/2 0 0 11/2 Y 5/4 4 
2 zl 7/2 1 0 1/2 0 1/4 = 
| Xs 3/2 0 [1/2] 0 一 1/4 3/2 
CO—% 0 0 3/2 0 一 1/4 一 1/2 


因 zs 已 变换 为 zz , 故 用 单纯 形 算法 将 zs 替换 出 基 变量 中 的 zz,' 并 在 下 一 个 表 中 不 
再 保留 zz ,得 表 2-18。 


表 2-18 
> $ 0 0 0 
Cs 基 b Zl zs Xs Th Xs 
0 xs —9 0 0 1 4 = 
2 x 2 1 0 0 1/2 —2 
3 ZL | 0 1 0 = 3 
本 一 区 0 0 0 1/2 一 和 


表 2-18 中 原 问 题 与 对 偶 问 题 均 为 非 可 行 解 , 故 先 设法 使 原 问 题 变 为 可 行 解 。 
表 2-18 第 1 行 的 约束 可 写 为 
Xs 十 4zx4 一 24xs 一 一 9 公约 ) 


第 二 章 “线性 规划 的 对 偶 理论 与 灵敏 度 分 析 


式 (2. 33) 两 端 乘 以 (一 1) ,再 加 上 人 工 变量 zs 得 


一 Zs 一 4z 十 24zs 十 ze 一 9 (3 
将 式 (2. 34) 替 换 表 2-18 的 第 1 行 .得 表 2-19。 
表 2-19 
co 2 3 0 0 0 一 M 
Cs 基 b zi ro ra re z ze 
一 M zs 9 0 0 一 1 一 4 [24] 1 
2 za 2 1 0 0 这 一 2 0 
3 Ty 3 0 让 0 -2 和 0 
Pe 0 0 —M 2-4M  —5+24M 0 


因 对 偶 问 题 为 非 可 行 解 ,用 单纯 形 法 计算 得 表 2-20。 


表 2-20 
co 2 3 0 0 0 一 M 
Ce 基 b Xl x? Xs EE Xs Xe 
0 Xs 3/8 0 0 一 1/24 一 1/6 1 1/24 
2 za 11/4 1 0 i 1/6 0 1/12 
3 2 15/8 0 1 1/8 0 0 一 1/8 
已 一 性 0 0 一 5/24 一 1 太 0 一 


由 表 2-20 可 知 , 美 佳 公司 的 最 优生 产 计 划 为 每 天 生产 11/4 件 家 电工 ,15/8 件 新 家 
电工 。 


五 、 增 加 一 个 约束 条 件 的 分 析 


增加 一 个 约束 条 件 在 实际 问题 中 相当 于 增添 一 道 工序 。 分 析 的 方法 是 先 将 原 问题 最 
优 解 的 变量 值 代 人 新 增 的 约束 条 件 , 如 满足 ,说 明 新 增 的 约束 未 起 到 限制 作用 , 原 最 优 解 
不 变 。 和 否则 ,将 新 增 的 约束 直接 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 再 进一步 分 析 。 

例 9 仍 以 美佳 公司 为 例 , 设 家 电工 `. 开 经 调试 后 ,还 需 经 过 一 道 环 境 试验 工序 。 家 
电工 每 件 需 环境 试验 3h .家电 开 每 件 需 2h, 又 环境 试验 工序 每 天 生产 能 力 为 12h。 试 分 
析 增 加 该 工序 后 的 美佳 公司 最 优生 产 计 划 。 

解 ” 先 将 原 问 题 的 最 优 解 zi 二 7/2,zs 一 3/2 代入 环境 试验 工序 的 约 东 条 件 3zx1 十 


2zs<12。 因 3 二 十 2X 半 一 到 >12, 故 原 问题 最 优 解 不 是 本 例 的 最 优 解 。 


在 试验 工序 的 约束 条 件 中 加 松弛 变量 得 
3zi 二 22 十 2 三 12 (2. 35) 
以 xs 为 基 变 量 , 将 式 (2. 35) 反 映 到 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9) 中 得 表 2-21。 


表 2-21 
ci 2 1 0 0 0 0 
Cs 基 b ri rz rs i zt re 
0 Ta 15/2 0 0 1 5/4 二 后 /2 OO 
2 x1 7/2 1 0 0 1/4 =1/2 四 
1 zs 3/2 0 1 0 一 1/4 3/2 0 @ 
0 ze 12 3 多 0 0 0 1 @ 
ci—z; 0 0 0 一 1/4 =1/2 0 


表 2-21 中 zi、zs 列 不 是 单位 向 量 , 故 需 进行 变换 ,得 表 2-22。 表 2-22 中 第 @@'@' 
@“ 行 同 原 表 第 @@ 行 , 表 中 第 @' 行 由 以 下 初等 变换 得 到 : @’' 二 @ 一 3X@ 一 2X@。 


表 2-22 
i 2 1 0 0 0 0 
Cs 基 b zl x Zs 2 zs ze 
0 wy 15/2 0 0 1 5/4 一 15/2 0 D’ 
2 i hp 1 0 0 1/4 = 0 @’ 
1 Zs 3/2 0 1 0 {4 /2 0 @’” 
0 zx 一 3 好 0 0 0 一 1/4 E221 1 @” 
GO—2 0 0 0 = 一 区 0 


因 表 2-22 中 对 偶 问 题 为 可 行 解 , 原 问题 为 非 可 行 解 , 故 用 对 偶 单 纯 形 法 迭代 计算 得 


表 2-23。 
表 2-23 
GG 1 1 0 0 0 0 
Cs 基 b x1 x Zs x zt ze 
0 Xs 15 0 0 1 5/2 0 一 5 
2 Tl 4 和 0 0 1/3 0 = 
1 rs 0 0 1 0 一 1/2 0 1 
0 zs 1 0 0 0 1/6 i 一 2/3 
cj —zj 0 0 0 —1/6 0 一 1/3 


由 表 2-23 知 ,添加 环境 试验 工序 后 ,美佳 公司 的 最 优生 产 计划 为 只 生产 4 件 家 电工 。 
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第 六 节 ”参数 线性 规划 


灵敏 度 分 析 中 研究 cj ,4 等 参数 在 保持 最 优 解 或 最 优 基 不 变 时 的 允许 变化 范围 或 改 
变 到 某 一 值 时 对 问题 最 优 解 的 影响 ,车 C 按 (C 十 4C" ) 或 b 按 (b 十 Ab" ) 连 续 变化 ,而 目标 
函数 值 >-(4) 是 参数 4 的 线性 函数 时 , 式 (2. 36) 或 式 (2. 37) 被 称 为 参数 线性 规划 。 
当 目 标 函 数 中 cj 值 连续 变化 时 ,其 参数 线性 规划 的 形式 为 
max z(4) = (C+a:C*)xX 


AX=b 
S | {2.386) 
天 三 0 
式 (2.36) 中 CC 为 原 线性 规划 问题 的 价值 向 量 ,C" 为 变动 向 量 ,4 为 参数 。 
当 约 束 条 件 右 端 项 连续 变化 时 ,其 参数 线性 规划 的 形式 为 
max <(A) = CX 
AX = b++Aab" 
S， :| (2.37) 
Xx 二 0 


式 (2.37) 中 4 为 原 线性 规划 问题 的 资源 向 量 ,b" 为 变动 向 量 ,4 为 参数 。 
参数 线性 规划 问题 的 分 析 步 又 是 : 
(1) 令 一 0 求解 得 最 终 单纯 形 表 ; 
(2) 将 2C' 或 加 “项 反映 到 最 终 单 纯 形 表 中 去 ; 
(3) 随 4 值 的 增 大 或 减 小 ,观察 原 问题 或 对 偶 问 题 , 一 是 确定 表 中 现 有 解 ( 基 ) 允 许 A 
值 的 变动 范围 ; 二 是 当 ) 值 的 变动 超出 这 个 范围 时 ,用 单纯 形 法 或 对 偶 单纯 形 法 求 取 新 
的 解 ; 
(4) 重复 第 (3) 步 ,一 直到 4 值 继续 增 大 或 减 小 时 , 表 中 的 解 ( 基 ) 不 再 出 现 变化 时 
汶 E:; 
下 面 通过 例子 具体 说 明 。 
例 10 分 析 4 值 变化 时 .下 述 参数 线性 规划 问题 最 优 解 的 变化 。 
max zx(A) 一 (2 十 1)zi 十 (1 十 2A)zz 
Sxs 15 
6zi 十 2zz 二 24 
而 二 二 SS 
ZTlzz 之 0 


解 先 令 1 一 0 求 得 最 优 解 ,并 将 4C* 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 .得 表 2-24。 
表 2-24 中 , 当 一 二 <X<1 时 , 表 中 解 为 最 优 , 且 = 一 蕊 十 了 2 。 
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当 24 二 1 时 ,变量 x 的 检验 数 二 0, 用 单纯 形 迭 代 计 算得 表 2-25。 


表 2-24 
Gi 3 二 放 EF 0 0 0 
Cs 基 b Tl 2 Ts Ts Ts 
0 rs 15/2 0 0 1 [5/4] 一 15/2 
2 十 1 Tl 2 0 0 1/4 = -<<o 
1 十 2 Ts 3/2 0 1 0 一 1/4 3/2 
1 5 
Gj—z 0 0 0 = A 
表 2-25 
co 2 十 1 十 20 0 0 0 
Ce 基 b Tl rs rs rs rs 
0 th 6 0 0 4/5 1 一 6 
2 十 和 Tl 2 和 0 一 /5 0 1 
1 十 2 Ze 3 0 1 1/5 0 0 
i 0 0 0 一 2 一 
表 2-25 中 只 要 4 三 1, 表 中 解 即 为 最 优 解 。 这 时 有 > 一 7 十 8A。 


又 在 表 2-24 中 若 ) 委 一 上 时 ,变量 Zs 的 检验 数 二 0, 这 时 用 单纯 形 法 迭代 得 表 2-26。 


表 2-26 

o> 2+A 1 十 2 0 0 0 

Cs 基 b my Xs 3 4 Xs 

0 Ta 15 0 5 1 0 0 

2 十 A Tl 4 1 0 1/6 0 

0 rs 1 0 0 —6 1 

GS 0 0 一 村 一 了 0 

0 Ts 1s 0 1 0 0 
0 Ts 24 6 2 0 Y 0 A<—2 

0 Ts 5 1 1 0 0 入 

2+X 1 十 入 0 0 0 


第 二 章 ”线性 规划 的 对 偶 理论 与 灵敏 度 分 析 


表 2-26 中 , 当 一 2<4 过 一 二 时 ,z 一 8 十 入 ; 当 4 过 一 2 时 ,= 一 0。 图 2-2 表明 了 例 10 


中 目标 函数 值 >-(X) 随 4 值 变化 的 情况 。 
例 11 分 析 4 值 变化 时 .下 述 参 数 线性 规划 问题 最 
优 解 的 变化 。 


max z(A) = 2zl 十 zz 


57z2 S15 
| 史 了 过 闻 平 让 和 
| 可 
| mt x SS 图 2-2 
TIT2 宇 0 
解 ” 令 4=0 求解 得 最 终 单纯 形 表 ( 见 表 1-9)。 又 因 有 
h 5/4 —15/2] [0 5/4X 
Al =B'Ab= |0 1/4 一 1/2 ||4|= 1/44 
0 = 3/2 0 = 
将 其 反映 到 最 终 单纯 形 表 中 ,得 表 2-27。 
表 2-27 
ed 2 lL 0 0 0 
Cs 基 b Tl T2 Ts Te Ts 
0 Ta 区 + 0 0 1 5/4 一 15/2 
2 n+ 1 0 0 1/4 一 1/2 —6<A<6 
1 Ty 计 一 了 0 LL 0 —1/4 3/2 
已 一 于 0 0 0 一 1/4 = 


表 2-27 中 最 优 基 不 变 的 条 件 为 一 6<X<6, 这 时 表 中 最 优 解 为 一 隐 十 地。 
当 4>6 时 , 表 2-27 中 基 变 量 zs 将 小 于 零 , 这 时 可 用 对 偶 单 纯 形 法 继续 求解 得 


表 2-28。 
表 2-28 
三 | 0 0 0 
Ce 基 b Ea 2 rs Xs Zs 
0 Zs 15 0 5 1 0 0 
2 Zl 5 1 1 0 0 , 4A=6 
0 Ty 一 6 十 和 0 一 4 0 1 = 
全 三 蕊 0 | 0 0 = 


EE 


当 )>6 时 , 表 2-28 中 的 最 优 基 将 不 变 。 因 此 当 )>>6 时 有 = 一 10。 
当 4 二 一 6 时 , 表 2-27 中 基 变 量 zs 将 小 于 零 , 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 得 表 2-29 。 


表 2-29 

cj 一 2 | 0 0 0 

Cs 基 b zl rz rs ze T 

0 zs 一 1 一 一 0 0 —2/15 ”一 1/6 i 
2 而 3 十 下 1 0 [-1/15] 16 0 —18<4<—6 

1 To 3 0 1 1/5 0 0 

局 一 地 0 0 一 1/15 ”一 1/3 0 

1 和 

0 Ts i 一 2 0 0 一 1/2 了 

0 zs 一 全 一 二 一 15 0 1 一 5/2 0 —24<A<—18 
pr 
1 rz 12 十 二 A 3 1 0 1/2 0 
= 0 0 —2 0 


当 》 反 一 24 时 ,zs 将 小 于 零 . 但 zs 所 在 行 元 素 均 为 正 , 故 这 时 问题 无 可 行 解 。 
当 一 18<X 人 一 6 时 ,z 二 9+ $s 当 一 24 委 ) 委 一 18 时 ,> 12 十 去。 综合 表 2-27 一 


表 2-29, 将 例 11 中 =(A) 随 参数 ， 的 变化 情况 图 示 如 图 2-3 所 示 。 


2(4) 
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习 题 
2.1 写 出 下 列 线性 规划 问题 的 对 偶 问 题 ,并 以 对 偶 问 题 为 原 问题 ,再 写 出 对 偶 的 对 
偶 问 题 。 
(1) min < 一 2zl 十 2zz 十 47s (2) max z 一 5zli 十 6zz 十 3zs 
Zi 十 37zz 十 473 过 2 266 Ts 一 5 
2zi 十 zz 十 3zs 魏 3 一 Zi 十 5zz 一 xs 之 3 
nd S| a Fe 
Ziyzz 过 0,zs 无 约束 ZX1 无 约束 ,zs 三 0,zs 委 0 


(3) max z= ety 
一 】 


Dasz; bh (= 1 mm) 


=! 
LL 忆 才 > aszj 一 和 (i=m+t1m 十 2.…,72) 
i=1 


Ti 宇 0 GG= l,m n) 
Zi 无 约束 =m 二 1 ,n) 

2.2 判断 下 列 说 法 是 否 正确 ,并 说 明 为 什么 。 

(1) 如 果 线 性 规划 的 原 问 题 存在 可 行 解 , 则 其 对 偶 问题 也 一 定 存 在 可 行 解 ; 

(2) 如 果 线 性 规划 的 对 偶 问 题 无 可 行 解 , 则 原 问题 也 一 定 无 可 行 解 ; 

(3) 在 互 为 对 偶 的 一 对 原 问题 与 对 偶 问题 中 ,不 管 原 问 题 是 求 极 大 或 极 小 , 原 问题 可 
行 解 的 目标 函数 值 一 定 不 超过 其 对 偶 问题 可 行 解 的 目标 孔 数 值 ; 

(4) 任何 线性 规划 问题 具有 唯一 的 对 偶 问题 。 

2.3 对 本 章 第 三 节 影 子 价格 的 6 点 叙述 试 分 别 举 例 说 明 其 实际 应 用 。 

2.4 下 列 两 个 线性 规划 问题 


(LP1) max zx 一 clZzi 十 czzz (LP2) max z 一 100cizri 十 100czzz 
al 十 az 去 100aumzi 十 100alzzz 委 和 
Ss. t. 4 aaT1 azz Sb, s. t. 4100aaz1+100a2ssxs bs 
Es 2 isa >0 


已 知 对 (LP1) 有 最 优 解 XX* 一 (50.500) ,= 二 550, 求 (LP2) 的 最 优 解 。 
2.5 已 知 某 求 极 大 化 线性 规划 问题 用 单纯 形 法 求解 时 的 初始 单纯 形 表 及 最 终 单纯 
形 表 如 表 2-30 所 示 , 求 表 中 各 括号 内 未 知 数 (a) 一 (2) 的 值 。 


表 2-30 
Cj 一 3 要 0 0 0 
Cs 基 b zl zz rs Ts rs te 
0 Ty (6) 1 1 1 员 0 0 
0 T5 15 (a) | 2 0 1 0 
0 Te 20 2 (c) 时 0 0 1 
0 —z 3 2 交 0 0 0 
0 4 5/4 0 0 (Cd) (DD 一 4 
3 1 25/4 1 0 (Ce) 0 3/4 (DD) 
2 Te 5/2 0 1 (万 0 (h) 1/2 
6 —% 0 (k) (g) 0 —5/4 (CD 
2.6 给 出 线性 规划 问题 
min < 一 2zl 十 3zs 十 5zs 十 6z 
2 二 3xs 和 十 2 
Ss.t.4 一 2zi 十 zz 一 zs 十 3z4 <—3 


Ti 宇 0 (j=1,.…,4) 
(1) 写 出 其 对 偶 问题 ; (2) 用 图 解法 求解 对 偶 问 题 ; (3) 利用 (2) 的 结果 及 根据 对 偶 

问题 性 质 写 出 原 问 题 最 优 解 。 
2.7 给 出 线性 规划 问题 

max < 一 6zl 十 10zz 十 9zrs 十 20zr4 

471 十 9zz 十 7zs 十 10z 委 600 

ZX1 十 zz 十 3zs 十 40z4 魏 400 

So 十 有 2 十 500 

Ty E00G = Ts4) 


其 最 优 解 为 : XX ( 爷 ,0.0. 人 名),=* 2 


(1) 写 出 其 对 偶 问题 ; (2) 利用 互补 松弛 性 质 找 出 对 偶 问题 的 最 优 解 。 
2.8 已 知 线性 规划 问题 
maxz= XI 十 Xz 
下 过 十 过 光 


2 一 22 十 2 —xs 1 


St. 


TilyT2yT3s 过 0 


试 根据 对 偶 问题 性 质证 明 上 述 线性 规划 问题 目标 函数 值 无 界 。 
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2.9 给 出 线性 规划 问题 


maxz 一 2zi 十 4zz 十 zs 十 并 


wit ds 十 zi 三 8 

2zi 十 zz <6 

| 堵 i 
ih i TT 9 


Zi0 (=1,.,4) 
要 求 : (1) 写 出 其 对 偶 问题 ; (2) 已 知 原 问题 最 优 解 为 X "一 (2.2,4,0), 试 根据 对 偶 理 论 ， 
直接 求 出 对 偶 问题 的 最 优 解 。 

2.10 已 知 线性 规划 问题 A 和 B 如 下 : 


问题 A 问题 B 
max z = > )cizi 影子 价格 。 maxz 二 > cizi 影子 价格 
i™l j=1 
Davz;s 一 儿 1 D5avz; = 5 六 
| | 
Vay =b: yz bp = 2 V2 
Se et s.t.If-{ 5 5 
Dayz; = 6s ys Dayt+3a)z = 60+3b $s 
jel i=1 
Ti 宇 0 (j= 1,.,n) Ti 宇 0 (j=1,,n) 


试 分 别 写 出 $3; 同 y;(i 二 1,2,3) 间 的 关系 式 。 
2.11 用 对 偶 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 问题 。 
(1) min zx 一 4zi 十 12zz 十 18zs (2) min z 一 5zli 十 2zz 十 4zrs 


wy 3 3 3a 二 wi 十 2xs 尝 4 
S. tt 224 +2 5 st r+ dr + rs 10 
X11 XT2 Ts0 isy7Z2573sE0 


2.12 考虑 如 下 线性 规划 问题 : 
min < = 60zl 十 40zz 十 80zs 
2 
4 十 wi 325 2 入 
“|2zi 十 2zz 十 2xs 3 


ZiyZ2y7z3s 过 0 


要 求 : (1) 写 出 其 对 偶 问 题 ; (2) 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 原 问题 ; (3) 用 单纯 形 法 求解 其 对 偶 


问题 ; (4) 对 比 (2) 与 (3) 中 每 步 计 算得 到 的 结果 。 
2.13 已 知 线性 规划 问题 : 


max xz 一 2zi 一 并 十 zs 
i i 
Es = 


XisX2 TXT3 宇 0 
先 用 单纯 形 法 求 出 最 优 解 ,再 分 析 在 下 列 条 件 单独 变化 的 情况 下 最 优 解 的 变化 。 
(1) 目标 函数 变 为 max zx 一 2zi 十 3zz 十 zsj; 
6 
(2) 约束 右 端 项 由 ( ，) 变 为 (，); 
(3) 增添 一 个 新 的 约束 条 件 一 zi 十 2zs 之 2。 
2.14 给 出 线性 规划 问题 
max z =— X11 十 18zxz 十 c3xs 十 CT 
zl 十 2zz 十 3zs 十 4z4 委 15 
st 一 37Z1 十 47s 一 5zs 一 67z < 雪 5 十 ) 
zi20 (=1,.,4) 


要 求 ， 

(1) 以 zi ,zs 为 基 变 量 列 出 单纯 形 表 ( 当 4==0 时 ); 

(2) 若 zz ,zz 为 最 优 基 ,确定 问题 最 优 解 不 变 时 cs ,cs 的 变化 范围 ; 

(3) 保持 最 优 基 不 变 时 的 4 的 变化 范围 ; 

(4) 增加 一 个 新 变量 ,其 系数 为 (ci ,2,3)7, 试 求 问 题 最 优 解 不 变 时 cx 的 取 值 范围 。 
2.15 分 析 下 列 线性 规划 问题 中 , 当 4 变化 时 (4 三 0) 最 优 解 的 变化 ,并 夯 出 x(4) 对 4 


的 变化 关系 图 。 
(1) min zx 一 zi 十 zz 一 Mzs 十 2Az4 (2) max <(A) 一 (8 十 1) zi 十 (24 一 2)zz 
Xl yr TZ, = wi 227 0 
st 42zri 十 二 十 3z4 一 5 s.t. 42z 十 zs<10 
Zi 人 0 (j=1,*…,4) T12 二 0 
(3) max z<(A) 一 3Zi 十 2zz 十 5zs (4) max =(A) 一 2zli 十 Zrz 
2 十 40 一 和 Xx 10+2 
Bi 十 22 和 60 十 2 Xi 十 zs 志 25 一 A 
Ss.t zi 二 4x 过 30 一 7X Sst, zs Zl0+2X 
0 Y= Pe 


2.16 某 厂 生产 A、B、C 三 种 产品 ,其 所 需 劳动 力 、 材 料 等 有 关 数 据 见 表 2-31。 要 
求 : (1) 确 定 获 利 最 大 的 产品 生产 计划 ; (2) 产 品 A 的 利润 在 什么 范围 内 变动 时 ,上 述 最 
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优 计划 不 变 ; (3) 如 果 设 计 一 种 新 产品 D, 单 件 劳动 力 消耗 为 8h, 材 料 消 耗 为 2kg, 每 件 可 
获 利 3 元 , 问 该 种 产品 是 否 值得 生产 ? (4) 如 果 原 材料 数量 不 增 ,劳动 力 不 足 时 可 从 市 场 
购买 ,为 1.8 元 /h。 问 : 该 厂 要 不 要 招收 劳动 力 扩 大 生产 ,以 购 多 少 为 宜 ? 


表 2-31 


消耗 定 产品 , I 
= 额 A B 总 可 用 量 
劳动 力 /h 6 3 5 450 
材料 /kg 3 4 5 300 
产品 利润 /( 元 / 件 ) 30 10 40 


2.17 已 知 线性 规划 问题 ， 
max < 一 〈cl 十 后 )zi 十 czzz 十 cszs 十 0zr4 十 0zs 


anzl 十 aizzz 十 aiszs 十 Z4 一 DO 十 3tz 


S,t, aazi 二 azzzz 十 azszs 十 zs 二 bz 十 tz 
石 之 0 (= 1,5) 
当 二 Ls 二 0 时 求解 得 最 终 单纯 形 表 见 表 2-32。 


表 2-32 
项 目 xl x2 xa 6 
ry 5/2 0 1/2 1 1/2 0 
Tl 5/2 1 一 总 0 一 6 1/3 
i 0 一 次 0 一 4 一 2 


(1) 确定 clycz'cs,anyatzsansvazvaz as 和 六. 的 值 ; 

(2) 当 4s 二 0 时 局 在 什么 范围 内 变化 上 述 最 优 解 不 变 ; 

(3) 当 广 二 0 时 ,ts 在 什么 范围 内 变化 上 述 最 优 基 不 变 。 

2.18 某 文教 用 品 厂 利用 原材料 白 坯 纸 生 产 原稿 纸 、 日 记 本 和 练习 本 三 种 产品 。 该 
厂 现 有 工人 100 人 ,每 天 白 坯 纸 的 供应 量 为 30 000kg。 如 单独 生产 各 种 产品 时 ,每 个 工人 
每 天 可 生产 原稿 纸 30 捆 . 或 日 记 本 30 打 . 或 练习 本 30 箱 。 已 知 原材料 消耗 为 : 每 捆 原 


稿 纸 用 白 坯 纸 3 二 kgs 每 打 日 记 本 用 白 坯 纸 13 十 kg; 每 箱 练习 本 用 白 坯 纸 26 二 kg。 已 
知 生产 各 种 产品 的 赢利 为 : 每 捆 原 稿 纸 1 元 ,每 打 日 记 本 2 元 ,每 箱 练习 本 3 元 。 试 决 
定 : (1) 在 现 有 生产 条 件 下 使 该 厂 赢利 最 大 的 方案 ; (2) 如 白 坏 纸 供应 量 不 变 ,而 工人 数 
量 不 足 时 可 从 市 场 上 招收 临时 工 , 临 时 工 费 用 为 每 人 每 天 40 元 。 间 : 该 厂 应 否 招 临时 工 
及 招收 多 少 人 为 宜 ? 


2. 19 某 厂 生产 I 工 、 卫 于 三 种 产品 ,分 别 经 过 A、B.C 三 种 设备 加 工 。 已 知 生 产 单位 


各 种 产品 所 需 的 设备 台 时 、 设 备 的 现 有 加 工 能 力 及 每 件 产 品 的 预期 利润 见 表 2-33。 
表 2-33 
I I il 设备 能 力 / 台 *h 
A 1 1 1 100 
B 10 4 5 600 
县 2 2 6 300 
单位 产品 利润 /元 10 6 4 
要 求 ， 


(1) 求 获 利 最 大 的 生产 计划 ; 

(2) 产品 时 每 件 的 利润 增加 到 多 大 时 才 值 得 安排 生产 ?如 产品 加 每 件 利润 增加 到 
50/6 元 , 求 最 优 计划 的 变化 ; 

(3) 产品 工 的 利润 在 多 大 范围 内 变化 时 , 原 最 优 计划 保持 不 变 ; 

(4) 设备 A 的 能 力 为 100 十 4, 求 保持 最 优 基 不 变 时 的 4 的 变化 范围 ; 

(5) 如 有 一 种 新 产品 ,加 工 一 件 需 设备 A、B.C 的 台 时 分 别 为 1.4.3h, 预 计 每 件 的 利 
润 为 8 元 ,是 否 值得 安排 生产 ， 

(6) 如 合同 规定 该 厂 至 少 生产 10 件 产品 下 , 试 重新 确定 最 优生 产 计 划 。 


HAPTER 3 
He 
第 三 章 
运输 问题 


在 社会 生产 和 消费 过 程 中 , 离 不 开 人 员 ,物资 资金 和 信息 的 合理 组 织 和 流动 ,其 中 实体 
物品 的 流动 一 直 受 到 人 们 特别 的 重视 ,并 于 20 世纪 50 年 代 开始 明确 形成 了 物流 的 概念 。 
物流 包括 物品 的 分 拣 \ 包 装 搬运,. 装 务 仓储. 运输、 保管 .信息 联系 与 处 理 等 各 项 基本 活动 。 
其 中 ,运输 是 要 改变 物品 的 空间 位 置 以 创造 其 场所 效用 , 它 是 物流 活动 中 的 一 个 不 可 或 缺 的 重 
要 环节 。 随 着 社会 和 经 济 的 发 展 , 运 输 变 得 越 来 越 复 杂 , 运 输 量 有 时 非常 巨大 ,科学 组 织 运输 
可 有 效 降低 物流 活动 的 成 本 ,及 时 实现 需要 的 物品 空间 位 置 的 变动 ,以 有 效 提升 其 空间 价值 。 


第 一 节 ”运输 问题 及 其 数学 模型 
一 、 运 输 问 题 的 数学 模型 
本 章 研究 单一 品种 物资 的 运输 调度 问题 ,其 典型 情况 是 ; 设 某 种 物品 有 mm 个 产地 
Al,A:,…,Aw ,各 产地 的 产量 分 别 是 ui ,az,…:,ani 及 个 销 地 Bi,B:,…,B,, 各 销 地 的 
销量 分 别 为 ,562,….b,。 假 定 从 产地 A;(i 二 1,2,… .0) 向 销 地 Bj;(j 二 1,2,…,n) 运 输 单 


位 物品 的 运 价 是 ci , 问 怎样 调运 这 些 物品 才能 使 总 运费 最 小 ? 
为 直观 清楚 起 见 , 可 列 出 该 问题 的 运输 表 , 如 表 3-1 所 示 。 表 中 的 变量 x; (i 二 1， 


2 ,m3 j 一 1.2.….7) 为 由 产地 A， : 销 地 B; 的 物品 数量 ,cj 为 A; 到 B; 的 单位 运 价 。 
有 时 ,将 单位 运 价 单独 列 人 另 一 个 表 中 ,并 称 其 为 单位 运 价 表 。 
表 3-1 
销 地 
产地 机 Be 二 B， 产量 

为 3 cu iy Ci2 Cl 三 

A。 Tml -- Tm2 一 Tmn Um 

销量 b bs b 


81 
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如 果 运 输 问题 的 总 产量 等 于 其 总 销量 , 即 有 


ye 5 (3.1) 
则 称 该 运输 问题 为 产销 平衡 运输 问题 ; 反之 , 称 产 销 不 平衡 运输 问题 。 
产销 平衡 运输 问题 的 数学 模型 可 表示 如 下 : 


天 (3. 2a) 

j=] 

St. 这 
SD 5 = 12n) (3.2b) 

t=l 
(3.26) 


Xs 宇 0， (i=1,2,.,m; j= 1,2,.,n) 

其 中 ,约束 条 件 右 侧 常数 a; 和 wb; 满足 式 (3. 1)。 

在 模型 (3.2) 中 ,日 标 函 数 表示 运输 总 费用 ,要 求 其 极 小 化 ; 约束 条 件 (3. 2a) 的 意义 
是 由 某 一 产地 运往 各 个 销 地 的 物品 数量 之 和 等 于 该 产地 的 产量 ; 约束 条 件 (3. 2b) 指 由 各 
产地 运往 某 一 销 地 的 物品 数量 之 和 等 于 该 销 地 的 销量 ; 约束 条 件 (3. 2c) 为 变量 非 负 
条 件 。 

模型 (3. 2) 是 一 种 线性 规划 模型 ,因而 可 用 单纯 形 法 求解 。 但 是 , 当 用 单纯 形 法 求解 
运输 问题 时 , 先 得 在 每 个 约束 条 件 中 引入 一 个 人 工 变量 ,这 样 一 来 ,即使 对 于 六 一 3 一 4 
这 样 简单 的 运输 问题 ,变量 数目 也 会 达到 19 个 之 多 (未 考虑 去 掉 一 个 多 余 约 束 条 件 ), 因 
而 需要 寻求 更 简便 的 解法 。 

为 了 说 明 适 于 求解 运输 问题 的 更 好 的 解法 , 先 分 析 一 下 运输 问题 数学 模型 的 特点 。 
二 、 产销 平衡 运输 问题 数学 模型 的 特点 

由 于 运输 问题 的 结构 和 性 质 , 使 其 具有 以 下 几 个 特点 。 

1. 运输 问题 有 有 限 最 优 解 

对 运输 问题 (3. 2) , 若 令 其 变量 


awb; 


Q (i=1,2.m; 了 一 1,2, 72) (3. 3) 


Wr = 


其 中 ,Q = Da 一 了, 则 式 (3.3) 就 是 运输 问题 (3. 2) 的 一 个 可 行 解 ， 这 说 明 运输 问 
题 (3. 2) 的 目标 丽 数 有 下 界 ,目标 函 数值 不 会 趋 于 一 一 。 由 此 可 知 ,运输 问题 必 存在 有 限 
最 优 解 。 

2， 运 输 问 题 约 束 条 件 的 系数 矩阵 

将 式 (3.2) 的 结构 约束 加 以 整理 ,可知 其 系数 征 阵 具有 下 述 形式 ， 
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Tn X12 Tl Ta X22 Tan Tm Tm2 Tmn 
I 1 
1 1 1 | > 
-mm 行 
划 1 L | (3.4) 
1 1 1 
1 1 1 | 二 
7 人行 
1 于 | 
其 系数 列 向 量 的 结构 是 : 
第 i 个 本 旷 第 Cw 起 个 
4 一 (0, ,0,1.0,…,0,1,0,…,0)T (3.5) 


即 除 第 i 个 和 第 Gm 十 让 个 分 量 为 1 外 ,其 他 分 量 全 等 于 0。 

由 此 可 知 ,运输 问题 的 约束 条 件 具 有 下 述 特点 : 

(1) 约束 条 件 系数 矩阵 的 元 素 等 于 0 或 1; 

(2) 约束 条 件 系数 矩阵 的 每 一 列 有 两 个 非 零 元 素 , 这 对 应 于 每 一 个 变量 在 前 六 个 约 
东方 程 中 出 现 一 次 ,在 后 个 约束 方程 中 也 出 现 一 次 。 

对 产销 平衡 运输 问题 , 除 上 述 两 个 特点 外 ,还 有 以 下 特点 : 

(1) 所 有 结构 约束 条 件 都 是 等 式 约束 ; 

(2) 各 产地 产量 之 和 等 于 各 销 地 销量 之 和 。 

例 1 某 部 门 有 3 个 生产 同类 产品 的 工厂 (产地 ) ,生产 的 产品 由 4 个 销售 点 ( 销 地 ) 
出 售 ,各 工厂 的 生产 量 、 各 销售 点 的 销售 量 ( 假 定单 位 均 为 b) 以 及 各 工厂 到 各 销售 点 的 单 
位 运 价 ( 元 /0b 示 于 表 3-2 中 。 要 求 研究 产品 如 何 调运 才能 使 总 运费 最 小 。 


表 3-2 
销 地 
B， B; B; B, 产量 
产地 

4 12 4 11 
A 16 

2 10 3 9 
As 10 

8 5 11 6 
Ai 22 
销量 8 14 还 14 48 


人 


© 


由 于 总 产量 和 总 销量 均 为 48, 故 知 这 是 一 个 产销 平衡 运输 问题 。 
用 表示 由 第 i 个 产地 运往 第 j 个 销 地 的 产品 数量 , 即 可 写 出 该 问题 的 数学 模型 
如 下 : 


3 和 
min = 一 >) Pcsrs 一 4za 十 12zl 十 4zls 十 11zl 十 2zo 


这 1 j=l1 


十 10xzz 十 3zsz 十 9zz 十 8zrsl 十 5zsz 十 11zs 十 6zas4 


Xn 十 Tiz 十 Tis 十 Tw 一 16 

21 了- -xa 二 zm 一 10 

sl 十 zaz 十 zss 十 Za 一 22 

Tu 十 Xa 十 Xa 二 8 

B&G (3.6) 

Xlz 十 Xas 十 X32 一 14 

Zil3 十 zzs 十 Zas 一 12 

zl 十 Zai 十 zs 一 14 


i 

3. 运输 问题 的 解 

根据 运输 问题 的 数学 模型 求 出 的 运输 问题 的 解 =(zp) ,代表 着 一 个 运输 方案 ,其 
中 每 一 个 变量 zi 的 值 表示 由 A; 调运 数量 为 zj; 的 物品 给 B;。 前 已 指出 运输 问题 是 一 种 
ee 疝 让 着 它 的 某 一 个 基 可 行 解 , 再 进行 解 的 最 
优 性 检验 , 若 它 不 是 最 优 解 ,就 进行 迭代 调整 ,以 得 到 一 个 新 的 更 好 的 解 ,继续 检验 和 调整 
改进 ,直至 得 到 最 优 解 为 止 。 

为 了 能 按 上 述 思路 求解 运输 问题 ,要 求 每 步 得 到 的 解 X= (zy ) 都 必须 是 其 基 可 行 
解 ,这 意味 着 : (1) 解 X 必须 满足 模型 中 的 所 有 约束 条 件 ; (2) 基 变量 对 应 的 约束 方程 组 
的 系数 列 向 量 线性 无 关 ; (3) 解 中 非 零 变量 zs 的 个 数 不 能 大 于 Gm 十 nn 一 了) 个 ,原因 是 运输 
问题 中 虽 有 (Gm 十 怠 个 结构 约束 条 件 , 但 由 于 总 产量 等 于 总 销量 , 故 只 有 (m 十 n 一 1) 个 结 
构 约束 条 件 是 线性 独立 的 ; 4) 为 使 迁 代 顺利 进行 , 基 变量 的 个 数 在 迭代 过 程 中 应 始终 保 
持 为 (mm 十 2 一 1) 个 。 

运输 问题 解 的 每 一 个 分 量 ,都 唯一 对 应 其 运输 表 中 的 一 个 格 。 得 出 运输 问题 的 一 个 
基 可 行 解 后 ,就 将 基 变 量 的 值 x; 填 入 运输 表 相 应 的 格 (A;.B;) 内 ,并 将 这 种 格 称 为 填 有 数 
字 的 格 ( 含 填 数 字 0 的 格 ,这 时 的 解 为 退化 解 ); 非 基 变量 对 应 的 格 不 填 人 数字 , 称 为 
空格 。 


第 二 节 ”用 表 上 作业 法 求解 运输 问题 


表 上 作业 法 是 求解 运输 问题 的 一 种 简便 而 有 效 的 方法 ,其 求解 工作 在 运输 表 上 进行 。 
它 是 一 种 迭代 法 ,迭代 步骤 为 : 先 按 某 种 规则 找 出 一 个 初始 解 ( 初 始 调运 方案 ); 再 对 现 
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行 解 作 最 优 性 判别 ; 若 这 个 解 不 是 最 优 解 ,就 在 运输 表 上 对 它 进 行 调整 改进 ,得 出 一 个 新 
解 ; 再 判别 ,再 改进 ; 直至 得 到 运输 问题 的 最 优 解 为 止 。 如 前 所 述 ,迭代 过 程 中 得 出 的 所 
有 解 都 要 求 是 运输 问题 的 基 可 行 解 。 下 面 阐明 这 几 个 步骤 ,并 结合 例 1 详细 加 以 说 明 。 

当 用 一 般 单纯 形 法 求解 运输 问题 时 ,应 去 掉 一 个 多 余 的 约束 等 式 ( 任 一 个 约束 等 式 均 
可 ); 当 用 表 上 作业 法 求解 时 , 因 在 运输 表 上 进行 .不 必 写 出 其 上 述 数 学 模型 。 


一 、 给 出 运输 问题 的 初始 基 可 行 解 (初始 调运 方案 ) 


下 面 介 绍 两 种 常用 的 方法 。 

1. 最 小 元 素 法 

人 们 容易 直观 想到 ,为 了 减少 运费 ,应 优先 考虑 单位 运 价 最 小 (或 运 距 最 短 ) 的 供销 业 
务 , 最 大 限度 地 满足 其 供销 量 。 即 对 所 有 i 和 j, 找 出 cu 一 min (cr) ,并 将 zij, 一 
min 《ai ,bj ) 的 物品 量 由 As 供应 给 Bu 。 若 zj 二 a : 则 产地 Ai 的 可 供 物品 已 用 完 , 以 
后 不 再 继续 考虑 这 个 产地 , 且 Bi, 的 需求 量 由 6b, 减少 为 5, 一 ai,; 如 果 zi 二 6; ， 则 销 地 
Bi 的 需求 已 全 部 得 到 满足 ,以 后 不 再 考虑 这 个 销 地 , 且 Ai 的 可 供 量 由 au 减少 为 ci 一 
bj;,。 然 后 ,在 余下 的 供 、 销 地 的 供销 关系 中 ， 侣 自控 上 上述 方法 安排 调运 前 主 朗 排 和 所 有 
供销 任务 ,得 到 一 个 完整 的 调运 方案 (完整 的 解 ) 为 止 。 这 样 就 得 到 了 运输 问题 的 一 个 初 

始 基 可 行 解 (初始 调运 方案 ) 。 

由 于 该 方法 基于 优先 满足 单位 运 价 ( 或 运 距 ) 最 小 的 供销 业务 , 故 称 为 最 小 元 素 法 。 

在 例 1 中 , 因 A: 到 Bi 的 单位 运 价 2 最 小 , 故 首先 考虑 这 项 运输 业务 。 由 于 min(as,b) 二 
刀 一 8, 所 以 令 za 一 8, 在 表 3-2 的 (A:,B,) 格 中 填 人 数字 8, 见 表 3-3 这 时 As 的 可 供 量 变 
为 qz 一 六 二 10 一 8 一 2; Bi 的 需求 量 全 部 得 到 满足 ,在 以 后 运输 量 分 配 时 不 再 考虑 , 故 划 去 
Bi 列 ( 见 虚线 〇 ) 。 

在 表 3-3 尚未 划 去 的 各 格 中 再 寻求 最 小 单位 运 价 , 它 等 于 3, 对 应 (A:,Bs) 格 。 由 于 
A: 供应 Bi 后 其 供应 能 力 变 为 2, 小 于 65s 二 12, 故 在 格 (A;,Bs) 中 填 入 数字 2。 这 时 A 的 
供应 能 力 已 用 尽 , 划 去 A; 行 ( 见 虚线 @)。 
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继续 如 上 进行 ,在 (Al ,Bs ) 格 中 填 人 数字 10, 划 去 Bs 列 ( 见 虚线 @); 在 (As ,Bz) 格 中 
填 人 数字 14, 划 去 B: 列 ( 见 虚线 田 ) ; 在 (As ,B4) 格 中 填 和 人 数字 8, 划 去 A; 行 ( 见 虚线 @); 
至 此 ,只 有 (Ai ,B4) 格 未 被 划 去 ,在 其 中 填 人 数字 6, 使 Ai 的 可 供 量 和 Bs 的 需求 量 同 时 得 
到 满足 ,并 同时 划 去 Ai 行 和 B4 列 ( 见 虚线 @)。 这 时 :运输 表 中 的 全 部 格子 均 被 划 去 ,所 
有 供销 要 求 均 得 到 满足 。 上 述 过 程 和 结果 示 于 表 3-3 中 ,该 表 中 下 部 和 右 侧 小 圆圈 中 的 
数字 @ ,@,…',@ 表 示 各 列 和 各 行 划 去 的 先后 顺序 。 

这 时 得 到 了 该 运输 问题 的 一 个 初始 基 可 行 解 : ze 一 10,zu 一 6,za 一 8,zzs 一 2，zrs2 
14,zst 一 8, 其 他 变量 全 等 于 零 。 即 由 A 运 10 个 单位 物品 给 Bs , 运 6 个 单位 物品 给 B， 
等 。 读 者 可 以 验证 这 6 个 数字 对 应 的 约束 方程 组 的 系数 列 向 量 线性 无 关 。 总 运费 (目标 
函数 值 ) 


一 10X4 十 6X11 十 8X2 十 2X3 十 14X5 十 8X6 一 246 

这 个 解 满足 所 有 约束 条 件 , 其 非 零 变量 的 个 数 为 6( 等 于 mm 十 n 一 1 二 3 十 4 一 1 二 6)。 

2. 沃 格 尔 (Vogel) 法 

初 看 起 来 ,最 小 元 素 法 十 分 合理 。 但 是 ,有 时 按 某 一 最 小 单位 运 价 优先 安排 物品 调运 
时 , 却 可 能 导致 不 得 不 采用 运费 很 高 的 其 他 供销 点 对 ,从 而 使 整个 运输 费用 增加 。 对 每 一 
个 供应 地 或 销售 地 , 均 可 由 它 到 各 销售 地 或 到 各 供应 地 的 单位 运 价 中 找 出 最 小 单位 运 价 
和 次 小 单位 运 价 , 并 称 这 两 个 单位 运 价 之 差 为 该 供应 地 或 销售 地 的 罚 数 。 若 罚 数 的 值 不 
大 , 当 不 能 按 最 小 单位 运 价 安排 运输 时 造成 的 运费 损失 不 大 ; 反之 ,如 果 罚 数 的 值 很 大 ， 
不 按 最 小 运 价 组 织 运 输 就 会 造成 很 大 损失 . 故 应 尽量 按 最 小 单位 运 价 安排 运输 。 沃 格 尔 
法 就 是 基于 这 种 考虑 提出 来 的 。 

现 再 结合 例 1 说 明 这 种 方法 。 

首先 计算 运输 表 中 每 一 行 和 每 一 列 的 次 小 单位 运 价 和 最 小 单位 运 价 之 间 的 差 值 ,并 
分 别称 为 相应 的 行 罚 数 和 列 罚 数 。 将 算出 的 行 罚 数 填 人 位 于 运输 表 右 侧 行 罚 数 栏 的 左边 
第 一 列 的 相应 格子 中 , 列 罚 数 填 和 人 位 于 运输 表 下 边 列 罚 数 栏 的 第 一 行 的 相应 格子 中 ( 见 
表 3-4)。 例 如 ,A 行 中 的 次 小 和 最 小 单位 运 价 均 为 4, 故 其 行 罚 数 等 于 0; A; 行 中 的 次 
小 和 最 小 单位 运 价 分 别 为 3 和 2, 其 行 罚 数 等 于 3 一 2 一 1; Bi 列 中 的 次 小 单位 运 价 和 最 小 
单位 运 价 分 别 为 4 和 2, 其 列 罚 数 等 于 2。 如 此 进行 ,计算 出 本 例 Ai\A。 和 As 行 的 行 罚 
数 分 别 为 01 和 1; Bi、B* 、Bs 和 B, 列 的 列 罚 数 分 别 为 2.5.1 和 3。 在 这 些 罚 数 中 ,最 大 
者 为 5( 在 表 3-4 中 用 小 圆圈 示 出 ). 它 位 于 B, 列 。 由 于 B, 列 中 的 最 小 单位 运 价 是 位 于 
(As ,Bz) 格 中 的 5, 故 在 (As ,B:) 格 中 填 和 人 尽 可 能 大 的 运 量 14, 此 时 Bs 的 需要 量 得 到 满 
足 , 划 去 Bs 列 。 


表 3-4 
销 地 行 罚 数 
B, Ba B; Bu 产量 
产地 1|2|3|4|5 
4 12 4 1 
Al i 4 16 G16 |1v | 
2 10 3 9 
A: 8 2 10 用 攻 放 汪 攻 滞 树 :， 


在 尚未 划 去 的 各 行 和 各 列 中 ,如 上 重新 计算 各 行 罚 数 和 列 罚 数 ,并 分 别 填 和 人行 罚 数 栏 
的 第 2 列 和 列 罚 数 栏 的 第 2 行 。 例 如 ,在 As 行 中 剩 下 的 次 小 单位 运 价 和 最 小 单位 运 价 分 
别 为 8 和 6, 故 其 罚 数 等 于 2。 由 表 3-4 中 填 和 人 这 一 轮 计 算出 的 各 罚 数 可 知 ,最 大 者 等 于 
3, 位 于 Bi 列 ,由 于 Bs 列 中 的 最 小 单位 运 价 为 6, 故 在 其 相应 的 格 中 填 人 这 时 可 能 的 最 大 
调运 量 8, 划 去 As 行 。 

用 上 述 方法 继续 做 下 去 ,依次 算出 每 次 迭代 的 行 罚 数 和 列 罚 数 ,根据 其 最 大 罚 数值 的 
位 置 在 运输 表 中 的 适当 格 中 填 入 一 个 尽 可 能 大 的 运输 量 , 并 划 去 对 应 的 一 行 或 一 列 。 在 


本 例 中 ,依次 在 运输 表 中 填 人 运输 量 : zx3s 二 14,z34 二 8,z2 二 8,z1s 二 12,zw 二 2, 并 相应 地 
依次 划 去 : Bz 列 、.As 行 .B, 列 、Bs 列 、A; 行 。 最 后 未 划 去 的 格 仅 为 (Ai,B4) ,在 这 个 格 中 
填 入 数字 4, 并 同时 划 去 A, 行 和 Bs 列 。 

用 这 种 方法 得 到 的 初始 基 可 行 解 是 : zs 王 12,zu 一 4,zzai 一 8,za 一 2,zsz 一 14,7as4 
8 ,其 他 变量 的 值 等 于 零 。 这 个 解 的 目标 函数 值 

xz 一 12X4 十 4Xl1l 十 8X2 十 2X9 二 14X5 十 8X6 一 244 

在 例 1 中 ,比较 上 述 两 种 方法 给 出 的 初始 基 可 行 解 ,以 沃 格 尔 法 给 出 的 解 的 目标 函数 
值 较 小 。 一 般 来 说 , 沃 格 尔 法 得 出 的 初始 解 的 质量 较 好 ,常用 来 作为 规模 较 小 时 运输 问题 
最 优 解 的 近似 解 。 


二 、 解 的 最 优 性 检验 


得 到 了 运输 问题 的 初始 基 可 行 解 之 后 : 即 应 对 这 个 解 进行 最 优 性 判别 ,看 它 是 不 是 最 
优 解 。 下 面 介绍 两 种 常用 的 判别 方法 : 闭 回路 法 和 对 偶 变量 法 (也 称 位 势 法 ) 。 


1. 闭 回 路 法 (cycle method) 

要 判定 运输 问题 的 某 个 解 是 否 为 最 优 解 .可 仿照 一 般 单 纯 形 法 ,检验 这 个 解 的 各 非 基 
变量 (对 应 于 运输 表 中 的 空格 ) 的 检验 数 ,车 有 某 空 格 (A;.,B;) 的 检验 数 为 负 , 说 明 将 zi 变 
为 基 变量 将 使 运输 费用 减少 , 故 当前 这 个 解 不 是 最 优 和 解 。 若 所 有 空格 的 检验 数 全 非 负 , 则 
不 管 怎样 变换 解 均 不 能 使 运输 费用 降低 , 即 这 时 的 目标 函数 值 已 无 法 加 以 改进 ,这 个 解 就 
是 最 优 解 。 

现 结合 例 1 中 用 最 小 元 素 法 给 出 的 初始 解 (参看 表 3-3) 说 明 检验 数 的 计算 方法 。 

首先 考虑 表 3-3 中 的 空格 (Ai ,B,) ,设想 由 产地 A, 供应 1 个 单位 的 物品 给 销 地 Bi， 
为 使 运 入 销 地 Bi 的 物品 总 数量 不 大 于 它 的 销量 ,就 应 将 A: 运 到 Bi 的 物品 数量 减 去 1 个 
单位 ,即将 格子 (A: ,Bi) 中 填 入 的 数字 8 改 为 7; 为 了 使 由 产地 As 运 出 的 物品 数量 正好 
等 于 它 的 产量 , 且 保 持 新 得 到 的 解 仍 为 基 可 行 解 , 需 将 zzs 由 原来 的 2 增加 1, 即 改 为 3; 
然后 将 zs 由 10 减 去 1, 即 变 为 9, 以 使 运 入 销 地 Bs 的 物品 数量 正好 等 于 它 的 销量 ,同时 
使 由 A, 运 出 的 物品 数量 正好 等 于 它 的 产量 。 显 然 ,这 样 的 调整 将 影响 到 zn 、zxa、ztzs3 和 
zt3 这 四 个 变量 的 取 值 , 即 (A1.B1)、(A;,B1)、(As.Bs) 和 (Al,B;) 这 四 个 格子 中 填 入 的 数 
据 。 这 些 格子 除 (A ,Bi ) 为 空格 外 ,其 他 都 是 填 有 数字 的 格 。 在 运输 表 中 ,每 一 个 空格 总 
可 以 和 一 些 填 有 数字 的 格 用 水 平 线段 和 垂直 线段 交替 连 在 一 闭合 回路 上 ( 见 表 3-5)。 按 
照 上 述 设 想 ,由 产地 Al 供给 1 个 单位 物品 给 销 地 Bi, 由 此 引起 的 总 运费 变化 是 ， 
cn 一 ca 十 ca 一 cl 一 4 一 2 十 3 一 4 一 1 根据 检 验 数 的 定义 , 它 正 是 非 基 变量 zu (或 说 空格 
(Al ,Bi) ) 的 检验 数 。 

现 再 看 空格 (As,.B:). 它 的 闭 回 路 ( 表 3-5 中 的 虚线 ) 的 顶点 由 以 下 各 格 组 成 ， 
(As ,B:) ,(As,B:),(A:,Bi), (Ai,Bi),(Ai,B:),(A:,Bs),(As,B:), 其 检验 数 cz 一 
cz 一 ca 十 ca 一 cu 十 cas 一 ca 一 10 一 5 十 6 一 11 十 4 一 3 一 1。 

按照 同样 的 方法 ,可 得 表 3-3 中 其 他 各 空格 ( 非 基 变量 ) 的 检验 数 如 下 : 


O12 一 Cl2 一 C32 十 5c34 一 C14 也 一 号 十 有 一 弄 2 


一 一 c 二 一 ca 一 9 一 已 十 4 一 3 
上 ca 一 ca 十 cu 一 cx 一 8 一 2 十 3 一 4 十 11 一 6 一 10 
033 一 Css 一 ca 十 cu 一 cn 一 12 
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由 于 oz 一 一 1<0, 故 知 表 3-3 中 的 解 不 是 最 优 解 。 
上 述 闭 回路 法 算出 的 例 1 初始 调运 方案 ( 见 表 3-3) 各 空格 的 检验 数 示 于 表 3-6 的 
检验 数 表 中 。 


表 3-6 
销 地 Bi B, B, B, 
A 1 
hs 1 一 1 
A 10 12 


由 上 可 知 ,为 了 求 某 个 空格 ( 非 基 变量 ) 的 检验 数 , 先 要 找 出 它 在 运输 表 上 的 闭 回路 ， 
这 个 闭 回路 的 顶点, 除 这 个 空格 外 ,其 他 均 为 填 有 数字 的 格 ( 基 变量 格 ), 它 是 由 水 平 线段 
和 竖 直线 段 依次 连接 这 些 顶 点 构成 的 一 封闭 多 边 形 。 可 以 证 明 , 每 个 空格 都 唯一 存在 这 
样 的 一 条 闭 回路 。 

闭 回 路 可 以 是 一 个 简单 的 矩形 ,也 可 以 是 由 水 平和 竖 直 边线 组 成 的 其 他 封闭 多 边 形 ， 
图 3-1 示 出 了 几 种 较 简单 的 闭 回路 的 可 能 图 形 ,更 为 复杂 的 闭 回 路 是 上 述 图 形 的 组 合 。 


(a) (b) (©) 


图 3-1 


位 于 闭 回路 上 的 一 组 变量 ,它们 对 应 的 运输 问题 约束 条 件 的 系数 列 向 量 线 性 相关 , 因 
而 在 运输 问题 基 可 行 解 的 迭代 过 程 中 ,不 允许 出 现 全 部 顶点 由 填 有 数字 的 格 构 成 的 闭 回 
路 。 这 就 是 说 ,在 确定 运输 问题 的 基 可 行 解 时 , 除 要 求 基 变 量 的 个 数 为 (m 十 n 一 1) 个 外 ， 
还 要 求 运 输 表 中 填 有 数字 的 格 不 构成 闭 回路 (当然 还 要 满足 所 有 约束 条 件 )。 用 前 述 最 小 
元 素 法 和 Vogel 法 得 到 的 解 都 满足 这 些 条 件 。 

2. 对 偶 变 量 法 (位 势 法 ) (dual variable method) 

用 闭 回 路 法 判定 一 个 运输 方案 是 否 为 最 优 方案 .需要 找 出 所 有 空格 的 闭 回路 ,并 计算 
出 其 检验 数 。 当 运输 问题 的 产地 和 销 地 很 多 时 .空格 的 数目 很 大 ,计算 检验 数 的 工作 十 分 
繁重 ,而 用 对 偶 变 量 法 (位 势 法 ) 就 要 简便 得 多 。 

对 产销 平衡 运输 问题 (3. 2) , 若 用 mm :xz ,… ,unm 分别 表示 前 m 个 约束 等 式 相 应 的 对 
偶 变 量 (或 称 行 位 势 ) ,用 vw ,vs，… ,vw 分 别 表示 后 个 等 式 约 束 相 应 的 对 偶 变量 (或 称 列 
位 势 ), 即 有 对 偶 变 量 向 量 


的 


v 
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Y = (Wu Um Vl Un) 


这 时 可 将 运输 问题 (3. 2) 的 对 偶 规划 写 为 
max xz’ 一 Sa pa 
二 1 7 一 1 


uitv cs 
i= 1 om 

Re (3:7) 
j= 1,.,n 


as 的 符号 不 限 
由 第 二 章 公 式 (2. 17) 推 导 知 ,线性 规划 问题 变量 zx; 的 检验 数 可 表示 为 
0 =c—%=c—CB P= c;—YP; 
由 此 可 写 出 运输 问题 某 变 量 zj (对 应 于 运输 表 中 的 (A;,Bj) 格 ) 的 检验 数 如 下 : 


0 =cy — zy = co —YPs 


=0c; — (Us ua Um V1 V2 Un) Ps 


=cy — (uit wv) (3.8) 
现 设 我 们 已 得 到 了 运输 问题 (3. 2) 的 一 个 基 可 行 解 ,其 基 变 量 为 
Ts $= 二 1 
由 于 基 变 量 的 检验 数 等 于 零 , 故 对 这 组 基 变 量 可 写 出 方程 组 
wi 
Es (3.9) 
WE 


显然 ,这 个 方程 组 有 (mx 十 n 一 1) 个 方程 。 运 输 表 中 每 个 产地 和 每 个 销 地 都 对 应 原 运 
输 问题 的 一 个 约束 条 件 , 从 而 也 对 应 各 自 的 一 个 对 偶 变 量 。 由 于 运输 表 中 每 行 和 每 列 都 
含有 基 变 量 , 可 知 这 样 构造 的 方程 组 (3. 9) 中 含有 全 部 (m 十 加 个 对 偶 变量 。 

可 以 证 明 , 方 程 组 (3.9) 有 解 ,上 且 由 于 对 偶 变 量 数 比方 程 数 多 一 个 , 故 解 不 唯一 。 从 而 
位 势 的 值 也 不 唯一 。 

若 由 方程 组 (3. 9) 解 得 的 某 组 解 满足 式 (3.7) 的 所 有 约束 条 件 , 即 对 所 有 i 和 j 均 有 

og =c— (ut+v) 二 0 
即 这 组 对 偶 变量 (位 势 ) 对 偶 可 行 , 则 互补 松弛 条 件 (YA 一 C)X 一 0 成 立 ( 请 读者 说 明理 
由 ), 从 而 这 时 得 到 的 解 
X= (Xp Xn) = (zi "Ts 


T0100)T 


和 
Y= Gu mo Ul U2 Un) 


分 别 为 原 运输 问题 及 其 对 偶 问题 的 最 优 解 。 
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若 由 式 (3. 9) 解 得 的 解 不 满足 约束 条 件 式 (3.7), 即 非 基 变量 的 检验 数 有 负 值 存在 , 则 
上 面 得 到 的 运输 问题 的 解 不 是 最 优 解 .需要 进行 解 的 调整 。 

现 仍 用 前 面 的 例子 ( 见 表 3-3) 说 明 用 位 势 法 求 检验 数 的 方法 和 步骤 。 

例 2 用 位 势 法 对 表 3-3 给 出 的 运输 问题 的 解 作 最 优 性 检验 。 

解 (1) 在 表 3-3 上 增加 一 位 势 列 w 和 位 势 行 ,得 表 3-7。 


表 3-7 
销 地 
产地 B, Ba B; B, 产量 uh 

4 12 4 i 

A 10 6 16 za(1) 
2 10 9 

A: 8 划 10 uz(0) 
8 5 11 6 

As 14 8 22 us(—4) 

销量 8 14 12 14 48 

vy wi(2) va(9) va(3) va(10) 


(2) 计算 位 势 。 可 先 建立 方程 组 (3.9), 并 据 此 计算 出 运输 表 各 行 和 各 列 的 位 势 。 在 
本 例 中 ,xis ,Tmoza ,Tw ,Taz，,Ta4 这 6 个 变量 为 基 变 量 , 故 有 
al 十 vs 一 4 


w= 11 


(3. 10) 


za 十 wz 一 5 
xs 十 内 一 6 
在 求解 方程 组 (3. 9) 时 ,为 计算 简便 ,常任 意 指定 某 一 位 势 等 于 一 个 较 小 的 整数 或 零 。 
在 本 例 求 解 方程 组 (3. 10) 时 ,任意 指定 us 二 0, 由 此 可 算出 : 
vl 2， vs 3, 2 1， vw 10, zs 4, vz 9 
上 述 各 位 势 的 值 示 于 表 3-8 中 相应 的 格子 内 。 
在 实际 计算 时 ,不 必 在 形式 上 列 出 方程 组 (3. 10) ,可 在 运输 表 上 和 赁 观察 直接 计算 ,并 
填 入 wu; 和 w; 相应 的 值 。 
(3) 计算 检验 数 
有 了 位 势 w 和 wj; 之 后 , 即 可 由 式 (3. 8) 计 算 各 空格 的 检验 数 。 本 例 算出 的 各 空格 的 
检验 数 示 于 表 3-8 中 ( 基 变 量 的 检验 数 等 于 0, 表 中 不 再 列 出 ) 。 


表 3-8 
二 全 第 地 B, B。 Ba B, 

4 12 4 11 

Ai 1 2 1 
2 10 3 9 

A: 1 1 0 
8 5 11 6 

As 10 12 4 

vy 2 9 EE 10 


比较 表 3-8 和 表 3-6, 可 知 用 位 势 法 (对 偶 变量 法 ) 与 用 闭 回路 法 算出 的 检验 数 完 全 
相同 。 因 cz 三 一 1 一 0 , 故 这 个 解 不 是 最 优 解 。 
三 、 解 的 改进 

对 运输 问题 的 一 个 解 来 说 , 若 最 优 性 检验 时 某 非 基 变 量 zx; (空格 (A;,Bj)) 的 检验 数 
05 为 负 , 说 明 将 这 个 非 基 变量 变 为 基 变 量 时 运费 会 更 小 ,因而 这 个 解 不 是 最 优 解 ,还 可 以 
进一步 改进 。 改 进 的 方法 是 在 运输 表 中 找 出 这 个 空格 对 应 的 闭 回路 L; ,在 满足 所 有 约束 
条 件 的 前 提 下 ,使 zy 尽量 增 大 并 相应 调整 此 闭 回路 上 其 他 顶点 的 运输 量 , 以 得 到 另 一 个 
更 好 的 基 可 行 解 。 

解 改进 的 具体 步 又 为 : 

(1) 以 zz; 为 换 入 变量 , 找 出 它 在 运输 表 中 的 闭 回路 ; 

(2) 以 空格 (A ,Bi ) 为 第 一 个 奇数 顶点 , 沿 闭 回路 的 顺 ( 或 着 ) 时 针 方向 前 进 , 对 闭 回 
路 上 的 顶点 依次 编号 ; 


(3) 在 闭 回 路 上 的 所 有 偶数 顶点 集合 工 (e) 中 , 找 出 运输 量 最 小 (min zs ) 的 顶点 ( 格 
子 ), 以 该 格 中 的 变量 为 换 出 变量 ; 
(4) 以 min zi 为 调整 量 ,将 该 闭 回 路 上 所 有 奇数 顶点 处 的 运输 量 都 增加 这 一 数值 ,所 


有 偶数 顶点 处 的 运输 量 都 减 去 这 一 数值 ,从 而 得 出 一 新 的 运输 方案 。 该 运输 方案 的 总 运 
费 比 原 运输 方案 减少 ,改变 量 等 于 mi (min zy ) 。 

然后 ,再 对 得 到 的 新 解 进行 最 优 性 检验 ,如 不 是 最 优 解 ,就 重复 以 上 步骤 继续 进行 调 
整 ,一 直到 得 出 最 优 解 为 止 。 

例 3 对 例 1 中 用 最 小 元 素 法 得 出 的 解 ( 见 表 3-3) 进 行 改 进 。 

解 在 例 1 和 例 2 中 已 算出 了 这 个 解 的 检验 数 ( 见 表 3-6 或 表 3-8) ,由 于 cx 一 
一 1 二 0, 故 以 zz 为 换 入 变量 , 它 对 应 的 闭 回 路 示 于 表 3-9 中 。 


第 三 章 运输 问题 


入 


10 


22 


48 


该 闭 回路 的 偶数 顶点 位 于 格 (Ai,B,) 和 (As:,B:) ,由 于 


min{z za) = min{6,2} 一 2 
故 应 对 解 作 如 下 调整 : 
Za: 加 2 Zu: 减 2 
ZT13: 加 2 Xz: 减 2 


得 到 的 新 的 基 可 行 解 是 ( 见 表 3-10): zs 一 10 十 2 一 12,zu 一 6 一 2 一 4, za 一 8,za 一 0 二 
2 一 2,zs 一 14,za 一 8, 其 他 为 非 基 变量 。 原 来 的 基 变量 zz 变 为 非 基 变量 , 基 变量 的 个 数 
仍 维持 为 6 个 。 这 时 的 目标 函数 值 等 于 246 十 2( 一 1) 一 244。 


表 3-10 

销 地 Bi B; Bs B, 产量 
4 12 4 11 

Ai 0 @ 12 4 16 
10 本 9 

A: 8 加 O 2 10 
8 5 于 6 

As @ 14 四 8 22 

销量 14 12 14 48 


现 青 用 位 势 法 或 闭 回路 法 求 这 个 新 解 各 非 基 变量 的 检验 数 , 结 果 示 于 表 3-10 中 各 空 
格 的 小 圆圈 内 。 由 于 所 有 非 基 变量 的 检验 数 全 非 负 , 故 这 个 解 为 最 优 解 。 

对 这 个 解 来 说 , 因 ma 一 0, 若 以 zn 为 换 入 变量 可 再 得 一 解 . 它 与 上 面 最 优 解 的 目标 孙 
数值 相等 , 故 它 也 是 一 个 最 优 解 。 例 1 的 运输 问题 有 两 个 最 优 基 解 ,由 第 一 章 第 三 节 有 关 
单纯 形 法 和 迭代 结果 的 最 优 性 检验 和 解 的 判别 的 讨论 .可知 它 有 无 穷 多 个 最 优 解 。 
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四 、 几 点 说 明 


1. 若 运输 问题 的 某 一 基 可 行 解 有 多 个 非 基 变量 的 检验 数 为 负 , 在 继续 进行 迭代 时 ， 
取 它 们 中 的 任 一 变量 为 换 入 变量 均 可 使 目标 函数 值得 到 改善 ,但 通常 取 oj 一 0 中 最 小 者 
对 应 的 变量 为 换 和 人 变量 。 

2. 当 和 迭代 到 运输 问题 的 最 优 解 时 ,如 果 有 某 非 基 变量 的 检验 数 等 于 零 , 则 说 明 该 运 
输 问题 有 多 重 最 优 解 。 

3， 当 运输 问题 某 部 分 产地 的 产量 和 ,与 某 一 部 分 销 地 的 销量 和 相等 时 ,在 迭代 过 程 
中 间 有 可 能 在 某 个 格 填 入 一 个 运 量 时 需 同时 划 去 运输 表 的 一 行 和 一 列 , 这 时 就 出 现 了 退 
化 。 在 运输 问题 中 ,退化 解 是 时 常 发 生 的 。 为 了 使 表 上 作业 法 的 迭代 工作 能 顺利 进行 下 
去 ,退化 时 应 在 同时 划 去 的 一 行 或 一 列 中 的 某 个 格 中 填 入 数字 0, 表 示 这 个 格 中 的 变量 是 
取 值 为 0 的 基 变 量 ,以 使 迭代 过 程 中 基 变 量 个 数 始终 恰好 为 (1m 十 n 一 了 个。 


第 三 节 ”运输 问题 的 进一步 讨论 
一 、 产 销 不 平衡 的 运输 问题 
第 二 节 讲述 的 运输 问题 的 算法 ,是 以 总 产量 等 于 总 销量 (产销 平衡 ) 为 前 提 的 。 实 际 
上 ,在 很 多 实际 运输 问题 中 ,总 产量 不 等 于 总 销量 。 这 时 ,为 了 能 使 用 前 述 表 上 作业 法 求 


解 , 就 需 将 产销 不 平衡 运输 问题 化 为 产销 平衡 运输 问题 。 
如 果 总 产量 大 于 总 销量 , 即 


> p> 2 


这 时 的 数学 模型 为 


St Dz 二 而 全 一 2 而 (3 


2 之 0 
为 借助 于 产销 平衡 时 的 表 上 作业 法 求解 ,可 增加 一 个 假想 的 销 地 B,+1, 由 于 实际 上 
它 不 存在 ,因而 由 产地 A;(i 二 1,2,….m) 调 运 到 这 个 假想 销 地 的 物品 数量 zwr( 相 当 于 
松弛 变量 ) ,实际 上 是 就 地 存储 在 A; 的 物品 数量 。 就 地 存储 的 物品 不 经 运输 , 故 可 令 其 单 
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位 运 价 cnt1 二 0 (i 二 1,2,…,m)。 
若 令 假想 销 地 的 销量 为 6.+1, 且 


bn = Dai— Db (3. 12) 


则 模型 (3.11) 变 为 


Dzs 一 ai， (i= 1,2,..,m) 
1 
Sb Dr = OG=1,2,%,nt+1) a 
i=1 
zi 宇 0 


总 销量 大 于 总 产量 的 情形 可 仿照 上 述 方法 类 似 处 理 , 即 增加 一 个 假想 的 产地 An+1， 
它 的 产量 等 于 


Qm+l 一 > i p37 (3. 14) 

由 于 这 个 假想 的 产地 并 不 存在 : 求 出 由 它 发 往 各 个 销 地 的 物品 数量 zw+1, (j 二 1， 
2,…,n) ,实际 上 是 各 销 地 b; 所 需 物品 的 从 缺额 ,显然 有 

cmt 一 0， 人 一 1,2，7) 

例 4 某 市 有 三 个 造纸 厂 Al、As 和 As ,其 纸 的 产量 分 别 为 8 个 单位 5 个 单位 和 9 个 
单位 ,有 4 个 集中 用 户 Bi 、B; 、Bs 和 Bi ,其 需 用 量 分 别 为 4 个 单位 、3 个 单位 .5 个 单位 和 6 
个 单位 。 由 各 造纸 厂 到 各 用 户 的 单位 运 价 如 表 3-11 所 示 , 请 确定 总 运费 最 少 的 调运 
方案 。 


表 3-11 
销 地 
Bi B; Bs B, 产量 
产地 

3 12 3 4 

A 8 
11 2 5 9 

A: 5 
6 人 1 5 

As 9 

销量 4 3 5 6 


5 
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解 ” 由 于 总 产量 22 大 于 总 销量 18, 故 本 问题 是 个 产销 不 平衡 运输 问题 。 为 用 表 上 
作业 法 求解 , 需 增 加 一 假想 销 地 Bs .并 参照 上 面 的 叙述 写 出 其 运输 表 , 再 用 表 上 作业 法 求 
解 。 请 读者 自己 完成 写 出 运输 表 和 求解 过 程 。 


二 、 有 转运 的 运输 问题 


在 以 上 讨论 中 ,我 们 假定 物品 由 产地 直接 运送 到 销售 目的 地 ,不 经 中 间 转 运 
(transshipment)。 但 是 ,常常 会 遇 到 这 种 情形 : 需 先 将 物品 由 产地 运 到 某 个 中 间 转 运 站 
(可 能 是 另外 的 产地 、 销 地 或 中 间 转 运 仓库 ) ,然后 再 转运 到 销售 目的 地 。 有 时 ,经 转运 比 
直接 运 到 目的 地 更 为 经 济 。 总 之 ,在 很 多 情况 下 ,在 决定 运输 方案 时 有 必要 把 转运 也 考虑 
进去 。 显 然 ,考虑 转运 将 使 运输 问题 变 得 更 为 复杂 (参看 图 3-2) 。 


Ai A> 


Bi B; Bs 


(a) 无 转运 (b) 包含 转运 


图 3-2 


假定 mm 个 产地 Al.As,…,A。 和 个 销 地 Bi1,Bs,…,B, 都 可 以 作为 中 间 转 运 站 使 
用 ,从 而 发 送 物 品 的 地 点 和 接收 物品 的 地 点 都 有 w 十 nn 个。 这样 一 来 ,我 们 就 得 到 了 一 个 
扩大 了 的 运输 问题 。 令 

ai: 第 i 个 产地 的 产量 ( 净 供 应 量 ); 

b;: 第 7 个 销 地 的 销量 ( 净 需 要 量 ); 

zy: 由 第 i 个 发 送 地 运 到 第 j 个 接收 地 的 物品 数量 ; 

3: 由 第 i 个 发 送 地 到 第 j 个 接收 地 的 单位 运 价 ; 

ci: 第 i 个 地 点 转运 单位 物品 的 费用 。 

若 将 产地 和 销 地 统一 编号 ,并 把 产地 排 在 前 面 : 销 地 排 在 后 面 , 则 有 


ae 一 4 一 Oo 一 0 
太一 记 一 … 一 和 一 0 
假定 为 产销 平衡 运输 问题 , 即 有 
2 大 二 六 小 芒 生 讽 


= 5 一 m+1 
有 转运 运输 问题 的 运输 表 和 运 价 表 分 别 示 于 表 3-12 和 表 3-13 中 。 
当 不 考虑 转运 费时 ,可 令 cj 二 0(i 二 1.2,… sm 十 n)。 
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表 3-12 
接收 产 地 销 地 
发 送 量 
发 送 1 m m++1 m+n 
E 11 5 Tim Tlmtl oa Tlmin Q+al 
产 
地 
m Tml Gd Tmm mm 十 1 mm 十 由 Q 二 an 
7 十 1 HB1 Ses Tm tlm Tmt+ lmtl ws Tm+lmtn Q 
销 : : 
地 : : 
m+n WiFi eo. LE | Q 
接收 量 Q o Q Q+bn + 
襄 3=13 
产 地 销 地 
ES 发 送 量 
发 送 1 加 m m 二 1 mn 
1 一 ca cam cum+1 Chumts Q+a 
产 : : 
地 : : 
m Cnl 二 的 Comtl Commts QT+an 
7 十 1 Ci Cm +im = Cmtlomtn Q 
销 
地 : 
mtn Cmtn,l Rs Cm 十 mm Cm 十 mm 十 1 A 一 Cm+nm Q 
接收 量 Q we Q QT 二 bn 加 QT 十 b+n 


例 5 图 3-3 示 出 了 一 个 运输 系统 , 它 包 括 两 个 产 
地 (四 和 加 ) 两 个 销 地 ( 田 和 @@) 及 一 个 中 间 转 和 运 站 
(@@) ,各 产地 的 产量 和 各 销 地 的 销量 用 相应 节点 处 箭 线 
旁 的 数字 表示 ,节点 连 线 上 的 数字 表示 其 间 的 运输 单 
价 ,节点 旁 的 数字 为 该 地 的 转运 单价 , 试 确定 最 优 运输 
方案 。 

解 ”在 本 例 中 : 


b=b=b=0, b=30, bs=20 
Q= 10+40 二 30 十 20 二 50 
aq=4, c=1, c=3, 


,cs=5 


C4 | 
现 以 M 表示 足够 大 的 正 数 , 可 将 该 运输 问题 的 运输 表 列 出 ,如 表 3-14 所 示 。 


PN 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


表 3-14 
接收 产 地 运 销 地 
发 送 1 2 3 4 cn 

1 一 4 Ls 3 2 M 0 
六 地 2 5 —i M 4 90 
转运 3 2 -3 3 3 50 

4 2 LM 5 Ex 6 i 
四 5 M | 大 5 6 5 50 

接收 量 50 50 50 80 70 


根据 表 3-14, 用 最 小 元 素 法 得 出 本 例 的 初始 
得 最 优 解 ( 示 于 表 3-16 中 )。 
20 个 单位 物品 到 @ 


=2X10+4X20 


2Xx20 十 3XX20 十 5X20 王 300 


从 运输 方案 ( 见 表 3-15) ,再 经 过 两 次 迭代 
其 运输 方案 是 : 由 四 地 运 10 个 单位 物品 到 田地 ; ee 
地 ; 由 加 地 运 20 个 单位 物品 到 加 地 ,再 由 加 地 转运 到 @ 轩 地 。 


一 CH4Z1 十 CasT2s 十 Ca3T23 十 cz3Za3a4 十 catT3a4 


运费 为 


表 3-15 
六 1 2 EE 4 5 发 送 量 
1 50 10 60 
2 50 20 20 90 
3 50 0 50 
4 50 50 
5 50 50 
接收 量 50 50 50 80 70 
表 3-16 
接 皮 1 2 3 4 5 发 送 量 
发 送 
1 50 10 60 
50 20 20 90 
3 30 20 50 
4 50 50 
5 50 50 
接收 量 50 50 50 80 70 


第 四 节 ”应 用 问题 举例 


由 于 运输 问题 的 表 上 作业 法 概念 清晰 、 直 观 . 且 通常 比 一 般 单 纯 形 法 计算 简单 ,因而 
人 们 在 解决 有 些 实际 问题 时 ,常设 法 将 其 转化 为 运输 问题 的 数学 模型 求解 ,下 面 通过 几 个 
例子 加 以 说 明 。 

例 6 有 三 个 产地 Al、As 和 As 生产 同一 种 物品 ,使 用 者 为 Bi、B: 和 Bs, 各 产地 到 各 
使 用 者 的 单位 运 价 示 于 表 3-17 中 。 这 三 个 使 用 者 的 需求 量 分 别 为 10 个 单位 ,4 个 单位 和 
6 个 单位 。 由 于 销售 需要 和 客观 条 件 的 限制 ,产地 A, 至 少 要 发 出 6 个 单位 的 产品 , 它 最 
多 只 能 生产 11 个 单位 的 产品 ; As 必须 发 出 7 个 单位 的 产品 ; As 至 少 要 发 出 4 个 单位 的 

产品 。 试 根据 上 述 条 件 用 表 上 作业 法 求 该 运输 问题 的 最 优 运输 方案 。 


表 3-17 
使 用 
B B; Bs 生产 量 
生产 
4 3 
Ai 6<a<ll 
和 5 6 
As az 一 7 
3 2 4 
As aa 二 4 
使 用 量 10 4 6 


解 由 表 3-17 可 知 , 当 A 的 产量 w 取 最 小 值 6 时 ,A, 和 As 的 产量 之 和 等 于 13， 
而 总 需 量 为 20, 故 在 产销 平衡 的 条 件 下 产地 As 的 产量 as 最 多 等 于 7。 如 果 产 地 A, 和 
As 的 产量 都 取 各 自 的 最 大 值 11 和 7, 总 产量 可 达 25, 它 大 于 总 需 量 20, 这 时 应 增设 一 个 
虚 销 点 B ,其 需 用 量 为 5。 

为 考虑 可 能 出 现 的 各 种 情况 ,将 A! 和 As 这 两 个 产地 的 产量 都 分 成 两 部 分 ,其 中 一 
部 分 是 必须 发 出 的 ,应 运 至 实在 的 需 用 地 ,而 不 能 运往 虚 销 点 B4 ,从 而 应 将 这 部 分 产品 
往 虚 销 点 Bs 的 单位 运 价 取 为 充分 大 的 正 数 M; 另 一 部 分 产品 可 以 运往 虚 销 点 ,但 由 于 这 
时 实际 上 不 需 运 输 , 故 取 相 应 的 单位 运 价 等 于 零 。 

基于 上 述 分 析 ,可 将 该 运输 问题 的 运输 表 写 成 表 3-18 的 形式 。 用 表 3-18 求解 该 运 
输 问 题 的 过 程 请 读者 完成 。 


半 


表 3-18 
使 用 
生产 Bi B。 Ba: Bs 生产 量 
2 4 3 M 
Ai 6 
2 4 3 0 
A 5 
1 5 6 M 
A: 
3 2 4 M 
As 4 
3 2 4 0 
A 3 
使 用 量 10 4 6 5 


例 7 某 公司 承担 4 条 航线 的 运输 任务 .已 知 : (1) 各 条 航线 的 起 点 城市 和 终点 城市 
及 每 天 的 航班 数 ( 见 表 3-19); (2) 各 城市 间 的 航行 时 间 ( 见 表 3-20); (3) 所 有 航线 都 使 用 
同一 种 船只 ,每 次 装 船 和 印 船 时 间 均 为 1 天 。 问 该 公司 至 少 应 配备 多 少 条 船 才能 满足 所 
有 航线 运输 的 需要 ? 


表 3-19 
航线 起 点 城市 终点 城市 每 天 航班 数量 
i E D 3 
2 B 已 2 
3 A F 1 
4 D B 1 


从 A B C D E F 
A 0 1 2 14 8 革 
B 1 0 3 13 8 8 
C 2 3 0 15 5 5 
D 14 13 15 0 区 20 
E | 8 5 Ly 0 3 
下 7 8 5 20 3 0 


解 ” 所 需 船 只 可 分 为 两 部 分 : 
(1) 各 航线 航行 、 装 船 卸 船 所 占用 的 船只 。 对 各 航线 逐一 分 析 , 所 需 船 只 数列 入 
表 3-21 中 ,累计 共 需 91 条 船 。 
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表 3-21 
航线 装 船 时 间 / 天 | 印 船 时 间 / 天 | 航行 时 间 / 天 小 计 / 天 航班 数量 | 所 需 船 只 /条 
了 了 1 17 19 3 57 
2 1 1 3 5 2 10 
3 | % 9 和 9 
4 1 1 13 15 1 15 


(2) 各 港口 之 间 调 度 所 需 船 只 数量 。 这 由 每 天 到 达 某 一 港口 的 船只 数量 与 它 所 需 发 出 的 
船只 数量 不 相等 而 产生 。 各 港口 城市 每 天 到 达 船 只 、 需 求 船只 数量 及 其 差额 示 于 表 3-22 中 。 


表 3-22 

城 市 A B C D E F 
每 天 到 达 0 1 3 1 
每 天 需要 1 2 0 1 3 0 
余 缺 数 = 一 1 人 一 1 


将 船 由 多 余 船只 的 港口 调 往 需 用 船只 的 港口 为 空 船 行驶 ,应 采用 合理 的 调度 方案 ,以 
使 “调运 量 " 最 小 。 为 此 ,建立 表 3-23 所 示 的 运输 问题 ,其 单位 运 价 取 为 相应 一 对 港口 城 
市 间 的 航行 时 间 ( 天 )。 


表 3-23 
2 3 
5 2 
14 13 于 
D 2 
8 8 3 
F 1 
缺少 船只 1 3 


用 表 上 作业 法 求解 这 一 运输 问题 ,可 得 如 下 两 个 最 优 解 : 


工 CE 2， ZpA Ly, ps ls zre 1 


和 CA 1， zcE 1， pe 1， zope 1， zre 1 

按 这 两 个 方案 调运 多 余 船 只 ,其 目标 函数 值 等 于 40, 说 明 各 港口 
之 间 调 度 所 需 船 只 至 少 为 40 艘 。 综 合 以 上 两 个 方面 的 要 求 , 在 不 考虑 
维修 、 储 备 等 情况 下 ,该 公司 至 少 要 配备 131 条 船 .才能 满足 4 条 航线 


正常 运输 的 需要 。 
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习 题 


3.1 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 运输 问题 是 一 类 特殊 的 线性 规划 模型 ,因而 对 模型 (3. 1) 的 求解 结果 可 能 有 : 唯一 
最 优 解 ,无 穷 多 最 优 解 ,无 界 解 ,无 可 行 解 ; 

(2) 表 上 作业 法 实质 上 就 是 求解 运输 问题 的 单纯 形 法 ; 

(3) 如 果 表 3-2 单位 运 价 的 某 一 行 均 加 上 常数 A, 最 优 调运 方案 不 会 改变 ; 

(4) 如 果 表 3-2 单位 运 价 的 某 一 行 均 乘 上 常数 A, 最 优 调 运 方案 不 会 改变 。 

3.2 运输 问题 的 基 可 行 解 应 满足 什么 条 件 ? 试 判断 表 3-24 和 表 3-25 中 给 出 的 调 
运 方案 可 否 作为 表 上 作业 法 迭代 时 的 基 可 行 解 ? 为 什么 ? 


表 3-24 


A 200 300 500 

As 250 50 300 

A 90 210 300 

As 80 20 100 
销量 240 410 550 330 70 


3.3 试 对 给 出 运输 问题 初始 基 可 行 解 的 最 小 元 素 法 和 Vogel 法 进行 比较 ,分 析 给 出 
的 解 之 质量 不 同 的 原因 。 

3.4 简要 说 明 用 位 势 法 (对 偶 变 量 法 ) 求 检验 数 的 原理 。 

3.5 用 表 上 作业 法 求解 运输 问题 时 .在 什么 情况 下 会 出 现 退 化 解 ? 当 出 现 退 化 解 时 
应 如 何 处 理 ? 

3.6 一 般 线性 规划 问题 具备 什么 特征 才能 将 其 转化 为 运输 问题 求解 ,请 举例 说 明 。 
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3.7 表 3-26 和 表 3-27 分 别 给 出 了 各 产地 和 各 销 地 的 产量 和 销量 ,以 及 各 产地 至 各 
销 地 的 单位 运 价 , 试 用 表 上 作业 法 求 最 优 解 。 


表 3-26 
产地 销 地 Bi B: Ba B， 产量 
Ai 4 1 4 6 8 
As 1 2 5 0 8 
As 3 5 1 4 
销量 6 5 6 3 20 
表 3-27 
产地 销 地 B B: B; B, 产量 
A 3 于 6 4 5 
As 2 4 3 到 2 
As 4 3 8 5 6 
销量 六 3 4 及 
3.8 某 企 业 和 用 户 签订 了 设备 交 货 合同 ,已 知 该 企业 各 季度 的 生产 能 力 、 每 台 设备 
的 生产 成 本 和 每 季度 末 的 交 货 量 ( 见 表 3-28), 若 生产 出 的 设备 当 季 度 不 交 货 ,每 台 设 备 
每 季度 需 支 付 保管 维护 费 0. 1 万 元 ,试问 在 遵守 合同 的 条 件 下 ,企业 应 如 何 安排 生产 计 


划 , 才 能 使 年 消耗 费用 最 低 ? 


表 3-28 
季度 工厂 生产 能 力 / 台 交 货 量 / 台 人 台 设 备 生 产 成 本 /万 元 
1 25 15 12.0 
2 35 20 11.0 
3 30 25 型 .5 
4 20 20 ts 


3.9 某 市 有 3 个 面粉 厂 ,它们 供给 3 个 面食 加 工厂 所 需 的 面粉 。 
量 、 各 面食 加 工厂 加 工 面粉 的 能 力 、 各 面食 加 工厂 和 各 面粉 厂 之 间 的 单位 运 价 , 均 示 于 
表 3-29 中 。 假 定 在 第 1、2 和 3 面食 加 工厂 制作 单位 面粉 食品 的 利润 分 别 为 12、16 和 
11, 试 确定 使 总 效益 最 大 的 面粉 分 配 计划 (假定 面粉 厂 和 面食 加 工厂 都 属于 同一 个 主 
管 单位 )。 


各 面粉 厂 的 产 


人 A 
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表 3-29 
i 食品 厂 1 2 入 面粉 厂 产量 
I 3 10 20 
I 4 11 8 30 
nl 8 11 4 20 
食品 厂 需 量 15 25 20 


3.10 表 3-30 示 出 一 个 运输 问题 及 它 的 一 个 解 , 试 问 : 
(1) 表 中 给 出 的 解 是 否 为 最 优 解 ?请 用 位 势 法 进行 检验 。 


(2) 若 价值 系数 czs 由 1 变 为 3, 所 给 的 解 是 否 仍 为 最 优 解 ? 若 不 是 ,请 求 出 最 优 解 。 


(3) 若 所 有 价值 系数 均 增 加 1 ,: 
(4) 若 所 有 价值 系数 均 乘 以 2, 最 优 解 是 否 改变 ? 为 什么 ? 
(5) 写 出 该 运输 问题 的 对 偶 问 题 ,并 说 明 二 者 最 优 解 的 关系 。 


最 优 解 是 否 改变 ? 为 什么 ? 


表 3-30 
产地 销 地 Bi B: Bs B， 产量 
1 
Ai 5 3 8 
2 
A: 8 10 
7 
As a a 
销量 8 5 6 3 22 
3.11 1.2,.3 三 个 城市 每 年 需 分 别 供 应 电力 320 个 单位 .250 个 单位 和 350 个 单位 ， 
由 工 、 本 两 个 电站 提供 ,它们 的 最 大 可 供电 量 分 别 为 400 个 单位 和 450 个 单位 ,单位 费用 


如 表 3-31 所 示 。 由 于 需要 量 大 于 可 供 量 .决定 城市 1 的 供应 量 可 减少 0 一 30 个 单位 , 城 
市 2 的 供应 量 不 变 , 城 市 3 的 供应 量 不 能 少 于 270 个 单位 , 试 求 总 费用 最 低 的 分 配方 案 


(将 可 供电 量 用 完 )。 
表 3-31 
电站 城市 1 | 2 | 3 
15 18 22 
1 21 25 16 
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第 一 节 ”目标 规划 问题 及 其 数学 模型 


一 、 目 标 规划 问题 的 提出 


应 用 线性 规划 ,可 以 处 理 许多 线性 系统 的 最 优化 问题 。 但 是 ,线性 规划 作为 一 种 决策 
工具 ,在 解决 实际 问题 时 ,存在 着 一 定 的 局 限 性 。 

例 1 某 工 厂 生产 两 种 产品 ,受到 原材料 供应 和 设备 工时 的 限制 。 在 单 件 利润 等 有 
关 数 据 已 知 的 条 件 下 ,要 求 制 订 一 个 获 利 最 大 的 生产 计划 。 具 体 数 据 见 表 4-1。 


表 4-1 
-” 品 I I 限量 / 件 
原材料 /(kg/ 件 ) 5 10 60 
设备 工时 /Ch/ 件 ) 4 4 40 
利润 /( 元 / 件 ) 6 8 


设 产 品 工 和 产品 开 的 产量 分 别 为 zx 和 zz , 当 用 线性 规划 来 描述 和 解决 这 个 问题 时 ， 
其 数学 模型 为 
max zx 一 6zl 十 8z: 
5zl 十 10z。 < 60 
9 Ds 十 4zrz 三 40 
ee 三 0 
其 最 优 解 , 即 最 优生 产 计 划 为 zi 一 8( 件 ) ,zz 一 2( 件 ),max = 一 64( 元 ) 。 
从 线性 规划 的 角度 来 看 ,问题 似乎 已 经 得 到 了 圆满 的 解决 。 但 是 ,如 果 站 在 工厂 领导 
的 立场 上 对 此 进行 评价 的 话 , 问 题 就 不 是 这 么 简单 了 。 
第 一 ,一 般 来 说 ,一 个 计划 问题 要 满足 多 方面 的 要 求 。 例 如 ,财务 部 门 可 能 希望 有 尽 
可 能 大 的 利润 ,以 实现 其 年 度 利润 目标 ; 物资 部 门 可 能 希望 有 尽 可 能 小 的 物资 消耗 ,以 节 
约 储备 资金 占用 ; 销售 部 门 可 能 希望 产品 品种 多 样 .适销 对 路 ; 计划 部 门 可 能 希望 有 尽 
可 能 大 的 产品 批量 ,便于 安排 生产 等 。 也 就 是 说 ,一 个 计划 问题 实际 上 是 一 个 多 目标 决策 
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问题 。 只 是 由 于 需要 用 线性 规划 来 处 理 , 计 划 人 员 才 不 得 不 从 众多 目标 要 求 中 硬性 选择 
其 一 ,作为 线性 规划 的 目标 函数 。 

第 二 ,线性 规划 有 最 优 解 的 必要 条 件 是 其 可 行 解 集 非 空 , 即 各 约束 条 件 彼 此 相 容 。 但 
是 ,实际 问题 有 时 不 能 满足 这 样 的 要 求 。 例 如 ,在 生产 计划 中 ,由 于 储备 资金 的 限制 , 原 材 
料 的 最 大 供应 量 不 能 满足 计划 产量 的 需要 时 ,从 供给 和 需求 两 方面 产生 的 约束 条 件 彼此 
就 是 互 不 相 容 的 ; 或 者 ,由 于 设备 维修 、 能 源 供应 、 其 他 产品 生产 需要 等 原因 ,计划 期 内 可 
以 提供 的 设备 工时 不 能 满足 计划 产量 工时 需要 时 ,也 会 产生 彼此 互 不 相 容 的 情况 。 

第 三 ,线性 规划 解 的 可 行 性 和 最 优 性 具有 十 分 明确 的 意义 ,但 那 都 是 针对 特定 数学 模 
型 而 言 的 。 在 实际 问题 中 ,决策 者 需要 计划 人 员 提 供 的 不 是 严格 的 数学 上 的 最 优 解 , 而 是 
可 以 帮助 作出 最 优 决策 的 参考 性 的 计划 ,或 是 提供 多 种 计划 方案 , 供 最 终 决 策 时 选择 。 

上 述 分 析 表 明 , 同 任何 其 他 决策 工具 一 样 ,线性 规划 并 不 是 完美 无 缺 的 。 在 处 理 实际 
问题 时 ,线性 规划 存在 着 由 其 "刚性 本质 所 注定 的 某 些 固有 的 局 限 性 。 现 代 决 策 强调 定 
量 分 析 和 定性 分 析 相 结合 ,强调 硬 技术 和 软 技术 相 结合 ,强调 矛盾 和 冲突 的 合理 性 ,强调 
妥协 和 让 步 的 必要 性 。 线 性 规划 无 法 胜任 这 些 要 求 。 

1961 年 , 查 恩 斯 (A. Charnes) 和 库 伯 (W. W. Cooper) 提 出 目标 规划 (goal programming) ， 
得 到 广泛 重视 和 较 快 发 展 。 目 标 规划 在 处 理 实际 决策 问题 时 ,承认 各 项 决策 要 求 (即使 是 
冲突 的 ) 的 存在 有 其 合理 性 ; 在 做 最 终 决 策 时 ,不 强调 其 绝对 意义 上 的 最 优 性 。 由 于 目标 
规划 在 一 定 程度 上 弥补 了 线性 规划 的 上 述 局 限 性 ,因此 ,目标 规划 被 认为 是 一 种 较 之 线性 
规划 更 接近 于 实际 决策 过 程 的 决策 工具 。 


二 、 目 标 规划 的 数学 模型 


例 2 假设 在 例 1 中 ,计划 人 员 被 要 求 考虑 如 下 的 意见 : 

(1) 由 于 产品 下 销售 疲 软 , 故 希望 产品 开 的 产量 不 超过 产品 工 的 一 半 :; 

(2) 原材料 严重 短缺 ,生产 中 应 避免 过 量 消耗 ; 

(3) 最 好 能 节约 4h 设备 工时 ; 

(4) 计划 利润 不 少 于 48 元 。 

面 对 这 些 意见 ,计划 人 员 需 要 会 同 有 关 各 方 作 进一步 的 协调 ,最 后 达成 了 一 致意 见 : 
原材料 使 用 限额 不 得 突破 ; 产品 卫 产 量 要 求 必须 优先 考虑 ; 设备 工时 间 题 其 次 考虑 ; 最 
后 考虑 计划 利润 的 要 求 。 类 似 这 样 的 多 目标 决策 问题 是 典型 的 目标 规划 问题 。 

目标 规划 数学 模型 涉及 下 述 基 本 概念 : 

1. 偏差 变量 

对 每 一 个 决策 目标 ,引入 正 、 负 偏差 变量 d+ 和 <- ,分 别 表示 决策 值 超过 或 不 足 目 标 
值 的 部 分 。 按 定义 应 有 dt* 宇 0.d” 宇 0. d+ vd 一 0。 

2. 绝对 约 东 和 目标 约束 

绝对 约束 是 指 必须 严格 满足 的 约束 条 件 . 如 线性 规划 中 的 约束 条 件 都 是 绝对 约束 。 
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绝对 约束 是 硬 约束 ,对 它 的 满足 与 否 .决定 了 解 的 可 行 性 。 目 标 约束 是 目标 规划 特有 的 概 
念 ,是 一 种 软 约束 ,目标 约束 中 决策 值 和 目标 值 之 间 的 差异 用 偏差 变量 表示 。 

3. 优先 因子 和 权 系数 

不 同 目标 的 主 次 轻重 有 两 种 差别 。 一 种 差别 是 绝对 的 ,可 用 优先 因子 已 来 表示 。 只 
有 在 高 级 优先 因子 对 应 的 目标 已 满足 的 基础 上 ,才能 考虑 较 低级 优先 因子 对 应 的 目标 ; 
在 考虑 低级 优先 因子 对 应 的 目标 时 , 绝 不 允许 违背 已 满足 的 高 级 优先 因子 对 应 的 目标 。 
优先 因子 间 的 关系 为 已 六 Pr* 即 Pi 对 应 的 目标 比 Pi++ 对 应 的 目标 有 绝对 的 优先 性 。 
另 一 种 差别 是 相对 的 ,这 些 目标 具有 相同 的 优先 因子 ,它们 的 重要 程度 可 用 权 系 数 的 不 同 
来 表示 。 

4. 目标 规划 的 目标 函数 

目标 规划 的 目标 函数 (又 称 为 准则 函数 或 达成 函数 ) 由 各 目标 约束 的 偏差 变量 及 相应 
的 优先 因子 和 权 系 数 构成 。 由 于 目标 规划 追求 的 是 尽 可 能 接近 各 既定 日 标 值 ,也 就 是 使 
各 有 关 偏 差 变 量 尽 可 能 小 ,所 以 其 目标 函数 只 能 是 极 小 化 。 应 用 时 ,有 三 种 基本 表达 式 : 

(1) 要 求 恰好 达到 目标 值 。 这 时 ,决策 值 超过 或 不 足 目标 值 都 是 不 希望 的 ,因此 有 

min{Ccdr 二 ec)} 
(2) 要 求 不 超过 目标 值 ,但 允许 不 足 目标 值 。 这 时 ,不 希望 决策 值 超过 目标 值 , 因 


min{ f(d*)} 
(3) 要 求 不 低 于 目标 值 ,但 允许 超过 目标 值 。 这 时 :不 希望 决策 值 低 于 目标 值 , 因 
此 有 
min{ Fa )》 
除 以 上 三 种 基本 表达 式 外 ,目标 规划 的 目标 函数 还 可 以 有 其 他 表达 式 , 如 
min{d 一 d+ )} 和 min{d+ 一 d”)}) 等 ,但 很 少 使 用 。 
根据 上 述 概念 , 例 2 的 目标 规划 数学 模型 如 下 : 
min{ Pidi , Padi , Pads)} 


57x1 十 10zz 之 60 (4. 1a) 
看 一 225， 十 而 一直 = 0 (4. 1b) 
s. t. 14z1 十 4zs i 一 36 (4. 1c) 
6x1 十 8zz +dis—di 一 48 (4. 1d) 


TisT2sdi sdt 0 (一 1,2,3) 
其 中 , 式 (4. 1a) 为 绝对 约束 , 式 (4.1b) \ 式 (4. 1c) \ 式 (4. 1d) 为 目标 约束 。 根 据 题 意 , P; 为 
两 种 产品 产量 要 求 的 优先 因子 : P; 为 节约 工时 要 求 的 优先 因子 ; Ps 为 计划 利润 要 求 的 
优先 因子 ,它们 应 满足 P, 福 P: 福 P:。 
目标 规划 数学 模型 的 一 般 形 式 为 


他 运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


min 


K 
Pl DP Wiadr + widt)) = 1,2,.0°,L 
R=l 


Dszitadr—dt=g (k=1,2,.,K) 
5 一 1 


Ti 宕 0 (=1,2,.…,n) 
disdt 二 0 (k=1,2,.…,K) 
模型 式 (4.2) 中 g 为 第 k 个 目标 约束 的 预期 目标 值 ,Wz 和 W 让 为 Pi 优先 因子 对 应 各 目 
标的 权 系数 。 
在 建立 目标 规划 数学 模型 时 ,需要 确定 预期 目标 值 .优先 级 和 权 系 数 等 ,应 当 综 合 运 
用 各 种 决策 技术 , 尽 可 能 地 减少 主观 片面 性 。 
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对 于 只 有 两 个 决策 变量 的 目标 规划 问题 ,可 以 用 图 解 方法 来 求解 。 

在 用 图 解法 解 目 标 规划 时 ,首先 必须 满足 所 有 绝对 约束 。 在 此 基础 上 , 青 按照 优先 级 
从 高 到 低 的 顺序 ,逐个 地 考虑 各 个 目标 约束 。 一 般 地 , 若 优先 因子 P; 对 应 的 解 空间 为 R;， 
则 优先 因子 Pi+ 对 应 的 解 空 间 只 能 在 R; 中 考虑 , 即 Rin 刁 Rj。 若 Rj 隆信 :而 Rin 二 人 O， 
则 R; 中 的 解 为 目标 规划 的 满意 解 , 它 只 能 保证 满足 P1 ,Ps,…,P; 级 目标 ,而 不 保证 满足 
其 后 的 各 级 目标 。 

例 3 用 图 解法 解 例 2 的 目标 规划 模型 。 

解 ” 解 题 过 程 见 图 4-1。 


i (i = 1,2,°,m) (4.2) 
FE 
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图 4-1 中 ,AOAB 区 域 是 满足 绝对 约束 (4. 1a) 和 非 负 条 件 的 解 空间 。 对 于 所 有 目标 
约束 ,去 掉 偏 差 变 量 , 画 出 相应 直线 ,然后 标 出 偏差 变量 变化 时 直线 平移 方向 , 见 图 4-1 
所 示 。 

按 优先 级 高 低 , 首 先 考 虑 Pi ,此 时 要 求 min di ,因而 解 空间 Ri 为 人 OAC 区 域 ; 再 考 
虐 P; ,此 时 要 求 min di ,因而 解 空 间 R; 为 人 ODC 区 域 ; 最 后 考虑 Ps, 此 时 要 求 min di ， 
因而 解 空间 Rs 为 四 边 形 EDCF 区 域 。 容易 求 得 ,DD,C, 下 四 点 的 坐标 分 别 为 (8,0)、 
(9,0)、(6,3)、(4.8,2.4), 故 问题 的 解 可 表示 为 

a1(8,0) 十 a2(9,0) 十 a3(6,3) 十 a4(4.8,2.4) 
一 (8a 十 9az 十 6a3 十 4. 8a4 ,3a3 十 2.4a4) 

其 中 : al ,az vas was 宇 0,ai 十 az 十 as 十 a4 二 1。 

本 题解 能 满足 式 (4. 1) 的 所 有 目标 的 要 求 , 即 能 使 min x==0, 这 种 情况 并 不 总 是 出 
现 , 即 很 多 目标 规划 问题 只 能 满足 前 面 P; 级 目标 的 要 求 。 

例 4 用 图 解法 解 下 面 的 目标 规划 。 
min{ Pidi , Pzdi , Ps(5ds + 3d7) ,Pdt} 


2 十 27zs 十 而 一 时 一 6 (4. 3a) 

Zl 十 2zz +dz—di =9 (4. 3b) 

S. t. 4X1 —272 +ds—d# 一 4 (4. 3c) 
2 +di—dt =2 (4. 3d) 


and 0 (= L303 
解 ” 解 题 过 程 见 图 4-2。 


图 4-2 


从 图 4-2 可 见 , 在 考虑 Pl 和 P: 的 目标 后 . 解 空间 R: 为 四 边 形 ABCD 区 域 。 在 考虑 
P; 的 目标 时 ,为 使 di 尽 可 能 小 :应 在 EF 右 下 方 ; 为 使 df 尽 可 能 小 ,应 在 GH 上方， 
在 四 边 形 ABCD 内 两 者 无 公共 区 域 。 比 较 两 个 最 接近 的 点 G 和 E, 解 出 G 点 坐标 为 
(5,2) ,EE 点 坐标 为 (6.5,1.25) ,将 其 分 别 代入 式 (4. 3c) 和 式 (4. 3d) ,可 得 G 点 处 ds 一 1， 
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dr = 二 0,5dy 十 3d 二 5,EE 点 处 ds = 二 0,d# 二 0.75,5ds 十 3dr 二 2. 25, 比较 找 出 小 者 为 点 
E(6.5,1.25)。 所 以 ,问题 的 满意 解 为 z1 二 6.5,zx: 一 1. 25。 

在 用 图 解法 解 目标 规划 时 ,可 能 会 遇 到 下 面 两 种 情况 。 

一 种 情况 是 像 例 3 那样 ,最 后 一 级 目标 的 解 空间 非 空 。 这 时 得 到 的 解 能 满足 所 有 目 
标的 要 求 。 当 解 不 唯一 时 (如 例 3,Rs 为 四 边 形 EDCF 区 域 ) ,决策 者 在 作 实 际 决策 时 究 
竟 选 择 哪 一 个 解 ,完全 取决 于 决策 者 自身 的 考虑 。 

另 一 种 情况 是 像 例 4 那样 ,得 到 的 解 不 能 满足 所 有 目标 。 这 时 ,我 们 要 做 的 是 寻找 满 
意 解 ,使 它 尽 可 能 满足 高 级 别 的 目标 ,同时 又 使 它 对 那些 不 能 满足 的 较 低 级 别 目标 的 偏离 
程度 尽 可 能 的 小 。 如 在 例 4 中, 解 空间 Rs 三 思 。 于 是 我 们 在 R:( 四 边 形 ABCD 区 域 ) 中 
选择 也 点 , 它 满足 P! 和 P: 的 目标 。 对 P; 的 目标 , 它 只 满足 di 一 0, 而 df 一 0 未 能 满 
足 (df 二 0.75)。 至 于 更 低级 的 Ps 目标 d= 二 0, 它 也 不 能 满足 (di 二 3)。 必 须 注意 的 是 ， 
在 考虑 低级 别 目标 时 ,不 能 破坏 已 经 满足 的 高 级 别 目标 ,这 是 目标 规划 的 基本 原则 。 但 
是 ,也 不 能 因此 认为 , 当 高 级 别 目标 不 能 满足 时 ,其 后 的 低级 别 目标 也 一 定 不 能 被 满足 。 
事实 上 ,在 有 些 目标 规划 中 , 当 某 一 优先 级 的 目标 不 能 满足 时 ,其 后 的 某 些 低 级 别 目标 仍 
有 可 能 被 满足 。 


第 三 节 解 目 标 规划 的 单纯 形 ;: 


目标 规划 的 数学 模型 实际 上 是 最 小 化 型 的 线性 规划 ,可 以 用 单纯 形 法 求解 ,下 面 分 三 
种 不 同方 法 求解 。 


一 、 检验 数 分 列 的 单纯 形 法 


因 目 标 规 划 中 的 目标 函数 是 各 偏差 变量 乘 上 相应 优先 因子 的 线性 组 合 。 因 此 ,在 判 
别 各 检验 数 的 正 负 及 大 小 时 ,必须 注意 Pi 全 P; 人 Ps 写 … 当 所 有 检验 数 都 已 满足 最 优 性 
条 件 (c 一 x; 宇 0) 时 ,从 最 终 单纯 形 表 上 就 可 以 得 到 目标 规划 的 解 。 

例 5 用 单纯 形 法 解 例 2。 

解 引入 松弛 变量 rs ,将 例 2 的 目标 规划 模型 化 为 线性 规划 标准 形式 : 
min {Pidi ,Pzdi ,Pscds} 


5zl 十 10zs 十 zs 一 60 

2 一 十 在 一 导 一 0 
s. t. 44x1 十 47zz +dz—di = 36 
6x1 十 8zz +ds—di 一 48 


mrssdi 0 1 一 1253 
用 单纯 形 法 解 上 面 的 标准 形式 。 解 题 过程 的 单纯 形 表 见 表 4-2。 
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表 4-2 
GG 0 0 0 Pl 0 0 P: Ps 0 
Cs | 和 b zi rs Zs dr dr dy d# dy d# 
0 T3 60 5 10 » 0 0 0 0 0 0 
Py | :ds 0 [1 -= 0 = 0 0 0 0 
I 0 |az | 36 4 4 0 0 0 | 一 1 0 0 
Ps | di | 48 6 8 0 0 0 0 0 1 一 1 
Pi = 2 0 0 1 0 0 0 0 
C= 也: 0 0 0 0 0 0 1 0 0 
Ps = = 0 0 0 0 0 0 1 
0 T3 60 0 20 » = 5 0 0 0 0 
0 zl 0 1 一 2 0 1 = 0 0 0 0 
I 0 lazr | 36 0 季 0 一 4 | 一 1 0 0 
Ps | ds 48 0 [20] 0 一 6 6 0 0 1 一 浊 
Py 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
如 一 可 P. 0 0 0 0 0 0 i 0 0 
也， 0 一 20 0 6 一 阁 0 0 0 1 
0 zs 12 0 0 1 1 -= 0 0 = 1 
和 0 zi | 24/5 1 0 0 2/5 一 2/5 0 0 1/10 —1/10 
0 |ar |36/5| 0 0 0 一 215 2/5 1 = = Wi 
0 T2 12/5 0 n 0 —3/10. .3/10 0 0 1/20 —1/20 
Pi 0 0 0 i 0 0 0 0 0 
wn P; 0 0 0 0 0 0 YL 0 0 
P, 0 0 0 0 0 0 0 1 0 


表 4-2 中 ,单纯 形 表 工 为 初始 单纯 形 表 。 其 中 , 非 基 变量 zx 的 检验 数 一 P 一 6P: 一 0， 
其 他 非 基 变量 检验 数 均 非 负 , 故 确定 zi 为 换 入 变量 。 按 最 小 比值 规则 ,确定 基 变 量 dT 
为 换 出 变量 。 经 迭代 变换 得 单纯 形 表 本 。 在 单纯 形 表 开 中 . 非 基 变量 z 和 cr 的 检验 数 
皆 负 ,但 zx, 的 检验 数 更 小 些 . 故 确定 zs 为 换 入 变量 。 按 最 小 比值 规则 ,di 为 换 出 变量 。 
经 迭代 变换 得 单纯 形 表 下 。 由 于 单纯 形 表 看 中 所 有 非 基 变 量 检验 数 皆 非 负 , 故 单纯 形 表 
亚 为 最 终 单纯 形 表 。 因 此 ,从 单纯 形 表 下 得 例 2 的 一 个 满意 解 一 24/5 一 4. 8, zz 一 
12/5 一 2.4, 此 即 图 4-1 中 下 点 。 

在 单纯 形 表 开 中 ,由 于 非 基 变量 dt 和 di 的 检验 数 都 是 零 , 故 知 例 2 有 多 重 最 优 解 
(满意 解 ) 。 如 以 dr 为 换 入 变量 继续 迭代 .可 得 计算 结果 信 ; 如 以 di 为 换 入 变量 继续 选 
代 , 可 得 计算 结果 V 。 再 从 KW 或 V 的 结果 继续 迭代 可 得 结果 W。 下 面 将 个 、V 、WL 的 计算 
结果 及 对 应 图 4-1 中 的 点 列表 显示 , 见 表 4-3。 


综 上 所 述 , 例 2 的 解 为 以 上 四 个 满意 解 ( 即 C,D,E.F 四 点 ) 的 凸 组 合 。 而 且 , 由 单纯 
形 表 焉 、.W 、V 、W 中 可 知 , 各 非 基 变量 检验 数 中 三 个 优先 因子 的 系数 全 部 非 负 ,这 表示 任 
何 一 个 满意 解 都 能 满足 所 有 目标 的 要 求 。 单 纯 形 法 和 图 解法 的 解 题 结果 完 全 一 致 。 

例 6 用 单纯 形 法 解 例 4。 

解 ” 解 题 过 程 见 表 4-4。 表 4-4 给 出 了 单纯 形 法 求解 时 的 初始 单纯 形 表 ( 工 ) 和 经 5 
步 迭 代 后 的 最 终 单纯 形 表 (VI) 。 


表 4-4 

ci 0 0 Pi P, 0 P; 5Ps 0 3P: 0 

Ce Xs b Tl Ts di dr dz d# ds d# ds dt 

Pi di 6 间 2 | 0 0 0 0 0 0 

0 dz 9 1 2 0 0 1 一 0 0 0 0 

5Ps | ds 4 i = 潮 0 0 0 0 | | 0 0 
1 3Ps | di 2 0 1 0 0 0 0 0 0 1 一 
Ps | 一 2 0 1 0 0 0 0 0 0 

P; 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

we P，| -5 7 0 0 0 0 0 5 0 3 

Pp, 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

0 xm |13/2| 1 0 0 0 bs = V2 =/2 0 

也 dr 3 0 0 一 入 1 1 | 0 0 0 0 
3Ps |dr | 3/4 | 0 0 0 一 = 

0 zz | 5/4 | 0 1 0 0 一 0 0 

P; 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
P; 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

EE Ps 0 0 0 0 3/4 一 3/4 17/4 3/4 0 3 

Pp, 0 0 i 0 = 1 0 0 0 0 


从 表 4-4 的 最 终 单纯 形 表 可 以 看 到 ,所 有 非 基 变量 的 检验 数 都 已 非 负 。 从 线性 规划 
的 角度 看 ,该 解 为 最 优 解 , 它 对 应 图 4-2 中 的 王 点 。 但 是 ,作为 目标 规划 ,该 解 只 是 一 个 
满意 解 ,因为 它 并 没有 能 满足 所 有 的 目标 要 求 。 事 实 上 ,在 检验 数 cj 一 z; 中 ,虽然 优先 因 
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子 Pl 和 Ps 的 系数 皆 为 非 负 ,但 优先 因子 P: 和 Ps 的 系数 中 还 有 负 系 数 。 这 表明 ,作为 
目标 规划 ,.P, 和 P: 优先 因子 各 目标 皆 已 满足 ,但 Ps 和 Ps 优先 因子 各 目标 并 未 全 部 满 
足 。 对 于 Ps 优先 因子 而 言 ,由 于 ds 一 0 和 dr 一 3/4, 故 它 的 两 个 目标 中 ,ds 一 0 已 实现 ， 
但 di 一 0 的 目标 未 实现 。 对 于 Ps 优先 因子 而 言 ,由 于 di 二 3, 故 dt 一 0 的 目标 并 未 实 
现 。 以 上 结果 同 图 解法 的 结果 ( 见 图 4-2) 完 全 一 致 。 


二 、 对 优先 因子 给 定 权 重 的 计算 方法 


由 前 述 目 标 规划 中 的 优先 因子 应 满足 Pi 全 P; 写 P…, 因 此 不 妨 在 模型 中 假设 优先 
因子 Pi 的 权重 等 于 10 ,由 此 本 章 例 2 的 目标 规划 模型 就 可 表示 为 
min{100di 二 10d# 二 ds) 


5zi 十 10zs 过 60 
| Zz1 —27zst+ di 一 地 = 必 
s.t. 44x1 十 4zsz +dz 一 地 一 36 
6x1 十 8zz 十 必 —di = 48 


2 0 Gi= 1253) 
这 样 就 不 需要 在 单纯 形 法 计算 中 将 优先 级 分 列 , 只 需 按 一 般 单纯 形 法 进行 计算 即 可 。 
本 题 用 单纯 形 法 计算 得 到 的 最 终 表 见 表 4-5。 


表 4-5 
zi za zs di dt ds dz ds dt 
x 12 0 0 1 1 | 0 0 = 1 
zi 24/5 1 0 0 2/5 =2/5 0 0 1/10 | 一 1/10 
dy 36/5 0 0 0 一 2/5 | 2/5 1 = 和 -3/5 3/5 
rs 12/5 0 1 0 一 3/10 | 3/10 0 0 1/20 | 一 1/20 
局 一 区 0 0 0 100 0 0 10 1 0 


表 中 结果 对 应 图 4-1 的 下 点 , 因 非 基 变 量 df .dz 的 检验 数 均 为 零 . 故 继续 和 迭代 ,可 
找 出 图 4-1 中 的 C.D\E 点 。 


、 优 先 级 分 层 优化 的 计算 方法 


因 目 标 规划 求解 时 ,遵循 从 高 优先 级 到 低 优 先 级 逐 层 优化 的 原则 , 故 为 保证 较 低层 级 
的 优化 在 较 高 层级 优化 的 约束 范围 内 进行 。 可 将 上 一 层级 目标 的 优化 值 作为 约束 ,加 到 
下 一 层 的 模型 中 ,这 种 方法 也 称 为 字典 序 计算 法 .下面 仍 以 本 章 例 2 用 作 说 明 。 

先 列 出 例 2 第 一 层级 的 优化 模型 : 


他 
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min dr 
5zi 十 10zs+ zs 一 60 
X1 一 2zz 十 五 —dt = 
s. t. 4 471 二 4zz 十 dz —di 一 36 
6zl 十 8zz 十 dz —di 一 48 


mmm 0 Wl 0 (= L253) 
解 得 五 王 0,z 一 0,zs 一 60,di = 二 0,di = 二 0,dz = 二 36,di = 二 0,dy = 二 48,d# 二 0。 将 di =0 
加 到 第 一 层级 的 优化 模型 中 , 写 出 第 二 层级 的 优化 模型 : 


min di 
5zi 十 10zxz+ zs = 60 
Ti — 2 +dr 一 地 =0 
4zl 十 4zz 十 dz —d# 一 36 
6 +ds —dit =48 
dr =0 


nin id 0 (la 
解 得 x1==0,xz= 二 0,xs 二 60,d7 = 二 0,dt+ 二 0,dz 二 36,dit 二 0,d5 二 48,d# 二 0。 青 将 
dz 二 0 加 到 第 二 层级 的 优化 模型 中 , 写 出 第 三 层级 的 优化 模型 : 


min ds 
Szit+ 10z3+ rs 一 60 
ii — 十 d 必 一 性 一 0 
4z1 十 4zs 十 cz 一 地 一 36 
st.46zi 十 8zz 十 dz —di 一 48 
ci 一 0 
di =0 


idm td dt 0 C= 1,273) 
解 得 一 4.8,zrz 一 2.4,zrs 一 12,cdi 二 0,d+ 二 0,dz 二 7.2,di# 二 0,dy 一 0,d# 一 0。 这 
个 解 对 应 图 4-1 中 的 下 点 或 表 4-2 的 计算 结果 型。 


第 四 节 目标 规划 的 灵敏 度 分 析 


在 目标 规划 建 模 时 ,目标 优先 级 和 权 系 数 的 确定 往往 带 有 一 定 的 主观 性 ,因此 ,对 它 
们 的 灵敏 度 分 析 是 目标 规划 灵敏 度 分 析 的 主要 内 容 。 目 标 规 划 灵 敏 度 分 析 的 方法 、 原 理 
同 线 性 规划 的 灵敏 度 分 析 本 质 上 相同 .下 面 通过 例子 讲述 。 

例 7 对 例 4 的 目标 规划 问题 ,已 求 得 满意 解 为 zi 一 13/2,zs 一 5/4( 见 表 4-4)。 现 
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决策 者 想 知 道 , 目 标 函 数 中 各 目标 的 优先 因子 和 权 系数 对 最 终 解 的 影响 。 为 此 ,提出 了 下 
面 两 个 灵敏 度 分 析 问 题 , 即 目 标 函 数 分 别 变 为 : 

(1) min{Rdi ,Bdi .Pdr ,P (5ds +3d7 )} 

(2) min{Pidi ,Pzdi ,Ps (Wids 十 Wasdr ),Pidi } (Wi1i,W:>0) 

解 ”目标 了 数 的 变化 仅 影 响 原 解 的 最 优 性 , 即 各 变量 的 检验 数 。 因 此 ,应 当先 考察 检 
验 数 的 变化 ,然后 再 作 适 当 的 处 理 。 

1. 当 目标 函数 变 为 (1) ,就 是 要 了 解 交换 第 三 和 第 四 优先 级 目标 对 原 解 的 影响 。 此 
时 ,单纯 形 表 变 为 表 4-6。 


表 4-6 
& 0 0 Pi Ps 0 P: 5P, 0 3P, 0 
Cs | Xs b rl zt di dr dz d# ds 地 ds dt 
0 x |13/2 | 1 0 0 0 i 0 
Ps | ar 3 0 0 = 1 1 = 0 0 0 0 
3Ps | dr | 3/4 0 0 0 0 —1/4 1/4 1/4 —1/4 1 = 
0 zz | 5/4 0 1 0 0 1/4 一 1/4 一 /4 1/4 0 0 
已 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
P; 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Ps 0 0 i 0 一 1 1 0 0 0 0 
P, 0 0 0 0 3/4 —3/4 17/4 3/4 0 a 


从 表 4-6 可 见 , 原 解 最 优 性 已 被 破坏 (dz 的 检验 数 一 P; 十 之 Pi 一 0) , 故 应 用 单纯 形 
法 继续 求解 。 见 表 4-7。 


表 4-7 
ci 0 0 Pi P， 0 P: 5P, 0 3P, 0 
Ce Xp b Tl Ts di dr dz d# ds di dr dr 
0 x1 5 dl 0 1/2 一 1/2 0 0 WW2 一 M2 而 0 
0 | dz 3 0 0 = 1 1 | 0 0 0 0 
3P, | adr | 3/2 0 0 —1/4 1/4 0 0 1/4 —1/4 1 一 1 
0 z 1/2 0 1 1/4 —1/4 0 ov = i 0 0 
已 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
P: 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
Ps 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
PP 0 0 2 一 52 ot 0 17/4 3/4 0 3 


从 表 4-7 可 知 , 第 三 和 第 四 优先 级 目标 交换 后 , 原 满意 解 已 失去 了 最 优 性 。 新 的 满意 
解 为 zi 一 5,zz 一 1/2, 即 图 4-2 中 下 点 。 

2. 当 目 标 函 数 变 为 (2) ,就 是 要 了 解 第 三 优先 级 中 两 目标 权 系数 取 值 对 原 解 的 影响 。 
此 时 ,单纯 形 表 变 为 表 4-8。 

从 表 4-8 可 知 , 原 解 是 否 改变 取决 于 di 的 检验 数 Wi 一 W/4。 因 此 : 

当 Wi 一 W2/4 二 0, 即 Wi/WW:1/4 时 , 原 解 不 变 , 仍 为 xz1 二 13/2,xs 二 5/4, 即 图 4-2 
中 五 点 ; 


表 4-8 
上 0 0 本 .下 0 P: WiP;s 0  WsP 0 
Ce | Xe b Xx xz dr dt dy < dy di dr dt 
0 a |13/2| 1 0 0 0 1/2  —1/2 2 一 1/2 0 0 
也 dr 3 0 0 一 和 | 1 一 0 0 0 0 
WiPsl dr |34 | 0 0 0 机 一 W 1/4 一 一 1 
0 z |5/4 | 0 1 0 0 1/4 —1/4 一 1/4 1/4 0 0 
0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 
P; 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
人 克 P |o 0 0 0 Wo —W/AW—W/4 Wi/4 0 WwW: 
P, 0 0 | 0 一 1 1 0 0 0 0 


当 Wi/W: 二 1/4 时 , 原 解 改 变 。 用 单纯 形 法 继续 求解 ,可 得 新 的 满意 解 zi 一 5,zz 一 2 
(此 时 ,dz = 二 3,d7 二 0), 即 图 4-2 中 G 点 ; 

当 Wi/W2: 二 1/4 时 ,EE 点 和 G 点 皆 为 满意 解 。 

从 上 面 的 分 析 可 知 ,第 三 优先 级 两 目标 权 系 数 的 改变 有 可 能 会 影响 所 得 的 满意 解 。 解 
的 变化 取决 于 两 目标 权 系数 的 比值 W/W ,其 临界 点 为 1/4。 事 实 上 ,在 前 两 优先 级 目标 均 
已 被 满足 的 条 件 下 ,如 满足 ds = 二 0, 则 使 dF 二 3/4; 如 满足 di 一 0, 则 使 ds = 二 3。d# /dy 
1/4。 如 将 W1/Wz 看 作 同 一 优先 级 下 两 目标 重要 程度 的 比较 ,而 将 di /ds 看 作 因此 而 引 
起 的 不 满足 程度 的 比较 , 则 两 者 的 一 致 恰好 说 明了 目标 规划 中 权 系 数 的 作用 和 意义 。 

若 用 图 解法 作 灵敏 度 分 析 , 当 114 二 Wi,/ 砚 :二 1 时 , 因 Wl 二 W; ,我 们 会 以 为 满意 解 是 
G 点 ,这 是 错误 的 。 图 解法 虽然 有 直观 形象 的 优点 ,但 不 能 识别 权 系数 取 值 的 微妙 作用 和 
意义 ,往往 将 目标 权 系数 的 大 小 差别 混同 于 优先 级 的 高 低 。 


第 五 节 目标 规划 应 用 举例 


目标 规划 是 一 种 十 分 有 用 的 多 目标 决策 工具 ,有 着 广泛 的 实际 应 用 。 
例 8 运输 问题 一 章 的 例 1 中 给 出 了 产地 Al、As .As 和 销 地 Bi .B。 .Ba 、B, 的 各 自 产 
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销量 及 各 产销 地 之 间 的 单位 运 价 , 见 表 4-9( 同 表 3-2)。 现 假定 : 
P1: B, 是 重点 单位 ,希望 销量 增 至 12 单位 ,并 尽量 满足 ; 
P: : Bi 需求 量 中 至 少 有 6 个 单位 来 自 Az; 
Ps : Bs 、Bs、B, 的 需求 量 应 均 不 少 于 90% 得 到 满足 ; 
Ps : 因 路 况 较 差 , 从 As 至 B 的 运 量 不 要 超过 8 单位 ; 
Ps : 使 总 运费 尽 可 能 节省 。 
试 找 出 问题 的 满意 解 。 


表 4-9 
产地 销 地 B B; Ba B, 产量 
4 12 4 11 
Ai 16 
2 10 3 9 
As 10 
8 5 11 6 
As 22 
销量 8 14 12 14 48 


解 ” 原 运输 问题 的 最 小 运费 为 244。 设 从 A; 运往 Bi 的 物品 数量 为 zj; (i 二 1,2,3; 
j 二 1,2,3,4) ,问题 的 目标 规划 模型 为 : 
min z = {Pidi ,Pzds ,Ps(dz + ds +d7),Pdt ,Psdt} 


mt (4.4a) 

Xa 十 X22 十 X23 十 Xa 三 10 (4.4b) 

Xal 十 X32 十 X33 十 x4 三 22 (4.4c) 

zi 十 za 十 za 十 厅 一 性 一 12 (4.4d) 

ri 十 Taz 十 Ta 十 dz 一 dt = 12.6 (4.4e) 

Zis 十 Zz 十 X33 十 ds 一 d# 二 10.8 (4.41) 

Se i Fi = (4.4g) 
zat+ds—dt=6 C03 

zu tdr—dt=8 CAD 

(4.4j) 


3 a 
> esrys +drt+dt =244 


zardisdt S00i=1,2,3;j =, ,4; k=1,.,7) 


模型 中 各 约束 的 含义 为 : 
式 (4. 4a) 至 式 (4. 4c) 是 产量 的 约束 ; 
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式 (4.4d) 至 式 (4. 4g) 是 考虑 了 实际 情况 后 的 需求 量 约束 ; 

式 (4.4h) 为 B 由 As 供应 量 的 目标 约束 ; 

式 (4. 4 为 由 As 至 B 路 况 对 运 量 的 限制 ; 

式 (4.4) 使 运费 尽 可 能 节省 的 目标 约束 。 

目标 函数 则 反映 了 使 优先 级 各 不 相同 的 5 项 目标 不 被 满足 的 程度 尽 可 能 小 的 总 目标 。 

解 上 面 的 目标 规划 ,可 得 使 各 方面 尽 可 能 满意 的 调运 方案 , 见 表 4-10。 相 应 的 总 运 
费 为 238.4 元 。 

表 4-10 


8.0 22 
10.8 12.6 


该 调运 方案 满足 Pi ,P,P;,P,Ps 各 优先 级 目标 ,总 运费 的 减少 
主要 是 因为 B, 需求 量 的 增加 :而 从 As 至 Bi 的 单位 运 价 又 较 低 的 
原因 。 


习 题 
4.1 若 用 以 下 表达 式 作 为 日 标 规划 的 目标 函数 ,其 逻辑 是 否 正 确 ? 为 什么 ? 
(1) max{d- +d+) (2) max {C- 一 cd+)} 
(3) min{cd- 十 cd+》 (4) min {d- 一 dt+》 


4.2 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 目标 规划 中 正 偏差 变量 应 取 正 值 , 负 偏 差 变 量 应 取 负 值 ; 

(2) 目标 规划 的 目标 函数 中 含 决策 变量 与 偏差 变量 ; 

(3) 同一 目标 约束 中 的 一 对 偏差 变量 di .di 至 少 一 个 取 值 为 零 ; 
(4) 只 含 目 标 约束 的 目标 规划 模型 一 定 存在 满意 解 。 

4.3 用 图 解法 解 下 列 目标 规划 问题 : 


(1) min{ Pidi , Ps (2d# + di#) ,Psdt)} 
2zi 十 zz +di—dt = 150 
| +dz—di = 40 
S. t. 
zz 二 dys di = 40 


miande dl 0 (一 1253) 
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(2) min{ Pi(d} + dt), Pzdt ,Psdz ,Prds +1.5d7))} 
Zi 十 zz 十 di 一 dt 40 
zi 十 zz 十 dz 一 di 100 
总 沁 +d—di =30 
总 二 而 = 大 三 是 
Eo go 
4.4 用 单纯 形 法 解 下 列 目 标 规划 问题 : 


Cy min{Pi(di + dt),P2dz ,Psds ,Ps(5di# + 3d#)} 
XT 十 zz 二 di 一 dt = 800 
lr +dz—di = 2500 


| 3zs 十 如 一 导 = 1400 
Ee rh 

(2) 对 (1) 作 灵敏 度 分 析 , 若 目标 函数 改变 为 

min{Pids ,Pa(di + dt), Pydi, Plsdt + 3di)) 

4.5 某 成 品 酒 有 三 种 商标 ( 红 、 黄 、 蓝 ) ,都 是 由 三 种 原料 酒 (等 级 工 、 了 [\、 夺 ) 兑 制 而 
成 。 三 种 等 级 的 原料 酒 的 日 供应 量 和 成 本 见 表 4-11, 三 种 商标 的 成 品 酒 的 兑 制 要 求 和 售 
价 见 表 4-12。 决 策 者 规定 : 首先 是 必须 严格 按 规定 比例 兑 制 各 商标 的 酒 ; 其 次 是 获 利 最 
大 ; 最 后 是 红 商 标的 酒 每 天 至 少 生 产 2 000kg。 试 列 出 该 问题 的 数学 模型 。 


表 411 
等 级 日 供应 量 /kg 成 本 /元 /kg 
I 1500 6 
I 2 000 4.5 
了 I 1000 3 
表 4-12 
商标 兑 制 要 求 /% 售 价 /( 元 /kg) 
红 9 
和 
I 多 于 50 
亚 少 于 70 
5.0 
a 1 多 于 20 
亚 少 于 50 
4.8 
I 多 于 10 


4.6 公司 决定 使 用 1 000 万 元 新 产品 开发 基金 开发 A、B、C 三 种 新 产品 。 经 预测 估 
计 , 开 发 A、B、C 三 种 新 产品 的 投资 利润 率 分 别 为 5%、7%、10%。 由 于 新 产品 开发 有 一 
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定 风险 ,公司 研究 后 确定 了 下 列 优先 顺序 目标 : 


第 一 ,A 产品 至 少 投资 300 万 元 ; 

第 二 ,为 分 散 投资 风险 ,任何 一 种 新 产品 的 开发 投资 不 超过 开发 基金 总 额 的 35%; 

第 三 ,应 至 少 留 有 10% 的 开发 基金 ,以 备 急 用 ; 

第 四 ,使 总 的 投资 利润 最 大 。 

试 建立 投资 分 配方 案 的 目标 规划 模型 。 

4.7 已 知 单位 牛奶 .牛肉 、 鸡 蛋 中 的 维生素 及 胆固醇 含量 等 有 关 数 据 见 表 4-13。 如 
果 只 考虑 这 三 种 食物 ,并 且 设 立 了 下 列 三 个 目标 : 

第 一 ,满足 三 种 维生素 的 每 日 最 小 需要 量 ; 

第 二 ,使 每 日 摄 入 的 胆固醇 最 少 ; 

第 三 ,使 每 日 购买 食品 的 费用 最 少 。 

要 求 建立 问题 的 目标 规划 模型 。 


表 413 
牛奶 (500g) 牛肉 (500g) 鸡蛋 (500g) | 每 日 最 小 需要 量 /mg 
1 1 10 1 
B 100 10 10 30 
维生素 D/mg 10 100 10 10 
胆 辕 醇 / 单 位 70 50 120 
费用 /元 LS 8 4 


4.8 金 源 公司 生产 三 种 产品 ,其 整个 计划 期 分 为 三 个 阶段 。 


定 各 个 阶段 各 种 产品 的 生产 数量 。 
计划 受 市 场 需求 ,设备 台 时 、 财 务 资 金 等 方面 条 件 的 约束 ,有 关 数 据 如 表 4 14 和 表 和 415 
所 示 。 假 设计 划 期 初 及 期 末 各 种 产品 的 库存 量 皆 为 零 。 


现 需 编制 生产 计划 , 确 


表 4-14 台 
雪 示 产品 1 2 3 
1 500 750 900 
2 680 800 800 
3 800 950 1000 
表 4-15 
产品 每 台 产品 资源 消耗 (占用 ) 量 pe 
项 目 2 7 每 阶段 资源 消耗 (占用 ) 限 客 
设备 工作 台 时 /h 2.0 1.0 -| 5 000 
流动 资金 占用 量 /元 40 20 55 93 000 
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公司 设 定 以 下 三 个 优先 等 级 的 目标 : 
已 : 及 时 供 货 ,保证 需求 ,尽量 减少 缺 货 ,并 且 第 三 种 产品 及 时 供 货 的 重要 性 相当 于 


第 一 种 第 二 种 产品 的 2 倍 ; 
Ps: 尽量 使 各 阶段 加 工 设备 不 超 负荷 ; 
Ps : 流动 资金 占用 量 不 超过 限额 ; 
要 求 建 立 目标 规划 的 模型 。 


HAPTER 5 
第 五 章 
整数 规划 


第 一 节 ”整数 规划 的 数学 模型 及 解 的 特点 


一 、 整 数 规划 数学 模型 的 一 般 形 式 


要 求 一 部 分 或 全 部 决策 变量 必须 取 整 数值 的 规划 问题 称 为 整数 规划 (integer 
programming,IP) 。 不 考虑 整数 条 件 ,由 余下 的 目标 函数 和 约束 条 件 构成 的 规划 问题 称 为 该 
整数 规划 问题 的 松弛 问题 (slack problem) 。 若 松弛 问题 是 一 个 线性 规划 , 则 称 该 整数 规 
划 为 整数 线性 规划 (integer linear programming)。 整 数 线性 规划 数学 模型 的 一 般 形式 为 


max( 或 min)z 一 cizi (5. 1a) 
A 
Daszji 三 (或 =, 或 宇 )b， (i = 1,2,…,m) (5. 1b) 
S. t.< 十 
[ © 一 1,2,… ,77) (5. 1c) 
zivray ,ZX 中 部 分 或 全 部 取 整 数 (5. 1d) 


整数 线性 规划 问题 可 以 分 为 下 列 几 种 类 型 : 

1. 纯 整数 线性 规划 (pure integer linear programming) : 指 全 部 决策 变量 都 必须 取 整 
数值 的 整数 线性 规划 。 有 时 :也 称 为 全 整数 规划 。 

2. 混合 整数 线性 规划 (mixed integer linear programming) : 指 决 策 变 量 中 有 一 部 分 
必须 取 整 数值 , 另 一 部 分 可 以 不 取 整 数值 的 整数 线性 规划 。 

3. 0-1 型 整数 线性 规划 (zero-one integer linear programming) : 指 决策 变量 只 能 取 
值 0 或 1 的 整数 线性 规划 。 

本 章 仅 讨论 整数 线性 规划 。 后 面 提 到 的 整数 规划 ,一 般 都 是 指 整数 线性 规划 。 
二 、 整 数 规划 的 例子 

例 1 本 书 第 一 章 例 11 给 出 了 一 个 海河 市 公交 公司 人 员 各 时 间 段 班次 安排 问题 。 
表 5-1 给 出 了 该 公司 上 班 时 间 段 及 所 需 人 员 数 ,问题 中 提出 该 公司 需 配 备 多 少 人 员 ,才能 
满足 公司 的 正常 运转 。 
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表 5-1 
时 间 自 5:00 一 7:00 7:00 一 9:00 9:00 一 11:00 11:00 一 13:00 13:00 一 15:00 
所 需 人 数 26 50 34 40 38 
时 间 段 15:00 一 17:00 17:00 一 19:00 19:00 一 21:00 21:00 一 23:00 
所 需 人 数 50 46 36 26 


设 zi za，…,zs 分 别 为 从 5:00 至 17:00 各 时 段 开 始 时 上 班 人 数 ,该 题 列 出 了 如 下 线 


性 规划 模型 : 
minz= ZI 十 zz 十 … 十 zy 
Xi 宇 26 i 二 50 
ZI 十 Xz 二 50 5 十 Ze 十 Z7 之 46 
Wt ma 宇 34 Xe 二 x1 宇 36 
站 40 X71 宇 26 
Xs 十 十 之 38 Xi 宇 0 (j=1,.,7) 


实际 上 要 求 xz;(j 二 1,… ,7) 必 须 取 整 数值 ,所 以 这 蚌 一 个 整数 规划 问题 。 

例 2 现 有 资金 总 额 为 B。 可 供 选择 的 投资 项 目 有 nn 个 ,项 目 j 所 需 投 资 额 和 预期 收 
益 分 别 为 a; 和 cj(j 二 1,2,…,n)。 此 外 ,由 于 种 种 原因 ,有 三 个 附加 条 件 : 第 一 , 若 选择 项 
目 1, 就 必须 同时 选择 项 目 2。 反 之 , 则 不 一 定 ; 第 二 ,项 目 3 和 项 目 4 中 至 少 选择 一 个 ; 
第 三 ,项 目 5、 项 目 6 和 项 目 7 中 恰好 选择 两 个 。 应 当 怎 样 选择 投资 项 目 , 才 能 使 总 预期 
收益 最 大 ? 

解 ” 每 一 个 投资 项 目 都 有 被 选择 和 不 被 选择 两 种 可 能 ,为 此 令 
{ 对 项 目 j 投资 


0 ”对 项 目 j 不 投资 


这 样 ,问题 可 表示 为 


n 
max >x 一 > Cj 
i=1 


Pari<B 
省 本 


之 工 ! 
Ss.t. 
| 
zs 十 zs 十 z 一 2 


2 一 0 或 1 GG = 1,2,.5n) 
这 是 一 个 0-1 规划 问题 。 其 中 ,中 间 三 个 约束 条 件 分 别 对 应 三 个 附加 条 件 。 
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例 3 工厂 A, 和 As 生产 某 种 物资 。 由 于 该 种 物资 供不应求 , 故 需要 再 建 一 家 工厂 。 
相应 的 建 厂 方案 有 As 和 As 两 个 。 这 种 物资 的 需求 地 有 Bi ,B: ,Bs,B4 四 个 。 各 工厂 年 
生产 能 力 、 各 地 年 需求 量 、 各 厂 至 各 需求 地 的 单位 物资 运费 cj (i,j 王 1,2,3,4) 见 表 5-2。 


表 5-2 
元 & 生产 能 力 / 
cj/( 万 元 /k) ; B。 Bs B， 
(kt/ 年 ) 
A 

Ai 2 9 3 4 400 

A: 8 3 5 7 600 

As 7 6 1 200 

As 4 5 2 5 200 
需求 量 (kt/ 年 ) 350 400 300 150 


工厂 As 或 A, 开工 后 ,每 年 的 生产 费用 估计 分 别 为 1 200 万 元 或 1 500 万 元 。 现 要 决 
定 应 该 建设 工厂 As 还 是 A, ,才能 使 今后 每 年 的 总 费用 ( 即 全 部 物资 运费 和 新 工厂 生产 费 
用 之 和 ) 最 少 。 

解 这 是 一 个 物资 运输 问题 ,其 特点 是 事先 不 能 确定 应 该 建 As 和 A 中 的 哪 一 个 ， 
因而 不 知道 新 厂 投产 后 的 实际 生产 费用 。 为 此 ,引入 0-1 变量 


1 车 建 工厂 As 
’ 若 建 工厂 A， 
再 设 zj 为 由 A; 运往 Bi 的 物资 数量 (ij 一 1.2,3,4) ,单位 是 千 吨 ; = 表示 总 费用 , 单 
位 是 万 元 。 
问题 的 数学 模型 为 
min z 一 bp Sa 十 [1 200y 十 1500(1 一 y)] 
=1 j=1 
Xn 十 Xa 十 Xa 十 Xn 一 350 (5. 2a) 
Xz 十 Tw 十 X32 十 Tt2 一 400 (5. 2b) 
Tis 十 Xa 十 Xs 十 Ts 一 300 (5. 2c) 
5 (5.2d) 
Zn 十 Ziz 十 Zis 十 Zu 一 400 (5. 2e) 
aa (5. 2f) 
Xa 十 X32 十 X33 十 Xa 一 200y 《5 2g) 
Za 十 Zi 十 zs 十 zu 一 200(1 一 y) (5.2h) 
zjy 宇 0 (i,j = 1,2,3,4) (5. 2i) 
y 二 0 或 1 (5. 2j) 
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上 述 数 学 模型 中 ,目标 函数 由 两 部 分 组 成 ,和 式 部 分 为 由 各 工厂 运往 各 需求 地 的 物资 
总 运费 ,加 号 后 的 中 括号 部 分 为 建 工厂 As 或 A 后 相应 的 生产 费用 。 约 束 条 件 (5. 2a) 一 
约束 条 件 (5. 2h) 为 供需 平衡 条 件 。 约 束 条 件 (5. 2g) 和 约束 条 件 (5. 2h) 中 含 0-1 变量 y。 
若 > 一 1, 表 示 建 工厂 As。 此 时 ,约束 条 件 (5. 2g) 就 是 对 工厂 As 的 运 出 量 约束 。 青 由 约 
束 条 件 (5. 2h), 必 有 zu 一 zz 一 zts 一 Zu 一 0; 反之 , 若 y 一 0, 表 示 建 工厂 At。 

显然 ,这 是 一 个 混合 整数 规划 问题 。 


三 、 解 的 特点 


整数 线性 规划 及 其 松弛 问题 ,从 解 的 特点 上 来 说 ,二 者 之 间 既 有 密切 的 联系 ,又 有 本 
质 的 区 别 。 

松弛 问题 作为 一 个 线性 规划 问题 ,其 可 行 解 的 集合 是 一 个 凸 集 ,任意 两 个 可 行 解 的 凸 
组 合 仍 为 可 行 解 。 整 数 规划 问题 的 可 行 解 集合 是 它 的 松弛 问题 可 行 解 集合 的 一 个 子 集 ， 
任意 两 个 可 行 解 的 凸 组 合 不 一 定 满足 整数 约束 条 件 , 因 而 不 一 定 仍 为 可 行 解 。 由 于 整数 
规划 问题 的 可 行 解 一 定 也 是 它 的 松弛 问题 的 可 行 解 ( 反 之 则 不 一 定 ) ,所 以 ,前 者 最 优 解 的 
目标 函数 值 不 会 优 于 后 者 最 优 解 的 目标 函数 值 。 

在 一 般 情况 下 ,松弛 问题 的 最 优 解 不 会 刚好 满足 变量 的 整数 约束 条 件 ,因而 不 是 整数 
规划 的 可 行 解 , 自然 就 不 是 整数 规划 的 最 优 解 。 此 时 ,车 对 松弛 问题 的 这 个 最 优 解 中 不 符 
合 整 数 要 求 的 分 量 简 单 地 取 整 ,所 得 到 的 解 不 一 定 是 整数 规划 问题 的 最 优 解 ,甚至 也 不 一 
定 是 整数 规划 问题 的 可 行 解 。 

例 4 考虑 下 面 的 整数 规划 问题 : 

max z= zl 十 4zz 

一 2zi 十 3zz 和 3 
8 

zlvzz 二 0 且 取 整数 

图 5-1 中 四 边 形 OBPC 及 其 内 部 为 松弛 问题 的 可 行 域 .其 中 那些 整数 格 点 为 整数 
规划 问题 的 可 行 解 。 根 据 目 标 函 数 等 值 线 的 优化 方向 ,从 直观 可 知 ,P 点 (zi 二 18/7， 
Zz 王 19/7) 是 其 松弛 问题 的 最 优 解 , 其 目标 函数 值 = 二 94/7。 在 P 点 附近 对 zk 和 xz 简 
单 取 整 ,可 得 四 点 : A1、Az、A， 和 A,。 其 中 ,A, 和 A; 为 非 可 行 解 ; As 和 As 虽 为 整数 
可 行 解 , 但 不 是 最 优 解 。 本 例 整 数 规划 的 最 优 解 为 A 点 (zi 一 4,zz 二 2), 其 目标 函数 
信之 二 12。 

由 于 整数 规划 及 其 松弛 问题 之 间 的 上 述 特殊 关系 , 像 例 4 中 先 求 松弛 问题 最 优 解 ,再 
用 简单 取 整 的 方法 虽然 直观 简单 , 却 并 不 是 求解 整数 规划 的 有 效 方法 。 


第 二 节 ” 解 纯 整 数 规划 的 割 平面 法 


考虑 纯 整 数 规 划 问 题 
max 之 一 Doz; (5, 3a) 
j=l1 

> apm = 6 C= 1,2,,m) (5. 3b) 

S。 t, 人 
Ti 宇 0 人 一 1,2.…,72) (5. 3c) 
- 三 (5. 3d) 
2i 取 整 数 G = 1,2,°%,n) 


设 其 中 ur G 一 1.2.…:223 7 一 1.2. s0) 和 bi(i 二 1,2,…,m) 皆 为 整数 ( 若 不 为 整数 时 ,可 
乘 上 一 个 倍数 化 为 整数 ) 。 
纯 整 数 规划 的 松弛 问题 由 式 (5. 3a) 、 式 (5. 3b) 和 式 (5. 3c) 构 成 ,是 一 个 线性 规划 问 
题 ,可 以 用 单纯 形 法 求解 。 在 松弛 问题 的 最 优 单纯 形 表 中 , 记 Q 为 m 个 基 变量 的 下 标 集 
合 ,K 为 n 一 m 个 非 基 变量 的 下 标 集 合 , 则 m 个 约束 方程 可 表示 为 
Zzi+ Dasri=b: i€EQ (5.4) 
JE 天 
而 对 应 的 最 优 解 半 ”二 (x? ,zx2 ,… ,x2 ) ,其 中 
a jEQ 
” 0 jEK 
若 各 5;(j EQ) 皆 为 整数 . 则 XX* 满足 式 (5. 3d) ,因而 就 是 纯 整 数 规划 的 最 优 解 ; 若 各 
5;(jEQ) 不 全 为 整数 . 则 XX* 不 满足 式 (5. 3d) ,因而 就 不 是 纯 整 数 规划 的 可 行 解 , 自 然 也 
不 是 原 整 数 规划 的 最 优 解 。 
用 制 平面 法 (cutting plane approach) 解 整数 规划 时 , 若 其 松弛 问题 的 最 优 解 X 不满 
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足 式 (5.3d) , 则 从 "的 非 整 分 量 中 选取 一 个 ,用 以 构造 一 个 线性 约束 条 件 , 将 其 加 入 原 
松弛 问题 中 ,形成 一 个 新 的 线性 规划 ,然后 求解 之 。 若 新 的 最 优 解 满足 整数 要 求 , 则 它 就 
是 整数 规划 的 最 优 解 ; 否则 ,重复 上 述 步骤 ,直到 获得 整数 最 优 解 为 止 。 

为 最 终 获得 整数 最 优 解 ,每 次 增加 的 线性 约束 条 件 应 当 具备 两 个 基本 性 质 : 其 一 是 
已 获得 的 不 符合 整数 要 求 的 线性 规划 最 优 解 不 满足 该 线性 约束 条 件 ,从 而 不 可 能 在 以 后 
的 解 中 再 出 现 ; 其 二 是 凡 整 数 可 行 解 均 满足 该 线性 约束 条 件 ,因而 整数 最 优 解 始终 被 保 
留 在 每 次 形成 的 线性 规划 可 行 域 中 。 

为 此 ,车 5,(io E Q) 不 是 整数 ,在 式 (5. 4) 中 对 应 的 约束 方程 为 

zh 二 2) dzi = 6 (5. 6) 
jEK 


其 中 ,zi 和 zj (jEK) 按 式 (5. 3d) 应 为 整数 ; 5; 按 假设 不 是 整数 ; ai,;(jEK) 可 能 是 整 
数 , 也 可 能 不 是 整数 。 

分 解 cuv 和 05 成 两 部 分 。 一 部 分 是 不 超过 该 数 的 最 大 整数 , 另 一 部 分 是 余下 的 小 
数 。 即 
a 三 Nay 十 fi Ni 三 a 且 为 整数 ，0 寺 fisy 三 1G EK) (5.7) 


站 


二 Ni 十， Ni 二 5 且 为 整数 ，0 二 fi 过 1 (5. 8) 
把 式 (5.7) 和 式 (5.8) 代 入 式 (5.6), 移 项 后 得 
zt DNisri— Ns = fo — PD four (5.9) 
JEK JE 天 


式 (5.9) 中 ,左边 是 一 个 整数 ,右边 是 一 个 小 于 1 的 数 ,因此 有 fi 一 uf 过 0, 即 
Df <— fo (5. 10) 
jEK 

现在 ,来 考察 线性 约束 条 件 (5.10) 的 性 质 : 
一 方面 .由 于 式 (5.10) 中 jEK., 所 以 ,如 将 XX" 代 入 ,各 zx; 作为 非 基 变量 皆 为 0, 因 

而 有 

0<—f, 
这 和 式 (5.8) 了 矛盾 。 由 此 可 见 .XX* 不 满足 式 (5. 10)。 
另外 .满足 式 (5. 3b)、 式 (5. 3c) 和 式 (5. 3d) 的 任何 一 个 整数 可 行 解 X 一 定 也 满足 

式 (5.4)。 式 (5.6) 是 式 (5. 4) 中 的 一 个 表达 式 ,当然 也 满足 。 因 而 X 必定 满足 式 (5.9) 和 

式 (5.10)。 由 此 可 知 , 任 何 整数 可 行 解 一 定 能 满足 式 (5. 10) 。 

综 上 所 述 ,线性 约束 条 件 (5. 10) 具 备 上 述 两 个 基本 性 质 。 将 式 (5. 10) 和 式 (5. 3a)、 

式 (5. 3b) \ 式 (5.3c) 合 并 ,构成 一 个 新 的 线性 规划 。 记 R 为 原 松弛 问题 可 行 域 .R' 为 新 的 

线性 规划 可 行 域 。 从 几何 意义 上 看 , 式 (5. 10) 实 际 上 对 尺 做 了 一 次 “切割 ”, 在 留 下 的 R' 

中 ,保留 了 整数 规划 的 所 有 整数 可 行 解 .但 不 符合 整数 要 求 的 X* 被 “切割 ? 掉 了 。 随 着 
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“切割 ”过程 的 不 断 继续 ,整数 规划 最 优 解 最 终 有 机 会 成 为 某 个 线性 规划 可 行 域 的 顶点 , 作 
为 该 线性 规划 的 最 优 解 而 被 解 得 。 
割 平面 法 在 1958 年 由 高 莫 瑞 (R. E.Gomory) 首 先 提出 , 故 又 称 Gomory 割 平面 法 。 
在 割 平面 法 中 ,每 次 增加 的 用 于 ”切割 ”的 线性 约束 称 为 割 平面 约束 或 Gomory 约束 。 构 
造 割 平面 约束 的 方法 很 多 ,但 式 (5. 10) 是 最 常用 的 一 种 , 它 可 以 从 相应 线性 规划 的 最 终 单 
纯 形 表 中 直接 产生 。 
实际 解 题 时 ,经 验 表明 若 从 最 优 单 纯 形 表 中 选择 具有 最 大 小 (分 ) 数 部 分 的 非 整 分 量 
所 在 行 构造 割 平面 约束 ,往往 可 以 提高 “切割 ”效果 ,减少 切割” 次数。 
例 5 用 制 平面 法 求解 纯 整 数 规划 
max z= 3T1— Zz 
3zi 一 2zs 过 3 
5 站 2 0 


I 5 
= 宇 0 
Zivyzsz 为 整数 
解 引入 松弛 变量 zs ,zi'zs' 将 问题 化 为 标准 形式 ,用 单纯 形 法 解 其 松弛 问题 ,得 最 


优 单纯 形 表 , 见 表 5-3。 


表 5-3 
co 3 = 0 0 0 
Cs Xs b Xl 2 Ts Ts Ts 
3 Tl 13/7 0 1/7 0 2/7 
= Ty 9/7 0 | = 0 3/7 
0 Ta 31/7 0 0 一 3/7 Ll 22/7 
一 好 0 0 一 5/7 0 一 3/7 


由 于 4b 列 各 分 数 中 xz 二 13/7 有 最 大 小 数 部 分 6/7, 故 从 表 5-4 中 第 一 行 产生 割 平面 
约束 。 按 照 式 (5. 10) , 制 平面 约束 为 


一 二 一 二 地 C6: 1a) 
引入 松弛 变量 zs ,得 割 平面 方程 

1 2 6 _ 

Te 一 一 (1 的 


将 式 (5.11b) 并 和 人 表 5-3 ,然后 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 ,得 表 5-4。 
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表 5-4 
ci 如 | 0 0 0 0 
Cs Xs b Tl T2 Ts Ts Xs Te 
3 tl 13/7 1 0 1/7 0 2/7 0 
= T2 9/7 0 1 = 0 a3/ 0 
0 re 31/7 0 0 = 1 22/7 0 
0 zs 一 6/7 0 0 wt 0 | 1 
已 一 后 0 0 5 0 一 0 
3 zi 1 0 0 0 0 1 
= 六 rz 5/4 0 1. 0 一 1/4 0 一 /4 


类 似 地 ,从 表 5-4 中 最 后 一 个 单纯 形 表 的 第 四 行 产生 制 平面 约束 


一 二 x 一 地 < 一 六 (5.11c) 
引入 松弛 变量 zy ,得 割 平面 方程 
Tz Tz py 1 (5.11d) 
将 式 (5.11d) 并 人 表 5-4 中 最 后 一 个 单纯 形 表 ,然后 用 对 偶 单 纯 形 法 解 之 ,得 表 : 
表 5-5 
要 3 一 1 0 0 0 0 0 
Ce Xp b Tl 2 Za Ts Ts Te 77 
3 Tl 1 和 0 0 0 0 0 
= Ts 2 0 1 0 0 0 二 和 二 
0 za 4 0 0 1 0 0 一 5 一 2 
0 rs 1 0 0 0 0 1 一 1 1 
0 3 0 0 0 1 0 1 = 和 
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表 5-5 给 出 的 最 优 解 (zx1 ,zz ,zs,ztyzs,zeyzz)I 一 
(1,2,4,3,1,0,0) 已 满足 整数 要 求 , 因 而 , 原 整数 规划 
问题 的 最 优 解 为 

Xi 二 1],， xz:=2, maxz=1. 

如 果 ,在 先后 构造 的 割 平 面 约束 (5. 11a) 和 (5. 11c) 
中 ,将 各 变量 用 原 整数 规划 的 决策 变量 xz! 和 zx: 来 表 
示 , 则 式 (5. 11a) 和 式 (5. 11c) 成 为 x1 三 1 和 zi 十 zz 三 3。 
在 这 种 形式 下 “切割 ”的 几何 意义 是 显而易见 的 , 见 
图 5-2。 

在 用 割 平面 法 解 整数 规划 时 ,常会 遇 到 收敛 很 慢 的 
情形 。 因 此 ,在 实际 使 用 时 ,有 时 往往 和 下 一 节 中 讲述 5-2 
的 分 支 定 界 法 配合 使 用 。 


酒 


第 三 节 ”分支 定 界 法 


分 支 定 界 法 (branch and bound method) 是 一 种 隐 枚 举 法 (implicit enumeration) 或 部 
分 枚 举 法 , 它 不 是 一 种 有 效 算法 ,是 枚 举 法 基础 上 的 改进 。 分 支 定 界 法 的 关键 是 分 支 和 
定 界 。 

若 整数 规划 的 松弛 问题 的 最 优 解 不 符合 整数 要 求 ,假设 x; 二 5; 不 符合 整数 要 求 ， 
[5;] 是 不 超过 5; 的 最 大 整数 , 则 构造 两 个 约束 条 件 : x; 二 [5] 和 xz; 宇 [5;j 十 1。 分 别 将 其 
并 入 上 述 松弛 问题 中 ,从 而 形成 两 个 分 支 . 即 两 个 后 继 问 题 。 两 个 后 继 问 题 的 可 行 域 中 包 
含 原 整 数 规划 问 题 的 所 有 可 行 解 。 而 在 原 松弛 问题 可 行 域 中 ,满足 [5;] 二 xz; 二 [5;] 十 1 
的 一 部 分 区 域 在 以 后 的 求解 过 程 中 被 遗弃 了 .然而 它 不 包含 整数 规划 的 任何 可 行 解 。 根 
据 需 要 ,各 后 继 问题 可 以 类 似 地 产生 自己 的 分 支 , 即 自己 的 后 继 问 题 。 如 此 不 断 继 续 , 直 
到 获得 整数 规划 的 最 优 解 。 这 就 是 所 谓 的 “分 支 ”。 

所 谓 “ 定 界 ”. 是 在 分 支 过 程 中 ,车 某 个 后 继 问 题 恰 巧 获 得 整数 规划 问题 的 一 个 可 行 
解 ,那么 , 它 的 目标 函数 值 就 是 一 个 “界限 ”, 可 作为 衡量 处 理 其 他 分 支 的 一 个 依据 。 因 为 
整数 规划 问题 的 可 行 解 集 是 它 的 松弛 问题 可 行 解 集 的 一 个 子 集 ,前 者 最 优 解 的 目标 函数 
值 不 会 优 于 后 者 最 优 解 的 目标 函数 值 。 所 以 ,对 于 那些 相应 松弛 问题 最 优 解 的 目标 函数 
值 劣 于 上 述 * 界 限 ? 值 的 后 继 问 题 , 就 可 以 剔除 而 不 再 考虑 了 。 当 然 , 如 果 在 以 后 的 分 支 过 
程 中 出 现 了 更 好 的 “界限 ”. 则 以 它 来 取代 原来 的 界限 .这 样 可 以 提高 求解 的 效率 。 

“分 支 ”为 整数 规划 最 优 解 的 出 现 缩减 了 搜索 范围 .而 “ 定 界 " 则 可 以 提高 搜索 的 效率 。 
经 验 表 明 ,在 可 能 的 情况 下 ,根据 对 实际 问题 的 了 解 事先 选择 一 个 合理 的 “界限 ”, 可 以 提 
高 分 支 定 界 法 的 搜索 效率 。 

下 面 ,通过 例子 来 阐明 分 支 定 界 法 的 基本 思想 和 一 般 步骤。 
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例 6 求解 


max z= Xi 二 zs 


9 5 
不 2 < 4 


时 一 2 十 zs 之 地 


Xi'T2 宇 0 
19T2 取 整 数 
解 ” 记 整数 规划 问题 为 (IP), 它 的 松弛 问题 为 (LP)。 图 5-3 中 S 为 (LP) 的 可 行 域 ， 
黑 点 表示 (IP) 的 可 行 解 。 用 单纯 形 法 解 (LP), 最 优 解 为 ri: 一 3/2,zz 一 10/3, 即 点 A， 
max z= 29/6。 
CLP) 的 最 优 解 不 符合 整数 要 求 ,可 任 选 一 个 变量 ,如 选择 zi 一 3/2 进行 分 支 。 由 于 
最 接近 3/2 的 整数 是 1 和 2, 因 而 可 以 构造 两 个 约束 条 件 
zi 守 2 (5,. 12a) 
和 
zl (5. 12b) 
将 式 (5.12a) 和 式 (5. 12b) 分 别 并 入 例 6 的 松弛 问题 (LP) 中 ,形成 两 个 分 支 , 即 后 继 问 题 
(LP1) 和 (LP2), 分 别 由 (LP) 及 式 (5. 12a) 和 (LP) 及 式 (5. 12b) 组 成 。 图 5-4 中 S 和 S: 
分 别 为 (LP1) 和 (LP;) 的 可 行 域 。 不 连通 的 域 S1U S: 中 包含 了 (IP) 的 所 有 可 行 解 ,S 中 
被 会 去 的 一 部 分 S\S1 US 中 不 包含 (IP) 的 任何 可 行 解 。 


你 


解 (LP1) ,最 优 解 为 zi 一 2,zz 一 23/9, 即 点 也 ,max xz 二 41/9。 点 B 仍 不 符合 整数 要 
求 ,再 解 (LP;)。(LP;) 最 优 解 为 x1 一 1,xs 二 7/3, 即 点 C,max z 王 10/3。 点 C 也 不 符合 整 
数 要 求 。 因 此 ,必须 继续 分 支 。 

由 于 41/9 之 10/3 ,所 以 优先 选择 Si 分 支 。 因 忆 点 zi 一 2, 而 zs 一 23/9 不 符合 整数 要 
求 . 故 可 以 构造 两 个 约束 条 件 


Z2 之 3 (5. 12c) 


zz< 妇 2 (5. 12d) 
将 式 (5.12c) 和 式 (5.12d) 分 别 并 入 (LP,) ,形成 两 个 新 分 支 , 即 (LP,) 的 后 继 问题 CLP+ ) 
和 (LPwz) ,分 别 由 (LP,) 及 式 (5. 12c) 和 (LP1) 及 式 (5. 12d) 组 成 。 图 5-5 中 Si 为 (CLPiz) 的 
可 行 域 。 由 于 式 (5. 12c) 和 (LP,) 不 相 容 , 故 (LP, ) 无 可 行 解 , 也 就 是 说 ,(LPn ) 的 可 行 域 
Su 为 空 集 ,所 以 只 需 考 虑 后 继 问 题 (LP ) 。 

在 Sa 上 解 (LPz) ,最 优 解 为 zi 一 33/14,zz 一 2, 即 图 5-5 中 点 D,max < 一 61/14。 

对 于 原 整数 规划 (IP) 来 说 ,至 此 还 剩 两 个 分 支 : 后 继 问题 CLP:) 和 (LPia)。 因 为 
(LPwz ) 的 最 优 解 目标 函数 值 比 (LPs) 的 大 ,所 以 优先 考虑 对 (LP1z) 进 行 分 支 。 

两 个 新 约束 条 件 为 

i (5. 12e) 
和 
x2 (5. 12f) 

类 似 地 ,形成 (LP ) 的 两 个 后 继 问 题 (LP1a) 和 (LP1izs)。 图 5-6 中 Sa 和 Si 分 别 为 它们 
的 可 行 域 ,其 中 Siz* 是 一 条 直线 段 。 

(CLPia ) 的 最 优 解 是 ri 一 3,zz 一 1, 即 图 5-6 中 点 琅 ,max < 一 4; (LP1zz) 的 最 优 解 是 
zi 一 2.zs 一 2, 即 图 5-6 中 点 下 ,max zx 二 4。 这 两 个 解 都 是 (IP) 的 可 行 解 , 且 目 标 函 数值 相 
等 。 至 此 ,可 以 肯定 两 点 : 第 一 ,在 Sa 和 Sizs 中 不 可 能 存在 比 玉 点 和 下 点 更 好 的 (IP) 的 
可 行 解 ,因此 不 必 再 在 它们 中 继续 搜索 ; 第 二 ,既然 点 下 和 点 下 都 是 (IP) 的 可 行 解 , 那 
么 ,它们 的 目标 函数 值 > 一 4 就 可 看 作 (IP) 最 优 解 的 目标 函数 值 的 一 个 界限 (对 于 最 大 化 
问题 ,是 下 界 ; 对 于 最 小 化 问题 ,是 上 界 ) 。 


已 


现在 ,尚未 检查 的 后 继 问 题 只 有 (LP;) 了 。 但 (LP;) 的 最 优 解 的 目标 函数 值 是 10/3， 
比 界限 4 小 。 因 此 ,S: 中 不 存在 目标 函数 值 比 4 大 的 (IP) 的 可 行 解 ,也 就 是 说 ,不 必 再 对 
(LP; ) 进 行 分 支 搜索 了 。 
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综 上 所 述 ,我 们 已 经 求 得 了 整数 规划 (IP) 的 两 个 最 优 解 。 它 们 分 别 是 x1 二 3,zx: 二 1 
和 zz 一 2,zz 一 2,max < 一 4。 


上 述 分 支 定 界 法 求解 的 过 程 可 用 图 5-7 来 表示 。 
四 4 
S |x=3/2, w=10/9 
=29/6 
四 


XI=2, X=23/9 
==41/9 


S| w=1,x=7/3 SI 


wm<2 >3 


D 
xX1=33/14, xz=2 
=61/14 


Su Su| ”无 可 行 解 


图 5-7 


分 支 定 界 法 解 整数 规划 的 一 般 步骤 如 下 : 

步骤 1: 称 整数 规划 问题 为 问题 A. 它 的 松弛 问题 为 问题 B, 以 x 表示 问题 A 的 目标 
函数 的 初始 界 ( 如 已 知 问题 A 的 一 个 可 行 解 , 则 可 取 它 的 目标 函数 值 为 z,，。 对 最 大 化 问 
题 A,z, 为 下 界 ; 对 最 小 化 问题 A,z 为 上 界 。 解 问题 B。 转 步骤 2; 

步 又 2: 如 问题 B 无 可 行 解 , 则 问题 A 也 无 可 行 解 ; 如 问题 B 的 最 优 解 符合 问题 A 
的 整数 要 求 , 则 它 就 是 问题 A 的 最 优 解 。 对 于 这 两 种 情况 ,求解 过 程 到 此 结束 。 如 问题 
B 的 最 优 解 存在 ,但 不 符合 问题 A 的 整数 要 求 , 则 转 步骤 3; 

步 又 3: 对 问题 B. 任 选 一 个 不 符合 整数 要 求 的 变量 进行 分 支 。 设 选择 zx; 二 5;, 且 设 
[5;] 为 不 超过 5; 的 最 大 整数 。 对 问题 B 分 别 增加 下 面 两 个 约束 条 件 中 的 一 个 : 

zi [5] 和 zj 这 [5;]+1, 

从 而 形成 两 个 后 继 问题 。 解 这 两 个 后 继 问 题 。 转 步骤 4; 

步骤 4: 考查 所 有 后 继 问 题 , 如 其 中 有 某 几 个 存在 最 优 解 , 且 其 最 优 解 满足 问题 A 的 
整数 要 求 , 则 以 它们 中 最 优 的 目标 函数 值 和 界 zx 作 比较 。 若 比 界 xs 更 优 , 则 以 其 取代 原 
来 的 界 x ,并 称 相应 的 后 继 问 题 为 问题 C。 否 则 .原来 的 界 zx; 不 变 。 转 步骤 5; 

步骤 5: 不 属于 C 的 后 继 问 题 中 , 称 存在 最 优 解 且 其 目标 函数 值 比 界 zs 更 优 的 后 继 
问题 为 待 检查 的 后 继 问 题 。 
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若 不 存在 待 检查 的 后 继 问 题 , 当 问题 C 存在 时 ,问题 C 的 最 优 解 就 是 问题 A 的 最 优 
解 ; 当 问 题 C 不 存在 时 ,和 界 xs 对 应 的 可 行 解 就 是 问题 A 的 最 优 解 。x* 即 为 问题 A 的 
最 优 解 的 目标 函数 值 .求解 到 此 结束 。 

车 存在 待 检 查 的 后 继 问 题 , 则 选择 其 中 目标 函数 值 最 优 的 一 个 后 继 问 题 ,改称 其 为 问 
题 B。 回 到 步骤 3。 

分 支 定 界 法 是 求解 整数 规划 的 较 好 方法 ,很 多 求解 整数 规划 的 计算 机 软件 是 根据 分 
支 定 界 法 原理 编写 的 ,同时 这 种 方法 也 适用 于 求解 混合 整数 规划 问题 ,在 实际 中 有 着 广泛 
应 用 。 
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一 、0-1 变量 及 其 应 用 


若 变量 只 能 取 值 0 或 1, 称 其 为 0-1 变量 。0-1 变量 作为 逻辑 变量 (logical variable) ， 
常 被 用 来 表示 系统 是 否 处 于 某 个 特定 状态 ,或 者 决策 时 是 否 取 某 个 特定 方案 。 例 如 
1 ， 当 决 策 取 方 案 已 时 
| 当 决策 不 取 方 案 已 时 ( 即 取 巨 时 ) 
当 问 题 含有 多 项 要 素 ,而 每 项 要 素 皆 有 两 种 选择 时 ,可 用 一 组 0-1 变量 来 描述 。 一 般 
地 , 设 问题 有 有 限 项 要 素 Ei,E,,…,E,, 其 中 每 项 E; 有 两 种 选择 A; 和 Aj(j 二 1,2,…， 
2) , 则 可 令 


= 


1 车 EE 选择 A; 
1 Cf 一 1.2.…,7) 


0 车 E 选择 A; 

在 应 用 中 ,有 时 会 遇 到 变量 可 以 取 多 个 整数 值 的 问题 。 这 时 ,利用 0-1 变量 是 二 进 制 
变量 (binary variable) 的 性 质 , 可 以 用 一 组 0-1 变量 来 取代 该 变量 。 例 如 ,变量 工 可 取 0 
与 9 之 间 的 任意 整数 时 ,可 令 

工 一 20zo 十 21zli 十 22zs 十 23zs 二 9 
其 中 ,zoyziyzzyzs 和 皆 为 0-1 变量 。 

0-1 变量 不 仅 广 泛 应 用 于 科学 技术 问题 .在 经 济 管理 问题 中 也 有 十 分 重要 的 应 用 。 

例 7 含有 相互 排斥 的 约束 条 件 的 问题 

设 工序 B 的 每 周 工 时 约束 条 件 为 

0. 3zl 十 0. 5zz 委 150 (5.13a) 
现在 假设 工序 B 还 有 一 种 新 的 加 工 方式 .相应 的 每 周 工时 约束 变 成 
0.2zi 十 0. 4zz 二 120 (5.18b) 
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如 果 工 序 B 只 能 从 两 种 加 工 方式 中 选择 一 种 ,那么 , 式 (5. 13a) 和 式 (5. 13b) 就 成 为 两 个 
相互 排斥 的 约束 条 件 。 为 了 统一 在 一 个 问题 中 ,引入 0-1 变量 
车工 序 B 采 用 原 加 工 方式 
Wh = 


1 若 工序 召 不 采用 原 加 工 方式 


fi 车 工序 B 采 用 新 加 工 方式 
= 


1 车工 序 B 不 采用 新 加 工 方 式 
于 是 ,相互 排斥 的 约束 条 件 (5. 13a) 和 约束 条 件 (5. 13b) 可 用 下 列 三 个 约束 条 件 统一 起 来 : 


0.3z1 十 0.5zxz 过 150 十 Myi (5.13c) 
0.2z1 十 0.4zxz 二 120 十 My: (5. 13d) 
2 十 yz 一 1 (5, 13e) 


其 中 M 是 充分 大 的 数 。 由 于 式 (5. 13e) ,y 和 ys 中 必定 有 一 个 是 1, 另 一 个 是 0。 若 一 1， 
而 yz 二 0, 即 采用 新 加 工 方式 ,此 时 式 (5. 13d) 就 是 式 (5. 13b) ,而 式 (5. 13c) 自然 成 立 , 因 
而 是 多 余 的 ; 反之 ,车 y1 二 0,ys 二 1, 即 采用 原 加 工 方式 ,此 时 式 (5. 13c) 就 是 式 (5. 13a) ， 
而 式 (5.13d) 自然 成 立 , 因 而 是 多 余 的 。 

一 般 地 ,车 需要 从 p 个 约束 条 件 


Dasz; Xb (i=1,2,.,p) 
了 了 一】 


中 恰好 选择 g(g 二 p) 个 约 东 条 件 . 则 可 以 引入 p 个 0-1 变量 
-人 若 选择 第 i 个 约束 条 件 


1 若 不 选择 第 i 个 约束 条 件 


(i = 1,2,°,p) 
那么 ,约束 条 件 组 


| az < b+ My: 
onl 


3 = 
就 可 以 达到 这 个 目的 。 因 为 上 述 约束 条 件 组 保证 了 在 p 个 0-1 变量 中 有 p 一 gq 个 为 1,q 
个 为 0。 凡 取 0 值 的 y; 对 应 的 约束 条 件 即 为 原 约 束 条 件 ; 而 取 1 值 的 y; 对 应 的 约束 条 件 
将 自然 满足 ,因而 是 多 余 的 。 
例 8 固定 费用 问题 
有 三 种 资源 被 用 于 生产 三 种 产品 .资源 量 、 产 品 单 件 可 变 费 用 及 售 价 、 资 源 单 耗 量 及 
组 织 三 种 产品 生产 的 固定 费用 见 表 5-6。 要 求 制 订 一 个 生产 计划 ,使 总 收益 最 大 。 


表 5-6 
单 耗 量 \V 品 I 1 i 资源 量 
资源 

A 2 4 8 500 
B 2 3 4 300 
C 1 2 区 100 

单 件 可 变 费 用 4 5 6 

固定 费用 100 150 200 

单 件 售 价 8 10 12 


解 总 收益 等 于 销售 收入 减 去 生产 上 述 产品 的 固定 费用 和 可 变 费 用 之 和 。 建 模 碰 到 
的 困难 主要 是 事先 不 能 确切 知道 某 种 产品 是 否 生产 ,因而 不 能 确定 相应 的 固定 费用 是 否 
发 生 。 下 面 借助 0-1 变量 解决 这 个 困难 。 
设 zz 是 第 7 种 产品 的 产量 ,j 二 1,2,3; 再 设 
1 车 生产 第 j 种 产品 ( 即 xz; >> 0) 
| 若 不 生产 第 j 种 产品 ( 即 xz; 二 0) 
则 问题 的 整数 规划 模型 是 
maxxzx 一 (8 一 4)zi 十 (10 一 5)zz 十 (12 一 6)zs 一 100y 一 150ys 一 200ys 
2zi 十 4zs 十 8zs 委 500 
2zi 十 3zz 十 4zrs 三 300 
i 十 272 十 3zs 志 100 


zs 去 Mi 
S. ft pa a 
Ts SZ Msys 
Zi 之 0 且 为 整数 ，() = 1,2,3) 
yj 二 0 或 1， i 


其 中 Mi 为 x; 的 某 个 上 界 。 例 如 ,根据 第 3 个 约束 条 件 ,可 取 Mi 二 100,M; 二 50， 
Ms 一 34。 

如 果 生 产 第 7 种 产品 , 则 其 产量 羡 之 0。 此 时 ,由 约束 条 件 三 Mjyj, 知 yj 二 1。 因 
此 ,相应 的 固定 费用 在 目标 函数 中 将 被 考虑 。 如 果 不 生 产 第 j 种 产品 , 则 其 产量 x 二 0。 
此 时 ,由 约束 条 件 zz 三 Mjy; 可知 , 可 以 是 0, 也 可 以 是 1。 但 yj 二 1 不 利于 目标 函数 > 
的 最 大 化 ,因而 在 问题 的 最 优 解 中 必然 是 yj 一 0, 从 而 相应 的 固定 费用 在 目标 函数 中 将 不 

例 9 工件 排序 问题 

用 4 台 机 床 加 工 3 件 产 品 。 各 产品 的 机 床 加 工 顺序 ,以 及 产品 i 在 机 床 j 上 的 加 工 
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工时 己见 表 5-7。 


训 5-7 
Pd 和 ~ 和 DR 
人 测 庆 ~ ~ 4 


由 于 某 种 原因 ,产品 2 的 加 工 总 时 间 不 得 超过 4。 现 要 求 确定 各 件 产品 在 机 床上 的 
加 工 方案 ,使 在 最 短 的 时 间 内 加 工 完全 部 产品 。 

解 ” 设 六 表示 产品 字 在 机 床 ) 上 开始 加 工 的 时 间 (i 一 1,2,3; j 二 1,2,3,4)。 

下 面 将 逐步 列 出 问题 的 整数 规划 模型 。 

1. 同一 件 产品 在 不 同 机 床上 的 加 工 顺序 约束 

对 于 同一 件 产品 ,在 下 一 台 机 床上 加 工 的 开始 时 间 不 得 早 于 在 上 一 台 机 床上 加 工 的 
结束 时 间 , 故 应 有 


产 品 pe RP 
1: zu 十 an 过 za 及 zs 十 as 入 Zu 
[a 品 EP Pr， 
2: za 十 aa 和 zz 及 zz 十 azz 福 za 
产品 3: zaz 十 az 入 as 


2. 每 一 台 机 床 对 不 同 产品 的 加 工 顺序 约束 

一 台 机 床 在 工作 中 ,如 已 开始 的 加 工 还 没有 结束 , 则 不 能 开始 另 一 件 产品 的 加 工 。 对 
于 机 床 1, 有 两 种 加 工 顺序 。 或 先 加 工 产品 1, 后 加 工 产品 2; 或 反之 。 对 于 其 他 3 台 机 
床 , 情 况 也 类 似 。 为 了 容纳 两 种 相互 排斥 的 约束 条 件 ,对 于 每 台 机 床 , 分 别 引 入 0-1 变量 : 
0 先 加 工 某 件 产品 
= [Gs (i) 
1 先 加 工 另 一 件 产品 
那么 ,每 台 机 床上 加 工 产品 的 顺序 可 用 下 列 四 组 约束 条 件 来 保证 : 

机 床 1: zn tan<ra My 及 rataan<rn+tM(l—y) 

机 床 2: zz 十 azz 生 zs 十 Mys 及 zaz 十 as 和 zz 十 MCI 一 yz) 

机 床 3: zs 十 as 委 zss 十 Mys 及 zas 十 aa 之 zs 十 M(CI 一 ys) 

机 床 4: zu 十 au 过 zz 十 My 及 za 十 aa 夺 Tu 十 M(1 一 y4) 
其 中 M 是 一 个 足够 大 的 数 。 

各 y; 的 意义 是 明显 的 。 如 当 yi 二 0 时 ,表示 机 床 1 先 加 工 产品 1, 后 加 工 产品 2; 当 
N11 二 1 时 ,表示 机 床 1 先 加 工 产品 2, 后 加 工 产品 1。yz，ys，y4 的 意义 类 似 。 

3. 产品 2 的 加 工 总 时 间 约 束 

产品 2 的 开始 加 工时 间 是 zz ,结束 加 工时 间 是 zz 十 az ' 故 应 有 
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Xa+aa—zxa<d 
4. 目标 函数 的 建立 
设 全 部 产品 加 工 完毕 的 结束 时 间 为 W。 
由 于 三 件 产品 的 加 工 结束 时 间 分 别 为 zu 十 aa,za 十 aaszss 十 as , 故 全 部 产品 的 实 
际 加 工 结束 时 间 为 : 
W = max(zu Tau, Tz 十 azty zss 十 ass) 
因此 ,目标 卫 数 < 的 线性 表达 式 为 
minz=W 
W 宇 zu+au 
s.t, 4W > x az 
W 三 zss 十 ass 
综 上 所 述 , 例 9 的 整数 规划 模型 为 


minz=W 
Xu 二 an 二 zx1s X13 十 a 委 zss 十 Mys 
Zi 十 as 委 ZU Za 十 ass 委 zl 十 ML 一 ys) 
Za21 十 aal < xr Xu 十 au 委 Zz 十 My 
22 十 daz ST XI Xa 二 aa 委 Z4 十 MI 一 y4) 
az 十 daz 和 X33 Za 十 az 一 zs 妇 d 
s,t.4zn Ta za + Myi 机 过 zu 十 an 
zz 十 al 和 Zu 十 MG 一) Wr+tan 
X22 十 az 过 za 十 Moy: 太 二 Za 十 ass 
zsaz 十 aaz 扫 zza 十 MI 一 yz) 
XU TI3 rTM ,21 22 ,724732 3 内 二 0 
w= 好友 25354) 


二 、0-1 型 整数 规划 的 解法 


0-1 型 整数 规划 是 一 种 特殊 的 整数 规划 , 若 含 及 个 变量 , 则 可 以 产生 2” 个 可 能 的 
变量 组 合 。 当 n 较 大 时 ,采用 完全 枚 举 法 解 题 几乎 是 不 可 能 的 。 已 有 的 求解 0-1 型 整数 
规划 的 方法 一 般 都 属于 隐 枚 举 法 。 

在 2" 个 可 能 的 变量 组 合 中 ,往往 只 有 一 部 分 是 可 行 解 。 只 要 发 现 某 个 变量 组 合 不 满 
足 其 中 一 个 约 东 条 件 时 ,就 不 必 再 去 检验 其 他 约束 条 件 是 否 可 行 。 对 于 可 行 解 .其 目标 函 
数值 也 有 优 劣 之 分 。 若 已 发 现 一 个 可 行 解 , 则 根据 它 的 目标 函数 值 可 以 产生 一 个 过 滤 条 
件 (filtering constraint) , 即 对 于 目标 函数 值 比 它 差 的 变量 组 合 就 不 必 青 去 检验 它 的 可 行 
性 。 在 以 后 的 求解 过 程 中 ,每 当 发 现 比 原来 更 好 的 可 行 解 , 则 以 此 替换 原来 的 过 滤 条 件 。 


上 述 这 些 做 法 ,都 可 以 减少 运算 次 数 .使 最 优 解 能 较 快 地 被 发 现 。 
例 10 求解 0-1 整数 规划 


maxxz 一 3zl 一 2zz 十 5zs 


整数 规划 全 


Zi 十 2zz 一 Zo < 去 2 (5.14a) 
TI 十 47z 十 Ts 三 4 (5.14b) 
st.4zi 十 zs 去 3 (5.14c) 
4zz 十 zs 二 6 (5.14d) 
2 或 工 
解 ”求解 过 程 可 以 列表 表示 ( 见 表 5-8) 。 
表 5-8 
Crs zs) = 的 写 条 作 过 滤 条 件 
(0,0,0) 0 V = 二 0 
(0,0,1) 5 VY = 二 5 
(0,1,0) 
(0,1,1) 3 
(1,0,0) 3 
(1,0,1) 8 Vv VvVY = 之 8 
Cityoy 1 
Ci 6 


所 以 ,最 优 解 (x1 ,zz ,zs)T 一 (1,0,1)T7,max < 一 8。 
由 于 采用 上 述 算法 ,实际 只 做 了 20 次 运算 。 
为 了 进一步 减少 运算 量 , 常 按 日 标 函 数 中 各 变量 系数 的 大 小 顺序 重新 排列 各 变量 ,以 


使 最 优 解 有 可 


[能 较 早出 现 。 


题 , 则 相反 。 为 此 上 例 可 写成 下 列 形式 : 


max xz 一 5zs 十 3zl 一 2zz 


一 
Ts 十 zi 十 4zz 妇 14 
wi 

Xs 十 4rz 委 6 
zssT19T2 二 0 或 1 


对 于 最 大 化 问题 ,可 按 由 小 到 大 的 顺序 排列 ; 对 于 最 小 化 问 


(5.15a) 
(5.15b) 
(5.15c) 
(5.15d) 


求解 时 先 令 排 在 前 面 的 变量 取 值 为 1, 如 本 例 中 可 取 (zs,z1,zx2) 王 (1.0.0), 若 不 满 
足 约 束 条 件 时 ,可 调整 取 值 为 (0.1,0); 若 仍 不 满足 约束 条 件 ,可 退 为 取 值 (0.0.,1) 等 , 依 
次 类 推 。 据 此 改写 后 模型 的 求解 过 程 可 见 表 5-9。 


表 5-9 
ER = 什 瘤 家 荣 媳 过 滤 条 件 
(0,0,0) 0 M vvVY z 宕 0 
(1,0,0) 5 We z 之 5 
C15150) 8 WW = 二 8 


从 目标 函数 方程 看 到 ,x 值 已 不 可 能 再 增 大 ,(zs'zi'zz) 一 (1,1.0) 即 为 本 例 的 最 优 解 。 
采取 这 样 的 形式 用 上 法 解 此 例 , 可 以 很 大 程度 减少 运算 次 数 。 一 般 问题 的 规模 越 大 ， 
这 样 做 的 好 处 就 越 明 显 。 


第 五 节 指派 问题 


一 、 指 派 问题 的 标准 形式 及 其 数学 模型 


在 现实 生活 中 ,有 各 种 性 质 的 指派 问题 (assignment problem)。 例 如 ,有 若干 项 工作 
需要 分 配给 若干 人 (或 部 门 ) 来 完成 ;， 有 若干 项 合同 需要 选择 若干 个 投标 者 来 承包 ; 有 若 
下 班级 需要 安排 在 各 教室 里 上 课 等 。 诸 如 此 类 问题 ,它们 的 基本 要 求 是 在 满足 特定 的 指 
派 要 求 条 件 下 ,使 指派 方案 的 总 体 效果 最 佳 。 由 于 指派 问题 的 多 样 性 ,有 必要 定义 指派 问 
题 的 标准 形式 。 

指派 问题 的 标准 形式 (以 人 和 事 为 例 ) 是 : 有 nw 个 人 和 件 事 .已 知 第 i 人 做 第 j 事 的 
费用 为 cj (i,j 王 1.2,…,n) .要求 确定 人 和 事 之 间 的 一 一 对 应 的 指派 方案 ,使 完成 这 件 
事 的 总 费用 最 少 。 

一 般 称 和 矩阵 C= 二 (ci ),x* 为 指派 问题 的 系数 矩阵 (coefficient matrix) 。 在 实际 问题 中 ， 
根据 cr 的 具体 意义 ,矩阵 C 可 以 有 不 同 的 含义 ,如 费用 、 成 本 .时 间 等 。 系 数 和 矩阵 C 中 ,第 
i 行 中 各 元 素 表示 第 i 人 做 各 事 的 费用 ,第 j 列 各 元 素 表示 第 j 事由 各 人 做 的 费用 。 

为 了 建立 标准 指派 问题 的 数学 模型 ,引入 ww? 个 0-1 变量 ;: 

; 着 指派 第 ;人 做 第 j 事 |), 
rj 二 a = L293 


Gt 
0 若 不 指派 第 人 做 第 j 事 
这 样 ,问题 的 数学 模型 可 写成 


min z= >) Dozs (5.16a) 
{1 ft 
二 ,而 三 到 2523 克 (5.16b) 
i=1 
Ss.t.4 (5.16c) 
a (i=1,2 n) 
(5.16d) 


模型 中 ,约束 条 件 (5. 16b) 表 示 每 件 事 必 有 且 只 有 一 个 人 去 做 ,约束 条 件 (5. 16c) 表 示 每 个 
人 必 做 且 只 做 一 件 事 。 

对 于 问题 的 每 一 个 可 行 解 , 可 用 解 矩 阵 太一 (zz )sxs 来 表示 。 当 然 , 作 为 可 行 解 ,矩阵 
每 列 各 元 素 中 都 有 且 只 有 一 个 1, 以 满足 约束 条 件 (5. 16b); 每 行 各 元 素 中 都 有 且 只 有 一 
个 1, 以 满足 约束 条 件 (5. 16c) 。 指 派 问题 有 21! 个 可 行 解 。 

例 11 某 商 业 公司 计划 开办 5 家 新 商店 ,决定 由 5 家 建筑 公司 分 别 承建 。 已 知 建筑 
公司 Ai(i 一 1,2,…,5) 对 新 商店 B (一 1,2,…,5) 的 建造 费用 的 报价 (万 元 ) 为 cr (i,j 二 
1,2,…,5), 见 表 5-10。 如 仅 考虑 节省 费用 ,商业 公司 应 当 对 5 家 建筑 公司 怎样 分 配 建造 
任务 ,才能 使 总 的 建造 费用 最 少 ? 


表 5-10 
Ai 4 六 % 15 12 
As 7 9 17 14 10 
As 6 9 12 8 
A 6 mn 14 6 10 
As 6 9 12 10 6 


这 是 一 个 标准 的 指派 问题 。 若 设 0-1 变量 
| 当 A; 承建 Bj 时 
ry 一 


0 ” 当 A; 不 承建 B; 时 


(isj = 1,2,%,5) 


则 问题 的 数学 模型 为 
min z 一 4zi 十 8ziz 十 … 十 10zs 十 6zss 


Ss. t. 5 
Nrg=l (= Ld) 
| 
zy 一 0 或 1 (Ci 一 1,2,…,5) 


二 、 匈牙利 解法 


从 上 述 数学 模型 可 知 ,标准 的 指派 问题 是 一 类 特殊 的 整数 规划 问题 ,又 是 特殊 的 0-1 
规划 问题 和 特殊 的 运输 问题 :因此 . 它 可 以 用 多 种 相应 的 解法 来 求解 。 但 是 ,这 些 解 法 都 
没有 充分 利用 指派 问题 的 特殊 性 质 , 有 效 地 减少 其 计算 量 。1955 年 , 库 恩 (W. W. Kuhn) 
利用 匈牙利 数学 家 康 尼 格 (D. Kanig) 的 关于 和 矩阵 中 独立 零 元 素 的 定理 ,提出 了 解 指 派 问 
题 的 一 种 算法 ,习惯 上 称 之 为 匈牙利 解法 。 
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匈牙利 解法 的 关键 是 利用 了 指派 问题 最 优 解 的 以 下 性 质 : 若 从 指派 问题 的 系数 矩阵 
C 王 (ci )wx* 的 某 行 (或 某 列 ) 各 元 素 分 别 减 去 一 个 常数 ,得 到 一 个 新 的 矩阵 C 一 (c5) xn。 
则 以 C“ 和 C 为 系数 矩阵 的 两 个 指派 问题 有 相同 的 最 优 解 。 这 个 性 质 是 容易 理解 的 。 由 
于 系数 矩阵 的 这 种 变化 并 不 影响 数学 模型 的 约束 方程 组 ,而 只 是 使 目标 函数 值 减少 了 常 
数 &A。 所 以 ,最 优 解 并 不 改变 。 

下 面 结 合 例 11 具体 讲述 匈牙利 解法 的 计算 步骤 。 

步骤 1: 变换 系数 矩阵 。 先 对 各 行 元 素 分 别 减 去 本 行 中 的 最 小 元 素 得 矩阵 C ,再 对 
C ”的 各 列 元 素 分 别 减 去 本 列 中 最 小 元 素 得 C"。 这 样 , 系 数 和 矩阵 C" 中 每 行 及 每 列 至 少 有 一 
个 零 元 素 , 同 时 不 出 现 负 元 素 。 转 步骤 2。 

已 知 例 11 指派 问题 的 系数 矩阵 为 


有 
关机 
C=|6 9 12 8 7 
人 这 到 ”了 
9 WB lw 6 
先 对 各 行 元 素 分 别 减 去 本 行 的 最 小 元 素 , 然 后 对 各 列 也 如 此 , 即 
(2 
(0 入 本 
C= 入 名 浴 芭 = 3 者 
0 是 005 04 
GG 容 必 元 人 


此 时 ,C” 中 各 行 和 各 列 都 已 出 现 零 元 素 。 

步骤 2: 在 变换 后 的 系数 矩阵 中 确定 独立 零 元 素 。 若 独立 零 元 素 有 个 , 则 已 得 出 最 
优 解 ; 车 独立 零 元 素 少 于 nn 个, 则 做 能 履 盖 所 有 零 元 素 的 最 少 直线 数目 的 直线 集合 ,理由 
是 对 于 系数 和 矩阵 非 负 的 指派 问题 来 说 ,车 能 在 系数 矩阵 中 找到 个 位 于 不 同行 和 不 同 列 
的 零 元 素 , 则 对 应 的 指派 方案 总 费用 为 零 . 从 而 一 定 是 最 优 的 。 在 选择 零 元 素 时 , 当 同 一 
行 (或 列 ) 上 有 多 个 零 元 素 时 ,如 选择 其 一 ' 则 其 余 的 零 元 素 就 不 能 再 被 选择 ,而 成 为 多 余 
的 。 所 以 ,关键 并 不 在 于 有 多 少 个 零 元 素 , 而 要 看 它们 是 否 恰 当地 分 布 在 不 同行 和 不 同 列 
上 , 即 独立 零 元 素 的 数目 。 

为 了 确定 独立 零 元 素 ,可 以 在 只 有 一 个 零 元 素 的 行 (或 列 ) 中 加 圈 ( 标 记 为 @) ,因为 这 
表示 此 人 只 能 做 该 事 (或 此 事 只 能 由 该 人 来 做 )。 每 圈 一 个 “0”, 同 时 把 位 于 同 列 ( 或 同行 ) 的 
其 他 零 元 素 划 去 (标记 为 0) ,这 表示 此 事 已 不 能 青 由 其 他 人 来 做 (或 此 人 已 不 能 做 其 他 事 )。 
如 此 反复 进行 ,直至 系数 矩阵 中 所 有 零 元 素 都 被 圈 去 或 划 去 为 止 。 在 此 过 程 中 ,如 遇 到 在 所 
有 的 行 和 列 中 , 零 元 素 都 不 止 一 个 时 (存在 零 元 素 的 闭 回 路 ), 可 任 选 其 中 一 个 零 元 素 加 圈 ， 
同时 划 去 同行 和 同 列 中 其 他 零 元 素 。 当 过 程 结束 时 ,被 画 圈 的 零 元 素 即 是 独立 零 元 素 。 

如 独立 零 元 素 有 个 . 则 表示 已 可 确定 最 优 指派 方案 。 此 时 , 令 解 算 阵 中 和 独立 零 元 
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素 对 应 位 置 上 的 元 素 为 “1”, 其 他 元 素 为 “0”, 即 得 最 优 解 矩阵 。 但 如 独立 零 元 素 少 于 7 
个 , 则 表示 还 不 能 确定 最 优 指派 方案 。 此 时 ,需要 确定 能 覆盖 所 有 零 元 素 的 最 少 直线 数目 
的 直线 集合 。 可 按 下 面 的 方法 来 进行 : 

(1) 对 没有 @ 的 行 打 ^V”; 

(2) 在 已 打 “v” 的 行 中 ,对 6 所 在 列 打 “V”; 

(3) 在 已 打 “v” 的 列 中 ,对 @ 所 在 行 打 “VV”; 

(4) 重复 (2) 和 (3) ,直到 再 也 不 能 找到 可 以 打 ”w ”的 行 或 列 为 止 ; 

(5) 对 没有 打 “vV” 的 行 画 一 横 线 ,对 打 “vV ”的 列 画 一 垂 线 ,这 样 就 得 到 了 覆盖 所 有 零 
元 素 的 最 少 直线 数目 的 直线 集合 。 

为 了 确定 C" 中 的 独立 零 元 素 个 数 , 对 C“ 中 的 零 元 素 加 圈 , 即 有 


$ 3 ©@11 8 
0 沉 人 
和 7 二 | 臣 定局 了 
yg @ 5 $$ 4 
$s 2 3 4 0@ 


由 于 只 有 4 个 独立 零 元 素 , 少 于 系数 矩阵 阶 数 ”一 5, 故 需要 确定 能 覆盖 所 有 零 元 素 的 最 
少 直线 数目 的 直线 集合 。 采 用 上 述 (1) 一 (5) 的 步骤 的 方法 ,结果 如 下 : 


ES 

@ 1 3 v 
C”= g 2 3 2 1 v 

g (®) 5 g 4 

了 2 3 4 © 

WE 


步骤 3: 继续 变换 系数 矩阵 。 方 法 是 在 未 被 直线 覆盖 的 元 素 中 找 出 一 个 最 小 元 素 。 
对 未 被 直线 覆盖 的 元 素 所 在 行 (或 列 ) 中 各 元 素 都 减 去 这 一 最 小 元 素 。 这 样 ,在 未 被 直线 
覆盖 的 元 素 中 势必 会 出 现 零 元 素 . 但 同时 却 又 使 已 被 直线 覆盖 的 元 素 中 出 现 负 元 素 。 为 
了 消除 负 元 素 , 只 要 对 它们 所 在 列 (或 行 ) 中 各 元 素 都 加 上 这 一 最 小 元 素 ( 可 以 看 作 减 去 这 
一 最 小 元 素 的 相反 数 ) 即 可 。 返 回 步骤 2。 

为 了 使 C “中 未 被 直线 覆盖 的 元 素 中 出 现 零 元 素 , 将 第 二 行 和 第 三 行 中 各 元 素 都 减 去 
未 被 直线 覆盖 的 元 素 中 的 最 小 元 素 1。 但 这 样 一 来 ,第 一 列 中 出 现 了 负 元 素 。 为 了 消除 


您 运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


负 元 素 , 再 对 第 一 列 各 元 素 分 别 加 上 1, 即 


和 必 TE 
—1 0 6 6 2 他 人 @ 从 内: 六 
人 和 | 人 | 全 
005 04 下 
0 玖 子 达 站 1 
回 到 步骤 2, 对 C“ 加 圈 : 
二 站 马 
OO) 人 加 
本 | 1 4 
1 8 © 14 
加 次 4 ©@ 
C“ 中 已 有 5 个 独立 零 元 素 , 故 可 确 问题 的 最 优 指派 方案 为 


0 
0 


0 


队 

i 
oo0o0- 滇 “mmo 人 

党 


口 二 口 口 口 


让 A, 承建 B ,As。 承建 B:,As 承建 Bi ,As 承建 B, ,As 承建 B;。 这 样 安排 能 使 总 的 建造 
费用 最 少 ,为 7 十 9 十 6 十 6 十 6 二 34( 万 元 )。 


三 、 非 标准 形式 的 指派 问题 


在 实际 应 用 中 ,常会 遇 到 各 种 非 标准 形式 的 指派 问题 。 通 常 的 处 理 方 法 是 先 将 它们 
转化 为 标准 形式 ,然后 再 用 匈牙利 解法 解 之 。 

1. 最 大 化 指派 问题 

设 最 大 化 指派 问题 系数 矩阵 C 一 (cy ),x，, 其 中 最 大 元 素 为 mw。 令 矩阵 B= (bi ) wx 二 
Cm 一 性 )wxn*: 则 以 B 为 系数 矩阵 的 最 小 化 指派 问题 和 以 C 为 系数 矩阵 的 原 最 大 化 指派 问 
题 有 相同 最 优 解 。 

2. 人 数 和 事 数 不 等 的 指派 问题 

若 人 少 事 多 , 则 添上 一 些 虚 拟 的 ”人 ”。 这 些 虚拟 的 “人 ”做 各 事 的 费用 系数 可 取 0, 理 
解 为 这 些 费用 实际 上 不 会 发 生 。 若 人 多 事 少 , 则 添上 一 些 虚 拟 的 * 事 ”。 这 些 虚拟 的 “ 事 ” 
被 各 人 做 的 费用 系数 同样 也 取 0。 

3. 一 个 人 可 做 几 件 事 的 指派 问题 

若 某 个 人 可 做 几 件 事 , 则 可 将 该 人 化 作 相同 的 几 个 “人 ?来 接受 指派 。 这 几 个 “人 ”做 
同一 件 事 的 费用 系数 当然 都 一 样 。 

4. 某 事 一 定 不 能 由 某 人 做 的 指派 问题 

若 某 事 一 定 不 能 由 某 个 人 做 . 则 可 将 相应 的 费用 系数 取 作 足够 大 的 数 M。 
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例 12 对 于 例 11 的 指派 问题 ,为 了 保证 工程 质量 ,经 研究 决定 ,舍弃 建筑 公司 A, 和 
Ai ,而 让 技术 力量 较 强 的 建筑 公司 Al、A: 和 As 来 承建 。 根 据 实际 情况 ,可 以 允许 每 家 
建筑 公司 承建 一 家 或 两 家 商店 。 求 使 总 费用 最 少 的 指派 方案 。 

反映 投标 费用 的 系数 矩阵 为 M 


B B B B Bs 
4 人 二 
A 六 闻 型 中 
6 9 12 8 7 了 As 
由 于 每 家 建筑 公司 最 多 可 承建 两 家 商店 ,因此 ,把 每 家 建筑 公司 化 作 相同 的 两 家 建筑 
公司 (A; 和 Af!,i 一 1,2,3)。 这 样 ,系数 矩阵 变 为 M 
B B Bs B, B 


M= 


[三 有 了 6 也 
i 
,|7 9 17 14 10|A， 
M= 
7 9 17 14 10|4 
6 :0 I B&B WA 
6 9 Yi 8 Ha 
上 面 的 系数 矩阵 有 6 行 5 列 ,为 了 使 ”人 ”和 "* 事 ”的 数目 相同 ,引入 一 件 虚 事 Be ,使 之 
成 为 标准 指派 问题 的 系数 矩阵 MY: 
B BB B BB EB 
4 8 7 下 的 而 
4 中 陀 WW 
79 17 14 10 0|A: 
M’” = ， 
7 i 0 
9 2 8 7 Ol 


6 
用 匈牙利 解法 解 以 C 为 系数 矩阵 的 最 小 化 指派 问题 ,得 最 优 指派 方 
案 为 由 Ai 承建 B 和 B.A 承建 BB,As 承建 B 和 Bs。 这 样 ,总 的 建造 
费用 最 省 ,为 4 十 7 十 9 十 8 十 7 一 35( 万 元 ) 。 


习 题 


即 练 即 测 


5.1 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 用 分 枝 定 界 法 求解 一 个 极 大 化 的 整数 规划 问题 时 ,任何 一 个 可 行 解 的 目标 函数 
值 是 该 问题 目标 函数 值 的 下 界 ; 

(2) 用 制 平面 法 求解 整数 规划 时 ,构造 的 割 平面 有 可 能 切 去 一 些 不 属于 最 优 解 的 整数 值 ; 


(3) 指派 问题 可 用 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 求解 , 反 过 来 运输 问题 经 处 理 后 也 可 
用 匈牙利 解法 求解 ; 

(4) 一 个 整数 规划 问题 如 存在 两 个 以 上 最 优 解 , 则 一 定 有 无 穷 多 最 优 解 。 

5.2 篮球 队 需 要 选择 5 名 队员 组 成 出 场 阵容 参加 比赛 。8 名 队员 的 身高 及 擅长 位 
置 见 表 5-11。 

表 5-11 

队员 1 2 3 4 5 6 vi 8 

身高 /m 1.92 1. 90 1. 88 1. 86 1.85 1.83 1. 80 1.78 

擅长 位 置 中 锋 中 锋 前 锋 前 锋 前 锋 后 卫 后 卫 后 卫 

出 场 阵容 应 满足 以 下 条 件 : 


(1) 必须 且 只 有 一 名 中 锋 上 场 ; 


(2) 至 少 有 一 名 后 卫 ; 


(3) 如 1 号 或 4 号 上 场 , 则 6 号 不 出 场 , 反 之 如 6 号 上 场 , 则 1 号 和 4 号 均 不 出 场 ; 
(4) 2 号 和 8 号 至 少 有 一 个 不 出 场 。 
问 应 当选 择 哪 5 名 队员 上 场 ,才能 使 出 场 队员 平均 身高 最 高 , 试 建立 数学 模型 。 
5.3 一 个 旅行 者 要 在 其 背包 里 装 一 些 最 有 用 的 旅行 物品 。 背 包容 积 为 a, 携带 物品 
总 重量 最 多 为 5。 现 有 物品 m 件 , 第 i 件 物 品 体积 为 ai, 重 量 为 6:(i 二 1,2,…,m)。 为 了 
比较 物品 的 有 用 程度 ,假设 第 i 件 物品 的 价值 为 c;(i 二 1,2,…,m)。 若 每 件 物品 只 能 整 件 
携带 ,每 件 物品 都 能 放 入 背包 中 ,并 且 不 考虑 物品 放 和 背包 后 相互 的 间隙 。 问 旅行 者 应 当 
携带 哪 几 件 物品 , 才能 使 携带 物品 的 总 价值 最 大 .要 求 建立 本 问题 的 数学 模型 。 
5.4 分 别 用 制 平面 法 和 用 分 支 定 界 法 解 下 列 整数 规划 : 
(1) max z 一 2zi 十 rz 
2 十 2 过 5 
一 Zi 十 zz <0 
6zi 十 2zz 委 21 
Ziyzz 二 0, 且 为 整数 
5.5 用 隐 枚 举 法 解 下 列 0-1 型 整数 规划 : 


Ss. t. 


(1) min zx 一 5zi 十 7zz 


Ss. t. 


li0ms+3m + 


Li— 3 zi— 42522 


mi 


3zs 一 2z4 十 2zs 之 0 


一 2 十 2 一 2 一 


Tis2zzszso74sT5 一 0 或 1 


(2) min zx 一 5z1 十 zz 
3zi 十 zz 之 9 
ZI 十 za 宇 5 
Ss. t. 
Xl 十 872 宇 8 


(2) max 


S. t. 


ZX1T2 宇 0, 且 为 整数 


z 一 2zi 十 zz 一 Ts 


Er 


4zz 十 zs 安 5 


1 十 22 一 2 三 2 


Xi 二 47s 一 Zs4 


Zi5z25z3s 一 0 或 1 
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5.6 某 城市 可 划分 为 11 个 防火 区 ,已 设 有 4 个 消防 站 ,如 图 5-8 所 示 。 


图 5-8 中 ,虚线 表示 该 消防 站 可 以 在 消防 允许 时 间 内 到 达 该 防火 区 进行 有 效 的 消防 
灭火 。 问 能 否 关闭 若干 消防 站 ,但 仍 不 影响 任何 一 个 防火 区 的 消防 救灾 工作 (提示 : 对 每 
一 个 消防 站 建立 一 个 表示 是 否 将 关闭 的 0-1 变量 ) 。 

5.7 现 有 个 约束 条 件 


Daszri 6 (i=1,2,.,p) 


需要 从 中 选择 g 个 约束 条 件 : 试 借助 0-1 变量 列 出 表达 式 。 
s.8 解 下 列 系数 矩阵 的 最 小 化 指派 问题 : 


KTX Hb 1 4 2 总 (2) (3 6 2 6 
7 1 WW 4 12 7 1 4 4 

5 4 3 8 5 8 

13 1 坊 2 10 区 6 #4 3 了 

5 了 2 用 忆 

5 7 6 2 


5.9 需要 分 派 5 人 去 做 5 项 工作 ,每 人 做 各 项 工作 的 能 力 评分 见 表 5-11。 应 如 何 
分 派 , 才 能 使 总 的 得 分 最 大 ? 试 分 别 用 匈牙利 法 和 表 上 作业 法 求解 。 


表 5-12 
Pe 业务 Bi B， B, B, Bs; 
Ai 1.3 0.8 0 0 1.0 
As: 0 焉 次 入 1.3 0 
As 1.0 0 0 了 多 0 
A 0 1.05 0 0.2 1.4 
As 1.0 0.9 0.6 0 | 
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5.10 上 题 的 指派 问题 也 可 用 分 支 定 界 法 求解 , 试 说 明 求 解 思路 。 
5.11 考虑 下 列 问 题 : 
max (37 二 7y) 
[2z 十 过 站 


人 四 本 二 

式 中 0 三 y<10, 为 整数 值 , 且 z 的 值 只 能 等 于 0、1、4 和 6。 

(1) 请 用 一 等 价 的 整数 规划 模型 来 表达 这 个 问题 。 

(2) 如 果 在 目标 函数 中 ,用 3z 来 代替 3z, 请 相应 地 修改 (1) 的 答案 。 

5.12 卡车 送 货 问题 (覆盖 问题 )。 龙 运 公司 目 前 必须 向 5 家 用 户 送 货 , 需 在 用 户 A 
处 卸 下 1 个 单位 重量 的 货物 ,在 用 户 也 处 卸 下 2 个 单位 重量 的 货物 ,在 用 户 C 处 卸 下 3 个 
单位 重量 的 货物 ,在 用 户 D 处 卸 下 4 个 单位 重量 的 货物 ,在 用 户 王 处 卸 下 8 个 单位 重量 
的 货物 。 公 司 有 各 种 卡车 四 辆 :1 号 车 载重 能 力 为 2 个 单位 ,2 号 车 载重 能 力 为 6 个 单位 ， 
3 号 车 载重 能 力 为 8 个 单位 ,4 号 车 载重 能 力 为 11 个 单位 。 每 辆 车 只 运 货 一 次 ,卡车 j 的 
一 次 运费 为 c;。 假 定 一 辆 卡车 不 能 同时 给 用 户 A 和 C 二 者 送 货 ; 同样 ,也 不 能 同时 给 用 
户 B 和 了 DD 二 者 送 货 。 

(1) 请 列 出 一 个 整数 规划 模型 表达 式 , 以 确定 装运 全 部 货物 应 如 何 配置 卡车 ,使 其 运 
费 为 最 小 。 

(2) 如 果 卡 车 j 只 要 给 用 户 i 运 货 时 需 收 附加 费 开 i( 同 印 货 量 无 关 ) , 试 述 应 如 何 修 
改 这 一 表达 式 。 


(和 


线性 规划 的 目标 函数 和 约束 条 件 都 是 其 自 变 量 的 线性 函数 ,如 果 目 标 函 数 或 约束 条 
件 中 包含 有 自 变 量 的 非 线 性 函数 , 则 这 样 的 规划 问题 就 属于 非 线 性 规划 。 很 多 工程 设计 
优化 问题 的 表达 式 中 ,含有 变量 的 非 线 性 函数 。 在 管理 问题 中 ,如 著名 的 马 可 维 区 
CMarkowitz) 投 资 优化 组 合 模型 ,存储 论 中 平均 总 费用 同 订货 批量 的 关系 ,产品 定价 的 决 
策 及 车 间 设 施 布局 等 ,都 涉及 非 线 性 函数 的 情况 ,这 些 问题 均 需 用 非 线 性 规划 的 模型 来 表 
达 , 并 借助 于 非 线性 规划 的 解法 来 求解 。 


第 一 节 基本 概念 


一 、 非 线性 规划 的 数学 模型 


非 线 性 规划 数学 模型 的 一 般 形式 是 
全 f(X) 


非 线 性 规划 


RX)Y=0 i= 1 2 C6 1 
gi(X) 0 (= 12,%,1) 
其 中 , 关 = (zi ,zz，… sx)" 是 n 维 欧 氏 空间 EE 中 的 点 (向 量 ), 目 标 函 数 A(X) 和 约束 也 数 
hi( 半 ) .gj(X) 为 羡 的 实测 数 。 
有 时 ,也 将 非 线 性 规划 的 数学 模型 写成 
min f/(X) 
1 st 0 = liD 
即 约束 条 件 中 不 出 现 等 式 , 如 果 有 某 一 约束 条 件 为 等 式 g;(X) 二 0, 则 可 用 如 下 两 个 不 等 
式 约束 替代 它 : 


(6.2) 


j 区 区 
一 CA 
模型 (6. 2) 也 常 表示 成 另 一 种 形式 : 


minf(X).XERCE, 
| (6. 3) 
R= {X|g(X) 0, (j=1,2,.…,0)} 
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上 式 中 尺 为 问题 的 可 行 域 。 

若 某 个 约束 条 件 是 "过 ”不等式 的 形式 ,只 需 用 “一 1” 乘 这 个 约束 的 两 端 , 即 可 将 其 变 
成 “三 ”的 形式 。 此 外 .由 于 max/(X) 二 一 min[ 一 /(X)], 且 这 两 种 情况 下 求 出 的 最 优 解 
相同 (如 有 最 优 解 存在 ), 故 当 需 使 目标 函数 极 大 化 时 ,只 需求 其 负 函 数 极 小 化 即 可 。 


二 、 二 维 问题 的 图 解 


当 只 有 两 个 自 变量 时 ,求解 非 线性 规划 也 可 像 对 线性 规划 那样 借助 于 图 解法 。 
考虑 非 线 性 规划 问题 
min f(X) = (zi 一 2)2 十 (zz 一 1)2 
Xl 十 xi 一 5xz 二 0 
mi w=50 (6. 4) 
Li 0 
i 

如 对 线性 规划 所 作 的 那样 ,在 ziOzs 坐标 平面 上 夯 出 目标 函数 的 等 值 线 , 它 是 以 点 
(2,1) 为 圆心 的 同心 圆 , 青 根据 约束 条 件 画 出 可 oh 
行 域 , 它 是 抛物 线段 ABCD( 见 图 6-1)。 现 分 析 3 
当 自 变量 在 可 行 域内 变化 时 目标 函数 值 的 变化 
情况 。 

令 动 点 从 A 出 发 沿 抛 物 线 ABCD 移动 , 当 
动 点 从 A 移 向 B 时 .目标 函数 值 下 降 ; 当 动 点 由 
B 移 向 C 时 ,目标 函数 值 上 升 。 从 而 可 知 ,在 可 
行 域 AC 这 一 范围 内 ,B 点 的 目标 孔 数 值 /(B) 
最 小 ,因而 点 B 是 一 个 极 小 点 。 当 动 点 由 C 向 
D 移动 时 ,目标 了 浮 数 值 再 次 下 降 , 在 DD 点 (其 从 
标 为 (4,1)) 目 标 函数 值 最 小 。 在 本 例 中 .目标 函 
数值 4(B) 仅 基 目 标 函 数 /A(X) 在 一 部 分 可 行 域 
上 的 极 小 值 ,而 不 是 在 整个 可 行 域 上 的 极 小 值 , 这 样 的 极 小 值 称 为 局 部 极 小 值 ( 或 相对 极 
小 值 )。 像 B 这 样 的 点 称 为 局 部 极 小 点 (或 相对 极 小 点 )。f(D) 是 目标 函数 在 整个 可 行 
域 上 的 极 小 值 , 称 全 局 极 小 值 (最 小 值 ) ,或 绝对 极 小 值 ; 像 D 这 样 的 点 称 全 局 极 小 点 (最 
小 点 ) ,或 绝对 极 小 点 。 全 局 极 小 点 当然 也 是 局 部 极 小 点 ,但 局 部 极 小 点 不 一 定 是 全 局 极 
小 点 。 


/a 


下 面 给 出 有 关 局 部 极 小 和 全 局 极 小 的 定义 。 
设 /(X%X) 为 定义 在 维 欧 氏 空间 EE 的 某 一 区 域 R 上 的 元 实 函 数 (可 记 为 1(X): 
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RCE, 一 EF1) ,对 于 XX ER, 如 果 存 在 某 个 e 二 0, 使 所 有 与 XX" 的 距离 小 于 e 的 和 ER( 即 
XER 且 XX 一 X* | <e), 都 有 /(X) 宇 A(X*), 则 称 XX* 为 A(X) 在 R 上 的 局 部 极 小 点 ， 
了 (X" ) 为 局 部 极 小 值 。 若 对 于 所 有 X 天 X 且 与 XX" 的 距离 小 于 e 的 和 XER, 都 有 f(X) 二 
了 CX"), 则 称 关 "为 A(X) 在 R 上 的 严格 局 部 极 小 点 .A(X" ) 为 严格 局 部 极 小 值 。 

设 /(X) 为 定义 在 E, 的 某 一 区 域 R 上 的 nn 元 实 函 数 , 若 存在 XX ER, 对 所 有 XER 
都 有 了 (X) 三 A(X" ), 则 称 关 "为 A(X) 在 RR 上 的 全 局 极 小 点 ,fA(X" ) 为 全 局 极 小 值 。 若 对 
于 所 有 ER 且 半 了 关 XX" ,都 有 fC(X) 二 fC(X"), 则 称 半 "为 A(X) 在 R 上 的 严格 全 局 极 小 
点 ,A(X" ) 为 严格 全 局 极 小 值 。 

如 将 上 述 定义 中 的 不 等 号 反 向 , 即 可 得 到 相应 极 大 点 和 极 大 值 的 定义 。 下 面 仅 就 极 
小 点 和 极 小 值 加 以 说 明 ,而 且 主 要 研究 局 部 极 小 问题 。 


、 多 元 函数 极 值 点 存在 的 条 件 


二 阶 可 微 的 一 元 函数 A(z) 极 值 点 存在 的 条 件 如 下 : 
必要 条 件 : 广 (z) 一 0。 
充分 条 件 : 对 于 极 小 点 : f(x)=0 且 f(x) 记 0; 
对 于 极 大 点 : f(x)==0 且 六 (z) 一 0。 
对 于 无 约束 多 元 函数 ,其 极 值 点 存在 的 必要 条 件 和 充分 条 件 , 与 一 元 函数 极 值 点 的 相 
应 条 件 类 似 。 
1. 必要 条 件 
下 述 定理 1 给 出 了 元 实 函 数 /(X) 在 XX* 点 取得 极 值 的 必要 条 件 。 
定理 1 设 R 是 nn 维 欧 氏 空间 E, 上 的 某 一 开 集 ,A(X) 在 R 上 有 连续 一 阶 偏 导数 ， 
在 点 X" ER 取得 局 部 极 值 . 则 必 有 
Ce 


zi zz zu 


上 


0 635) 
Vf(X*)=0 (6. 6) 
此 处 


VvV/(X*) ( 
为 函数 A(X) 在 点 羡 * 处 的 梯度 。 
这 个 定理 是 显然 的 。 像 一 元 函数 那样 . 称 满足 条 件 (6. 5) 的 点 为 稳定 点 ( 驻 点 ) 。 
函数 /(X) 的 梯度 VA(X) 有 两 个 十 分 重要 的 性 质 : (1) 孔 数 /(X) 在 某 点 X' 的 梯度 
VC ) 必 与 函数 过 该 点 的 等 值 面 (或 等 值 线 ) 正 交 ( 设 VA(X"”) 不 为 零 ); (2) 梯 度 向 量 
的 方向 是 函数 值 ( 在 该 点 处 ) 增 加 最 快 的 方向 ,而 负 梯 度 方向 则 是 函数 值 ( 在 该 点 处 ) 减 少 
最 快 的 方向 。 


ax ) af(X°) ae un 


Bk DTz Ds 
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2. 二 次 型 
二 次 型 是 针 二 (x1,z2，… ,zs) 的 二 次 齐 次 函数 : 
f(X) =anzx? T+2awrizzs 二 十 2amzizs 十 azz2 十 2awzzzs 十 … 十 
Zumans td sr in 


3 arr = XAX (6. 8) 


式 中 ,二 ai ,A 为 nXn 对 称 和 矩阵 。 若 4 的 所 有 元 素 都 是 实数 , 则 称 上 述 二 次 型 为 实 二 
次 型 。 

一 个 二 次 型 唯一 对 应 一 个 对 称 和 矩阵 A; 反之 ,一 个 对 称 和 矩阵 A 也 唯一 确定 一 个 二 
次 型 。 

车 对 任意 XX 关 0( 即 X 的 元 素 不 全 等 于 零 ), 实 二 次 型 f/(X) 二 XX AX 总 为 正 , 则 称 该 二 
次 型 是 正定 的 。 若 对 任意 XX 闯 0, 实 二 次 型 /(X) 二 X"AX 总 为 负 , 则 称 该 二 次 型 是 负 定 
的 。 若 对 某 些 X 取 0, 实 二 次 型 1(X) 一 XTAX 二 0; 而 对 另 一 些 XX 关 0, 实 二 次 型 FCX) 一 
X"AX<0, 即 它 既 非 正定 ,又 非 负 定 , 则 称 它 是 不 定 的。 车 对 任意 XX 隆 0, 总 有 /CX) 一 
XTAX 宇 0, 即 对 某 些 X 关 0,f(X) 二 XTAX 二 0, 对 另外 一 些 XX 闫 0,f(X) 二 XTAX 二 0, 则 称 
该 实 二 次 型 半 正 定 。 类 似 地 , 若 对 任意 X 天 0. 总 有 /(X) 二 XX"AX 志 0, 则 称 其 为 半 负 定 。 

如 果实 二 次 型 XTAX 为 正定 ` 负 定 不定. 半 正定 或 半 负 定 , 则 称 它 的 对 称 矩 阵 4 分 
别 为 正定 、 负 定 、 不 定 、 半 正定 或 半 负 定 。 

由 线性 代数 学 知道 , 实 二 次 型 XTAX 为 正定 的 充 要 条 件 . 是 它 的 矩阵 4 的 左上 角 各 
阶 主子 式 都 大 于 零 。 即 


QI ad a QU Qln 
QI QI2 
all 二 0， 盖 0,.|az az azs| 二 0,……， 2 
Ud21  Q22 
da3l ds32 das dm dm 


实 二 次 型 X"AX 为 负 定 的 充 要 条 件 是 , 它 的 矩阵 4 的 左上 角 顺 序 各 阶 主子 式 负 、 正 相间 ， 
即 有 


QU Ql a a Gln 
an a 
al 一 0， >0,|an az azx| 一 0,…，( 一 1)” 二 0 
as a 
asl as lass Aan nn 
例 1 判定 以 下 矩阵 的 正定 性 。 
一 5 2 2 0 和 
4 一 2 一 各 0 B= |1 0 - 
2 有 :一 村 一 过 0 
解 ”对 和 矩阵 4: 
an=—5<0, | 人 | |= xs>。 
Q21  Q22 2 6 
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一 才 2 
IA4|=| 2 -6 0|= 一 80 二 0， 故 4 负 定 。 
4 由 ”一 各 
对 和 矩阵 也 : 
bu bz 0 
bn 一 0， 一 = 一 1 
bal bzz 1 0 
故 知 B 不 定 。 


3. 多 元 函数 的 泰勒 (Taylor) 公 式 
设 元 实 函 数 A(X) 在 XX” 的 某 一 邻 域内 有 连续 二 阶 偏 导 数 , 则 可 写 出 它 在 XX 处 的 
泰勒 展开 式 如 下 : 


fAX) = fAX™Y) 十 VFCXC DT 一 是) 十 二 (x —X")T Vf/(X)(X— XX") 
(6.9) 
其 中 ,XX=X 十 OCX 一 Xo ) ,0<<0 一 1 。 
若 以 X 一 X9 十 P 代入 , 则 式 (6.9) 变 为 
f XY 十 P) = FCXO ) VAXY)TP+ 去 和 (6. 10) 


其 中 ,天 一 Xo 十 Op。 
也 可 将 式 (6. 9) 写 成 


fX) = COXO ) 十 VFCKODT(X 一 Xe ) 十 去 (X 一 XO)T VFX KO— XH) 十 


ol( | X— xX" | 2) 
其 中 , 当 X>X” 时 ,ol( 上 XX 一 XW” 上?) 是 上 关 一 XX ?的 高 阶 无 穷 小 , 即 


i o( | X— XxX" | 2) 
已 区 | EE = 
4. 充分 条 件 
XX" 是 A(X) 的 极 小 点 的 充分 条 件 由 下 面 的 定理 2 给 出 。 
定理 2 设 R 是 n 维 欧 氏 空 间 E, 上 的 某 一 开 集 ,f(X) 在 R 上 具有 连续 二 阶 偏 导 数 ， 
车 VA(X* ) 二 0. 且 Vf(X" ) 正 定 , 则 XX ER 为 1(X) 的 严格 局 部 极 小 点 。 此 处 
RD RY 3 


dz; 9X1972 Dzrigzn 
Eee Ei. NN A 

Vif(X*)= | 9zz9zi gz GI29Tn ly 
A EN 


zwgzrl Tn9T2 Dzz 
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为 A(X) 在 点 半 " 处 的 黑 塞 (Hesse) 矩 阵 。 

本 定理 证 明 略 ,请 参看 有 关 著 作 。 

车 将 V* 了 A(X" ) 正 定 改 为 负 定 ,定理 2 就 变 成 了 X 为 7CX) 的 严格 局 部 极 大 点 的 充分 
条 件 。 

例 2 研究 函数 /(X) 二 xi 一 x 是 否 存在 极 值 点 。 

解 ” 先 由 极 值 点 存在 的 必要 条 件 求 出 稳定 点 。 


9f(X) . af(X) 
27iy 
bk DZz 


2zz 


令 Vf(X)==0, 即 : 2z 一 0 和 一 2z:z 一 0, 得 稳定 点 
i = C00 
再 用 充分 条 件 进行 检验 。 
a21CX) -227CX) 六 2 


zi axs gr19T2 Ix2971 


2 0 
= | | 
0 一 2 


由 于 其 黑 塞 矩阵 VCX) 不 定 , 故 X 一 (0,0)7 不 是 极 值 点 ,而 是 一 个 鞍点 。 
五 、 凸 函数 和 凹 函 数 

ii 年 区 

设 /(X) 为 定义 在 nr 维 欧 氏 空间 EE, 中 某 个 凸 集 R。 上 的 函数 , 若 对 任何 实数 a(0 一 
a 过 1) 以 及 R。 中 的 任意 两 点 X ”和 XX”, 恒 有 

CaoX 十 (1 一 aoX2) 二 arFCX) 十 (1 一 ac)FCXC2 ) (6. 12) 
则 称 A/(X) 为 定义 在 R. 上 的 凸 函 数 。 
车 对 每 一 个 a(0 二 a 二 1) 和 任意 两 点 "了 关 X'*E R,, 恒 有 
JaX 十 (1 一 oX2) 一 apFCOXO) 十 (1 一 ac) FOX ) (6. 13) 
则 称 /(X) 为 定义 在 R. 上 的 严格 凸 函数 。 

若 式 (6. 12) 和 式 (6.13) 中 的 不 等 号 反 向 , 即 可 得 到 凹 函 数 和 严格 凹 函 数 的 定义 。 
显然 ,车 函数 f(X) 二 一 g(X) 是 凸 函数 (严格 凸 函数 ), 则 g(X) 一 定 是 止 函 数 ( 严 格 凹 
函数 )。 

凸 函 数 和 凹 函 数 的 几何 意义 很 明显 。 若 函数 图 形 上 任意 两 点 的 连 线 都 不 在 这 个 图 形 
的 下 方 , 它 就 是 向 下 凸 的 ( 见 图 6-2(a))。 思 函 数 则 是 向 下 四 的 (上 凸 的 )( 见 图 6-2(b))。 
线性 函数 既 可 以 看 成 凸 函 数 , 也 可 以 看 成 止 函数 。 
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SO raxnHI-axo2y 


1 

Ted —— a 
Cs 

PEN A LA 一- 


0 x Qaxi -ay wy 0 x axdHI-aw WD 
(a) 凸 函 数 (b) 凹 函数 


2. 凸 函 数 的 性 质 
性 质 1 设 /(X) 为 定义 在 凸 集 R。 上 的 是 函数 , 则 对 任意 实数 8 三 0, 函数 BA(X) 也 是 
定义 在 R. 上 的 是 函数 。 
性 质 2 设 1(X) 和 fs(X) 为 定义 在 凸 集 R。 上 的 两 个 是 函数 , 则 这 两 个 是 函数 的 和 
了 CX) 三 1(X) 十 fa(X) 仍 为 定义 在 R。 上 的 是 函数 。 
由 以 上 两 个 性 质 可 以 推 得 : 有 限 个 凸 函数 的 非 负 线性 组 合 
Bifi(X)+Bf2e(X) +Bnfn(X) 
有 三 0 (i= 1,.2,.,m) 


仍 为 是 函数。 
性 质 3 设 /(X) 为 定义 在 凸 集 R. 上 的 是 函数, 则 对 每 一 实数 8, 集 合 ( 称 为 水 平 集 ) 
Ss = {X| XE R.,fX) SB} (6. 14) 
是 凸 集 。 
3， 凸 函数 的 判定 


要 判定 一 个 函数 是 不 是 凸 函 数 ,可 直接 依据 定义 ; 对 于 可 微 凸 函数 ,也 可 利用 下 述 两 
个 条 件 。 

(1) 一 阶 条 件 

设 尺 . 为 EF, 上 的 开 凸 集 , A(X) 在 Re。 上 可 微 , 则 A(X) 为 R。 上 的 凸 函 数 的 充 要 条 件 
是 : 对 任意 不 同 两 点 X "ER. 舌 ”ER。, 恒 有 

RD SR (6.15) 

车 式 (6. 15) 为 严格 不 等 式 , 它 就 是 严格 凸 函 数 的 充 要 条 件 。 如 将 上 式 中 的 不 等 号 反 
向 ,就 可 得 到 止 函 数 (严格 不 等 号 时 为 严格 凹 函 数 ) 的 充 要 条 件 。 

(2) 二 阶 条 件 

设 R. 为 E, 上 的 开 凸 集 ,A(X) 在 R。 上 二 阶 可 微 , 则 f(X) 为 R。 上 的 巴 函数 (四 函数 ) 
的 充 要 条 件 是 : 对 所 有 XER.. 其 黑 塞 矩 阵 半 正 定 ( 半 负 定 ) 。 


若 /7CX) 的 黑 塞 矩阵 对 所 有 XER. 都 是 正定 ( 负 定 ) 的 , 则 FCX) 是 R. 上 的 严格 凸 函 
数 (严格 凹 函 数 ) 。 

证 明 从 略 。 读 者 可 从 有 关 文 献 中 查找 。 

例 3 证 明 FCX) 王 好 十 xz 为 严格 是 函数 。 

证 明 先 用 一 阶 条 件 证 明 。 

任 取 两 个 不 同 的 点 X2 一 (aa 0)7 和 2 一 (az 0) ,有 

JCX) =attb, COXGC2) =at+, VFCXD) = (2a1,201)T 

现 看 下 式 是 否 成 立 
十 届 之 af 十 十 (2a .200 人 (人 ee) 


bz2—b! 


或 az+b>af 二 扩 十 2a1az 一 2a? 十 2b1bs 一 259 
或 (as—a1)’+ (bs—b)’>0 
由 于 XW 闫 XX , 故 上 式 成 立 ,从 而 得 证 。 
下 面 用 二 阶 条 件 证 明 : 
p> Pr 2 
MO 3 CD zi 0) 一世 


zl bk azt 
af) _, 9f0) -af _ 0 
az 9XT19X2 9X2971 
2 人 0 
其 黑 塞 矩阵 为 YAoo=(。 2 
因 V? 了 A(X) 正 定 , 故 1(X) 为 严格 凸 函 数 。 
4. 凸 函 数 的 极 值 


前 已 指出 ,函数 的 局 部 极 小 值 并 不 一 定 等 于 它 的 最 小 值 。 前 者 只 不 过 反映 了 函数 的 
局 部 性 质 。 而 最 优化 的 目的 .往往 是 要 求 函 数 在 整个 域 中 的 最 小 值 (或 最 大 值 )。 为 此 , 必 
须 求 出 其 所 有 的 极 小 值 并 加 以 比较 (有 时 尚 需 考虑 其 边界 值 ) ,以 便 从 中 选 出 最 小 者 。 然 
而 ,对 于 定义 在 凸 集 上 的 凸 函数 来 说 , 则 用 不 着 进行 这 种 麻烦 的 工作 , 它 的 任 一 极 小 值 就 
等 于 其 最 小 值 。 而 且 . 它 的 极 小 点 形成 一 个 凸 集 。 

现 设 /(X) 蚌 定义 在 凸 集 R. 上 的 可 微 凸 函数 ,如 果 存 在 点 关 " ER., 使 得 对 于 所 有 的 
XE R。, 都 有 


Vf(X*)T(X—X*)=0 (6. 16) 
则 兰 " 就 是 A(X) 在 R. 上 的 最 小 点 (全 局 极 小 点 )。 请 参看 


图 6-3。 
上 述 结论 可 由 凸 函数 的 一 阶 判定 条 件 直 接 推出 。 
若 X 是 尽 . 的 内 点 ' 则 向 量 X 一 X 在 对 维 欧 氏 空间 三。 
中 可 取 任 一 方向 ,这 意味 着 这 时 可 用 式 VfA(X* ) 一 0 代替 
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式 (6. 16) ,可知 在 这 种 情况 下 .VA(X) = 二 0 不 仅 是 极 值 点 存在 的 必要 条 件 , 它 同时 也 是 其 
充分 条 件 。 


六 、 凸 规划 


现 考虑 非 线性 规划 式 (6. 2) , 若 其 中 的 /(X) 为 凸 函数 ,gj;(X) (二 1,2,…,/) 全 是 四 函 
数 ( 即 所 有 一 g;( 关 ) 全 为 凸 函数 ) ,就 称 这 种 规划 为 凸 规划 。 
凸 规划 具有 人 们 和 希望 的 下 述 很 好 的 性 质 : 
(1) 可 行 解 集 为 凸 集 。 
(2) 最 优 解 集 为 凸 集 (假定 最 优 解 存在 ) 。 
(3) 任何 局 部 最 优 解 也 是 其 全 局 最 优 解 。 
(4) 车 目标 函数 为 严格 凸 函 数 , 且 最 优 解 存 在 , 则 其 最 优 解 必 唯 一 。 
考虑 凸 规划 
minf(X) 
si 0 (= Lyd) Coal 
f(X) 和 一 gj(X) 为 凸 函数 
以 R. 表示 其 可 行 解 的 集合 。 若 任 取 XO ER。,X'”E R., 则 对 任意 a€E (0,1), 有 
Bi(CaXO 十 (1 一 ca)X2) ag(XV)+ (1—a)g(X*)>0 
j= 1,2,°,l 
即 aX 十 (1 一 c)X2 ER.。 这 就 证 明了 性 质 (1)。 
由 于 凸 规划 的 可 行 域 为 凸 集 ,A(X) 为 是 函数 ,可 知性 质 (2) 和 性 质 (3) 成 立 。 下 面 用 
反 证 法 证 明 性 质 (4) 。 
设 其 最 优 解 不 唯一 , 即 存在 最 优 解 X ”ER 和 XER., 且 XM 隆 X ,而 FCXO) 一 
A(X?)。 现 任 取 a€E (0,1), 由 于 R, 为 凸 集 , 故 
aXc 十 (1 一 ac)X2 ER. 
根据 严格 凸 函 数 的 定义 ， 
JaXo 十 (1 一 aX2) <arCXD) 十 (1 一 c7FCXO) 一 FXO) 
这 说 明 还 有 比 关 ”和 关中 更 好 的 解 .从 而 引出 矛盾 。 
容易 想到 ,线性 规划 也 是 一 种 凸 规划 。 
例 4 验证 下 述 非 线性 规划 为 凸 规划 : 
min f(X) 一 好 十 好 一 4zi 十 4 
SI1(X) 一 工 一 Zz 十 2 三 0 
gz(X) =— zf 二 zz 一 1 宇 0 
2 
Bi(X)= zx:>0 
解 ”第 一 .第 三 和 第 四 个 约束 条 件 都 是 自 变 量 的 线性 函数 ,把 它们 看 成 凸 函 数 和 止 函 
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数 都 可 以 , 现 视 它 们 为 止 函 数 。 

第 二 个 约束 条 件 的 黑 塞 矩 阵 是 
一 之 出 
0 0 
因 它 半 负 定 , 故 gz(X) 也 为 止 函 数 。 
目标 函数 FCX) 的 黑 塞 矩 阵 是 


Vigz(X) = ( 


Vy FER 三 ( 中 


因 它 正定 , 故 FCX) 为 严格 凸 函 数 。 

从 而 可 知 该 非 线性 规划 是 凸 规划 。 它 有 唯一 极 
小 点 XX 二 (0. 58,1.34)T,f(X"*) 二 3.8, 见 图 6-4。 
七 、 下 降 和 迭代 算法 

由 前 面 所 述 ,对 于 可 微 函数 来 说 ,为 了 求 最 优 解 ,可 令 其 梯度 等 于 零 , 由 此 求 得 稳定 
点 。 然 后 再 用 充分 条 件 进行 判别 ,以 求 出 最 优 解 。 表 面 看 来 ,问题 似乎 已 经 解决 。 但 是 ， 
对 一 般 n 元 函数 A(X) 来 说 ,由 条 件 VA(X) 二 0 得 到 的 常常 是 一 个 非 线 性 方程 组 ,求解 它 
相当 困难 。 此 外 ,很 多 实际 问题 往往 很 难 求 出 或 根本 求 不 出 目标 函数 对 各 自 变量 的 偏 导 
数 ,从 而 使 一 阶 必要 条 件 (6. 5) 难 以 应 用 。 因 此 ,除了 极 个 别 的 情形 之 外 ,一 般 并 非 从 
式 (6.5) 出 发 ,而 是 采用 迭代 法 。 

迭代 法 的 基本 思想 是 : 从 最 优点 的 某 一 个 初始 估计 XX 出 发 ,按照 一 定 的 规则 ( 即 所 
谓 算法 ) , 先 找 一 个 比 关 更 好 的 点 XX (对 极 小 化 问题 来 说 ,ACX) 比 A(XW ) 更 小 ;对 
极 大 化 问题 来 说 ,fA(X") 比 /CX ) 更 大 ) ,再 找 比 XW” 更 好 的 点 兰 ”,，…, 如 此 继续 ,就 产 
生 了 一 个 解 点 的 序列 {X®)}。 若 该 点 列 有 一 极限 点 半 ”, 即 

limlX® —xX*| =0 (6. 18) 
就 称 该 点 列 收 仇 于 X* 。 对 于 某 一 算法 来 说 ,我 们 要 求 它 产生 的 点 列 {X®}) 中 的 某 一 点 本 
身 就 是 最 优点 ,或 者 该 点 列 的 极限 点 XX" 是 问题 的 最 优点 。 

对 于 极 小 化 问题 ,我们 要 求 由 选取 的 某 一 算法 所 产生 的 解 的 序列 {X”} ,其 对 应 的 目 

标 函 数值 FCX'”) 应 是 逐步 减 小 的 , 即 要 求 
FDS EN 
具有 这 种 性 质 的 算法 称 为 下 降 迭 代 算法 。 

下 降 和 迭代 算法 的 一 般 迭 代 格 式 是 : 

(1) 选取 某 一 初始 点 Xo , 令 A :二 0( :二 为 赋值 号 ,k :一 0 表示 将 0 赋 给 变量 &) 。 

(2) 确定 搜索 方向 。 若 已 得 出 某 一 迭代 点 关 ”, 且 XX 不 是 极 小 点 。 这 时 ,就 从 关 * 
出 发 确定 一 搜索 方向 P” , 沿 这 个 方向 应 能 找到 使 目标 函数 值 下 降 的 点 。 对 约束 极 值 问 
题 , 有 时 ( 视 所 用 的 算法 而 定 ) 还 要 求 这 样 的 点 是 可 行 点 。 


第 六 章 ” 非 线性 规划 全 


(3) 确定 步 长 。 沿 P 方 向 前 进 一 个 步 长 ,得 新 点 “+  。 即 在 由 X 2 出 发 的 射线 
bp i 灰 每 
上 ,通过 选 定 步 长 (因子 )4 二 X44 ,得 下 一 个 迭代 点 
XD 一 XH AP® 
使 得 
人 
(4) 检验 新 得 到 的 点 是 否 为 要 求 的 极 小 点 或 近似 极 小 点 ,如 满足 要 求 , 和 迭代 停止 。 否 
则 , 令 &A: 王 4A 十 1, 返 回 第 (2) 步 继续 迭代 。 
在 以 上 步骤 中 , 选 定 搜索 方向 对 算法 起 着 关键 性 的 作用 ,各 种 算法 的 区 分 ,主要 在 于 
确定 搜索 方向 的 方法 不 同 。 
在 许多 算法 中 , 步 长 的 选 定 是 由 使 目标 函数 值 沿 搜索 方向 下 降 最 多 (在 极 小 化 问题 
中 ) 为 依据 的 , 即 沿 射线 X 2 十 MP 求 PCX) 的 极 小 , 即 选取 jx, 使 
JE 十 MP 和) 一 minf (X™ +24P®) (6. 19) 
由 于 这 一 工作 是 求 以 4 为 变量 的 一 元 函数 /CX* 十 4P® ) 的 极 小 点 丸 , 故 称 这 一 过 程 为 
(最 优 ) 一 维 搜索 或 线 搜索 ,由 此 确定 的 步 长 称 为 最 佳 步 长 。 
上 述 一 维 搜索 有 个 重要 的 性 质 ,就 是 在 搜索 方向 上 所 得 最 优点 处 的 梯度 和 该 搜索 方 
向 正 交 。 这 可 表述 成 如 下 定理 : 
定理 3 设 目 标 函 数 /(X) 具 有 连续 一 阶 偏 导数 ,XX**” 按 下 述 规 则 产生 
| f XT +AP®) 一 minf (X™ +AP®) 


Xt 一 XH HAP 
则 有 
i 间 从 一 0 (6. 20) 
证 构造 函数 p(X) 二 ACX* 十 +P 中 ), 则 
人 = ming (A) 


[gar 一 至 加 二 + 和 aP® 
即 和 x 为 gp (2) 的 极 小 点 。 另 外 
pW) = VIX® +AP®)TP® 

由 p92)1i-% 二 0, 得 
TN PI TI = 

由 于 函数 f(X) 在 某 点 的 梯度 和 过 该 点 的 等 值 
面 的 切线 正 交 ,从 而 一 维 (最 优 ) 搜 索 的 搜索 方向 和 
其 上 最 优点 处 函数 的 等 值 面相 切 ( 见 图 6-5)。 
因 真 正 的 极 值 点 X 事先 并 不 知道 , 故 在 实 
用 上 只 能 根据 相继 两 次 迭代 得 到 的 计算 结果 的 6-5 
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变化 来 判断 是 否 已 达到 要 求 , 从 而 建立 终止 选 代 计算 的 准则 。 常 用 的 终止 欠 代 准则 有 以 
下 几 种 
(1) 根据 相继 两 次 迭代 结果 的 绝对 误差 
中 CH+D XY | et 
| fCX™ TD) —f(X) |Se 
(2) 根据 相继 两 次 迭代 结果 的 相对 误差 


(4D) Vk) 

| I wt | 和 es 《6,21) 
(WED FCN 

LU < 本 (6. 22) 


式 (6. 21) 和 式 (6. 22) 中 的 分 苹 要 录 厅 之 于 和 和 不 接近 于 零 。 
(3) 根据 函数 梯度 的 模 足 够 小 
| Wr 
以 上 各 式 中 的 61,ez,e3,e4 和 ss 为 足够 小 的 正 数 。 


第 二 节 一 维 搜 索 


一 维 搜索 用 于 求解 单 变量 的 无 约束 极 值 问题 , 它 同时 也 为 求解 后 面 各 节 中 更 复杂 的 
问题 提供 基础 。 

一 维 搜索 的 方法 很 多 .这 里 仅 介 绍 斐 波 那 契 (Fibonacci) 法 和 0. 618 法 。 这 两 种 方法 
属 直接 法 , 仅 需 计算 函数 值 ,不 必 计 算 函 数 的 导数 。 


一 、 斐 波 那 契 法 (分 数 法 ) 


设 y 二 /() 是 区 间 [a,5bj 上 的 单 变量 下 单 峰 函 数 , 它 在 该 区 间 上 有 唯一 极 小 点 4* ,而 
且 函 数 在 1* 之 左 严格 下 降 , 在 1* 之 右 严格 上 升 。 若 在 此 区 间 之 内 任 取 两 点 al 和 加, 且 
a 三 bi ,并 计算 函数 值 f(ay) 和 fC(61), 则 可 能 有 以 下 两 种 情况 : 

(1) Pa) 一 GOD : 这 时 极 小 点 4* 必 在 区 间 [a,by] 内 ( 见 图 6-6(a))。 

(2) ja) 三 FOOD : 这 时 极 小 点 4* 必 在 区 间 [ai, 妇 内 ( 见 图 6-6(b))。 


1 
1 
1 
1 
0O a 
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这 说 明 , 只 要 在 搜索 区 间 [a.5] 内 取 两 个 不 同 点 ,并 算出 它们 的 函数 值 加 以 比较 , 即 可 
把 包含 极 小 点 的 区 间 由 [a,5j 缩 小 为 La,b] 或 [a1,5]。 这 时 ,如 要 继续 缩小 搜索 区 间 
[ae ,或 La ,6], 就 只 需 在 新 的 区 间 内 再 取 一 点 算出 其 函数 值 ,与 (al) 或 (61) 加 以 比 
较 即 可 。 只 要 按 上 述 方法 使 缩小 后 的 区 间 始 终 包含 极 小 点 1* , 则 区 间 缩 得 越 小 ,就 越 接 
近 于 函数 的 极 小 点 ; 当然 ,区 间 缩 得 越 小 ,要 计算 函数 值 的 次 数 也 就 越 多 。 这 表明 ,区 间 
的 缩短 率 和 函数 值 的 计算 次 数 有 关 。 现 在 要 问 , 计 算 nn 次 函数 值 能 把 区 间 ( 包 含 极 小 点 ) 
缩小 到 什么 程度 ? 或 者 说 ,计算 函数 值 n 次 能 把 至 多 多 大 的 原 区 间 缩 小 为 长 度 为 1 个 单 
位 的 区 间 呢 ? 
现 用 F, 表示 计算 次 函数 值 能 将 其 缩短 为 1 个 单位 长 度 区 间 的 最 大 原 区 间 长 度 , 则 
显然 有 
Fo=F!=1 (6523) 
其 原因 是 ,只 有 当 原 区 间 长 度 本 来 就 等 于 一 个 单位 区 间 长 度 时 才 不 必 计 算 函 数值 ; 此 外 ， 
只 计算 一 次 函数 值 无 法 将 区 间 缩 短 , 只 有 原 区 间 长 度 本 来 就 是 一 个 单位 区 间 长 度 时 才 行 。 

现 考虑 下 ,。 在 区 间 [a,6] 内 设想 取 两 个 不 同 点 wy 和 乌 , 并 计算 它们 的 函数 值 以 缩短 
区 间 ,缩短 后 的 区 间 为 La,b Jj 或 [a1.5]。 由 于 ar 和 六 是 不 同 的 二 个 点 ,因而 La,b1j] 和 
[a1,6j 这 两 个 区 间 长 度 之 和 必 大 于 [a,5] 的 长 度 。 这 说 明 计 算 两 次 函数 值 一 般 无 法 把 长 
度 大 于 2 个 单位 长 度 的 区 间 缩 成 单位 区 间 。 但 是 ,可 以 把 计算 函数 值 的 点 (今后 称 为 试 


点 ) 选 得 尽量 靠近 区 间 [a, 候 的 中 点 ,对 于 长 度 等 于 2 个 单位 。 lel I+s 2 
长 度 的 区 间 ,缩短 后 的 区 间 长 度 等 于 单位 长 度 的 (1+e) 倍 a 
(e 为 任意 小 的 正 数 ), 从 而 使 缩短 后 的 区 间 长 度 接近 于 1 个 图 6-7 


单位 长 度 , 由 此 得 到 Fs 二 2( 见 图 6-7)。 
用 上 述 的 类 似 分 析 方 法 可 得 
Fi=3, F=5, Fs:= 8, 
在 图 6-8 中 示 出 了 三 3,4,5 这 三 种 情况 .图 中 小 圆圈 中 的 数字 表示 选取 这 个 试点 的 先后 
顺序 ,分 数 为 该 点 在 整个 区 间 的 相对 位 置 。 


[oe (0) 
3 ‘nh 1 1 
1 2 
3 1 
ee a 
QIG © OD 
n=4r ‘hs . . 1 
1 2 二 
5 5 5 
GO@ © © ©® 
5 
A 3 
8 8 8 8 


序列 {F。} 服 从 于 一 个 一 般 递 推 公式 : 
BO it (6. 24) 
使 用 式 (6.24) 可 依次 计算 出 各 F, 的 值 ( 见 表 6-1)。 
表 6-1 


由 上 面 的 讨论 可 知 , 计 算 n 次 函数 值 所 能 得 到 的 最 大 缩短 率 (缩短 后 的 区 间 长 度 与 原 
区 间 长 度 之 比 ) 为 1/F,。 要 想 把 区 间 [ao ,po] 的 长 度 缩短 为 原来 区 间 长 度 的 5(6 二 1) 倍 或 
更 小 , 即 缩短 后 的 区 间 长 度 
bl — an-1 < (bo 一 ao)0 《6. 25) 
只 要 nn 足够 大 ,能 使 下 式 成 立即 可 : 


FF, 之 皮 (6. 26) 
上 式 中 8 为 区 间 缩 短 的 相对 精度 。 
有 时 给 出 区 间 缩 短 的 绝对 精度 y, 即 要 求 
bo-1 一 ao 魏 7 
显然 6 和 之 间 应 有 如 下 关系 : 
7 = (bo — ao)6 (6. 27) 
现 将 用 斐 波 那 契 法 缩短 区 间 的 步骤 总 结 如 下 : 
(1) 确定 试点 的 个 数 n。 
根据 缩短 率 6, 即 可 用 式 (6. 26) 算 出 开 , ,然后 由 表 6-1 确定 最 小 的 n。 
(2) 选取 前 两 个 试点 的 位 置 。 
由 式 (6. 24) ,可 知 第 一 次 缩短 时 的 两 个 试点 位 置 为 ( 见 图 6-9): 
ti 三 ao 十 Frz(,, 一 ao) 
= 十 呈 :wo 一 如) (6. 28) 
11 二 ao 十 ww 一 而 0 


EE Fr a 
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它们 在 区 间 内 的 位 置 是 对 称 的 。 
(3) 计算 函数 值 fo 和 iD) ,并 比较 它们 的 大 小 。 
车 Fa) 一 FG1 , 则 取 


wi 二 而 三 大 三 击 
并 令 
所 一 记 十 天 一 加) 
an—l 
否则 , 取 
wi 二 和 
并 令 
6 一 十 扣 一 on) 


(4) 计算 Fe ) 或 f(42) (其 中 的 一 个 已 经 算出 ), 如 第 (3) 步 那样 一 步 步 迭 代 。 计 算 试 
点 的 一 般 公式 为 


F., 
tt = bei 尖 (0k 一直 3 


(6. 29) 
i 十 忆 二 (CO 一 ac) 
其 中 =1,2,…,n 一 1。 
(5) 当 进 行 至 & 一 ?一 1 时 
bo = 一 机 (ens 十 br) 
这 就 无 法 借 比 较 函 数值 1(4-1) 和 (1) 的 大 小 以 确定 最 终 区 间 , 为 此 , 取 
[~ 一 去 (oo 十 bo) 
(6. 30) 


| 一 ao- 十 (去 +e]@ 一 Qo-2) 


其 中 * 为 任意 小 的 数 。 在 -1 入 -1 这 两 点 中 ,以 函数 值 较 小 者 为 近似 极 小 点 ,相应 的 函 
数值 为 近似 极 小 值 。 并 得 最 终 区 间 [a, -2.4-1] 或 [4,-1 .6b,-2]。 

由 上 述 分 析 可 知 , 斐 波 那 契 法 使 用 对 称 搜索 的 方法 ,逐步 缩短 所 考察 的 区 间 , 它 能 以 
尽量 少 的 函数 求 值 次 数 ,达到 预定 的 某 一 缩短 率 。 

例 5 试用 斐 波 那 契 法 求 函 数 (41) 二 2 一 4 十 2 的 近似 极 小 点 和 近似 极 小 值 ,要 求 缩 
短 后 的 区 间 不 大 于 区 间 [ 一 1.3] 的 0.08 倍 。 

解 ” 容 易 验 证 在 此 区 间 上 函数 (41) 二 一 1 十 2 为 严格 凸 函数 。 为 了 进行 比较 ,我 们 
给 出 其 精确 解 是 : 1* 二 0. 5,f(1* ) 一 1.75。 

已 知 mo 一 一 1,m 一 3,6 一 0.08,F, 二 1/6 一 1/0.08 一 12. 5, 查 表 6-1, 得 "一 6 


而 十 天 (a bo) 3 十 言 ( 1 一 3) 一 0.538 
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Fs 


/ 
ao 十 
1 “十 去 


(bo 一 ao) 


8 
Ls (一 1D)] 一 1.462 
(Ga) 一 0.538: 一 0.538 十 2 一 1.751 
f(2) 一 1.4622 一 1.462 十 2 一 2.675 
由 于 fa) 一 4) , 故 取 w 一 一 1, 和 一 1.462, 如 一 0. 538 


PE A 2 0 SC es 
Es 8 
flt2) = (一 0.077)2 一 (一 0.077) 十 2 = 2.083 
由 于 Fe) 二 (ti) 一 1.751, 故 取 az 0. 077,0: 一 1. 462,1s=0. 538 
好 十 蜡 c az) 


0.077 十 守 (1.462 十 0.077) 一 0. 846 
f(18) 一 0.8462: 一 0.846 十 2 = 1.870 
由 于 Fid) 二 Gas) 一 1.751, 故 取 as 


tl4 = bs+ 


0. 077,03 一 0. 846 ,lf 一 0.538 


2(as —b3) = 0. 846 十 2 0.077 一 0.846) = 0.231 
Fs 3 
Ga) 一 0.231? 一 0.231 十 2 一 1.822 


由 于 了 (0) 之 (1)=1.751, 故 取 as==0.231,6b4 二 0. 846,14s 二 0.538。 
现 令 e==0.01, 则 


站 a 十 ( 汪 te) a4) = 0.231 十 (0.5 十 0.01)(0.846 一 0.231) = 0.545 
(4) = 0.5452: 一 0.545 十 2 一 1.752 > f(s) = 1.751 


故 取 as 一 0. 231,b 一 0.545。 由 于 f(s)==1.751 达 f(45)==1.752, 所 以 以 4s 为 近似 极 小 
点 ,近似 极 小 值 为 1.751。 


缩短 后 的 区 间 长 度 为 0.545 一 0. 231 二 0. 314.0. 314/4 王 0. 078 5 一 0. 08, 其 整个 计算 
过 程 示 于 图 6-10 中 。 
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二 、0. 618 法 (黄金 分 割 法 ) 


由 上 节 的 论述 可 知 , 当 用 斐 波 那 契 法 以 个 试点 来 缩短 某 一 区 间 时 ,区 间 长 度 的 第 一 
次 缩短 率 为 F,-_1/F, ,其 后 各 次 分 别 为 
Fos F._s um Bi 
or ey ” FF 
现 将 以 上 数列 分 为 奇数 项 Fa-1/Fzs 和 偶数 项 Fa/Fzaxt1, 可 以 证 明 , 这 两 个 数列 收敛 于 同 
一 个 极限 0. 618 033 988 741 894 8。 

以 不 变 的 区 间 缩 短 率 0. 618 代替 斐 波 那 契 法 每 次 不 同 的 缩短 率 , 就 得 到 了 0. 618 法 。 
可 以 把 这 个 方法 看 成 是 斐 波 那 契 法 的 近似 , 它 比 较 容 易 实现 ,效果 也 很 好 ,因而 更 易于 为 
人 们 所 接受 。 

用 0. 618 法 时 ,计算 个 试点 的 函数 值 可 以 把 原 区 间 [ao ,bo] 连 续 缩短 n 一 1 次 ,由 于 
每 次 的 缩短 率 均 相同 ,为 w, 故 最 后 的 区 间 长 度 为 


及 一 必 rs 一 《2 一 2007 (6. 31) 
0. 618 法 是 一 种 等 速 对 称 消去 区 间 的 方法 ,每 次 的 试点 均 取 在 区 间 相 对 长 度 的 0. 618 
和 0. 382 处 。 
例 6 用 0.618 法 求 函 数 
t/2, 当 才 起 之 
£2 -1 
一 上 十 3， 当 上 二 2 


在 区 间 [0,3J 上 的 极 大 点 ,要 求 缩短 后 的 区 间 长 度 不 大 于 原 区 间 长 度 的 10%。 
解 已 知 ao==0,bo= 二 3 
1 = 0.382(3—0) =1.146, 11= 0.618(3—0) = 1.854 
Fy =0, 5 146). = "0573y, Fl) = 0 (L854) 三 :0927 
一 六 一 M6% 页 一 大 = 一 3 起 二 一 1854 
t2= 1.146 十 0.618(3 一 1.146) 一 2. 292 
f(12) 一 一 2.292 十 3 = 0.708 
a 一 jai 二 下 寻 的 和 一 点 = 朗 20 名 对 一 坑 宇 业 64 
ts = 1.146 十 0.382(2.292—1.146) = 1.584 
f(t13) = 1.584/2 = 0.792 
as=1=1.584 bs=b=2.292, t=ts = 1.854 
过 一 1.584 十 0.618(2.292 一 1.584) 一 2.022 
GS 
大 二 二 854 一 
如 一 1.854 十 0.618(2. 292 一 1.854) 一 2.125 
FY =0. 7 
a = y= i 
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由 于 
站 说 5 一 二 854 _ 0.271 
5 3 0. 090 = 0.100 
从 而 可 知 区 间 [as ,bs 为 最 终 区 间 ( 当 然 也 可 事先 求 出 需要 的 试点 数 ,[as-1,b,-1] 即 为 


最 终 区 间 )。 近 似 极 大 点 为 ts 二 2. 022, 近 似 极 大 值 f(4s) 二 0.978。 读 者 可 仿照 图 6-10 画 
出 本 例 的 全 部 缩短 过 程 。 


第 三 节 无 约束 极 值 问 题 


无 约束 极 值 问题 可 表述 为 
minf(X), XEE, (6. 32) 
在 求解 上 述 问 题 时 常 使 用 迭代 法 。 和 迭代 法 大 体 可 分 为 两 大 类 : 一 类 要 用 到 也 数 的 一 阶 导 
数 和 (或 ) 二 阶 导数 ,由 于 用 到 了 函数 的 解析 性 质 , 故 称 为 解析 法 ; 另 一 类 在 迭代 过 程 中 仅 
用 到 函数 值 ,而 不 要 求 函数 的 解析 性 质 ,这 类 方法 称 为 直接 法 。 一 般 说 来 ,直接 法 的 收敛 
速度 较 慢 , 只 是 在 变量 较 少 时 才 适 用 。 但 直接 法 的 迭代 步 又 简单 ,特别 是 当 目 标 函数 的 解 
析 表 达 式 十 分 复杂 ,甚至 写 不 出 具体 表达 式 时 ,它们 的 导数 很 难 求 得 ,或 根本 不 存在 ,这 
时 ,就 只 有 用 直接 法 了 。 下 面 介 绍 两 种 基本 的 解析 法 。 
一 、 梯度 法 (最 速 下 降 法 ) 
梯度 法 是 一 种 古老 的 方法 ,但 由 于 它 的 迭代 过 程 简单 ,使 用 方便 ,而 且 又 是 理解 其 他 
非 线 性 最 优化 方法 的 基础 ,所 以 先 来 说 明 这 一 方法 。 
假定 问题 (6. 32) 中 的 目标 函数 /(X) 具 有 一 阶 连续 偏 导 数 , 它 存在 极 小 点 X"。 以 
关中 表示 极 小 点 的 第 次 近似 ,为 了 求 其 第 十 1 次 近似 XX**? ,在 XX 点 沿 方向 P* 作 
射线 
bh hd i | (6. 33) 
将 A(X) 在 XX 处 作 泰 勒 展开 . 得 
fCX) = FCXe +AP®) = f(X®) 十 MAVFCXw)TP 十 oC) 
其 中 VA(X® ) 为 函数 /(X) 在 站 点 的 梯度 ,可 以 假定 VA(X*) 关 0( 否 则 关中 已 是 平稳 
点 )。 对 于 充分 小 的 4,0(4) 是 4 的 高 阶 无 穷 小 。 这 时 ,只 要 
VEITPS 0 (6. 34) 
即 可 保证 A(X* 十 *P 中 ) 二 A(X*)。 在 这 种 情况 下 ,车 取 下 一 个 迭代 点 为 XX*+? 二 XX 十 
4P* ,就 能 使 目标 函数 值得 到 改善 。 下 面 设法 寻求 使 式 (6. 34) 左 端 取 最 小 值 的 P*。 由 
线性 代数 学 知 
VACEWITP® = | VACXEIN = | P® leos0 (6. 35) 
其 中 0 为 向 量 VA(X) 与 P* 的 夹 角 。 
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不 妨 设 P* 的 模 一 定 。 当 P" 与 VA(X”) 同 向 , 即 取 P” 为 梯度 方向 时 ,0 二 0,cos9 二 1， 
VCD)TPS 最大; 当 PS 与 VYf(X® ) 反 向 时 ,0 一 180",cos0 一 VA PR 
其 值 最 小 ,这 一 方向 为 负 梯 度 方向 。 前 曾 指 出 , 负 梯 度 方向 是 函数 值 下 降 最 快 的 方向 ( 通 
常 指 在 半 ” 的 某 一 小 范围 内 ) , 沿 这 一 方向 搜索 ,有 可 能 较 快 地 达到 极 小 点 ,梯度 法 就 采用 
这 样 的 方向 为 搜索 方向 。 

为 了 得 到 下 一 个 近似 极 小 点 ,在 选 定 了 搜索 方向 之 后 ,还 要 确定 步 长 。 选 取 步 长 的 一 
种 方法 是 通过 试 算 , 即 先 取 4 为 某 一 个 数 ,检验 下 式 是 否 满足 : 


RG Mi WG opp th (6. 36) 
若 满 足 ,就 可 以 取 这 个 4 值 进行 迭代 ; 若 不 满足 ,就 减 小 4 的 值 使 满足 上 式 。 由 于 采用 负 
梯度 方向 为 搜索 方向 ,满足 式 (6.36) 的 4 总 是 存在 的 。 
另 一 种 方法 是 
XR minf/(X™ 一 1VFCXw)) (6. 37) 


这 可 通过 在 负 梯 度 方向 的 一 维 搜索 (例如 用 0. 618 法 ) ,来 确定 使 /(X) 最 小 的 A。 这 样 得 
到 的 步 长 称 为 最 佳 步 长 ,有 时 把 采用 最 佳 步 长 时 的 梯度 法 称 为 最 速 下 降 法 。 

现 将 用 梯度 法 求 函数 /(X) 的 极 小 点 的 步骤 总 结 如 下 : 

(1) 给 定 初始 点 XW” 和 人 允许 误差 e 二 0, 令 k: 一 0。 

(2) 计算 ACX®) 和 VACX), 若 上 VACX*) 是 委 se, 停 止 欠 代 , 得 近似 极 小 点 X2” 和 
近似 极 小 值 fCX%); 否则 , 转 下 一 步 。 

(3) 做 一 维 搜索 (也 可 直接 使 用 下 面 给 出 的 式 (6. 38) 或 式 (6. 40)) 

和 minf (X™ —AVf(X®)) 

并 计算 太一 一 A VA(X) ,然后 令 k: 二 k 十 1, 转 回 第 (2) 步 。 

现 设 /(X) 具 有 二 阶 连 续 偏 导数 ,将 A(X% 一 4 VACXW)) 在 X 作 泰勒 展开 : 

(Ce 一 人 VFCXOD)D7 A FEE)— VXI TA VR®) 
十 各 WI 天 大 天 入 渍 豌 入 罗 


使 上 式 对 4 求 导 , 并 令 其 等 于 零 , 即 可 得 近似 最 佳 步 长 的 如 下 计算 公式 : 
VCXw)T VFCXw) 


a T/LIT VFROY VIRD) 人 
有 时 ,把 搜索 方向 已 ”的 模 规 格 化 为 1,. 即 取 
二 “大风 过 W9 
2 (6. 39) 
在 这 种 情况 下 , 式 (6. 38) 就 变 为 
A. a A AS eb A Bhd. dl i 


VFCKG)T Vif(X®T) VAXT®) 
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例 7 用 梯度 法 求 函 数 /(XX) 二 zi 十 5zxi 的 极 小 点 , 取 人 允许 误差 s 一 0.7。 
解 ” 取 初始 点 大 "一 (2,1)7。 
VC 一 (2z,10zz)7,VFCX) 一 (4.10)7。 其 黑 塞 矩阵 


Vf(X) 一 全 ) 
0 10 
Cao 人 ( 
站 = 0.1124 


( 1.550 “) 


1) 2 和 4 
x -=|( )-o.124( )= 
1 10/ \—0.1240 


3.1008 
vx™) = ( l ) VCxXo) NN? = 11.1526 
Ff Sd | vf | >e 
3.1008 
3.100 8, —1.2400)( 和 
DOV ‘lO O3223 
G3.100 8, —1.2400)( )( 
0 10 八 -1.2400 
本 1.5504 3.1008\ /0.5510 
x =( )-0.3223( )=( ) 
一 0.1240 一 1.2400/ \0.2757 
1. 102 
vx®)— ( 小 VCxe) 1 ? = 8.815 > 
gi 2.757 | vf | E 


1.102 
(1.102 ,2. 757)( ) 
A2 To 0.1124 


2 0\/1.102 
(1 102,2. 757){ )( 
0 10/\2.757 
0.5510 1.102 0.4271 
esl )-o.124( )=( ) 
0.2757 2.757 一 0.034 19 
0.8542 
Vf/(X™)= ( 及 Vf/(X™)| ?一 0.8466 
he Ei I I 和 


0.8542 
(0.8542 ,一 0. 3419){ ) 
一 0.3419 


As 0. 322 1 


2 0 0.8542 
00. 8542, —0.341 9) ( )( 
0 10/ 一 0.3419 


0.4271 0.854 2\ /0. 152 
)-。 322 1( )= ( ) 
一 0.03419 一 0.3419)  \0.0759 


了 9 = ( 
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0. 304 
0.759 
故 以 X2 一 (0.152.0.075 9)7 为 近似 极 小 点 ,此 时 的 函数 值 fA(X"*) 二 0.051 9。 该 问题 
的 精确 解 是 半 " 二 (0,0)",fA(X" ) 二 0。 可 知 ,要 得 到 真正 的 精确 解 , 需 无 限 迭 代 下 去 。 

由 于 沿 负 梯 度 方向 目标 函数 的 最 速 下 降 性 ,很 容易 使 人 们 误 认为 负 梯 度 方向 是 最 理 
想 的 搜索 方向 ,最 速 下 降 法 是 一 种 理想 的 极 小 化 方法 。 必 须 指出 的 是 , 某 点 的 负 梯 度 方 
向 ,通常 只 是 在 该 点 附近 才 具 有 这 种 最 速 下 降 的 性 质 。 在 一 般 情况 下 , 当 用 最 速 下 降 法 寻 
找 极 小 点 时 ,其 搜索 路 径 呈 直角 锯齿 状 ( 请 回忆 定理 3) ,在 开头 几 步 ,目标 函数 值 下 降 较 
快 ; 但 在 接近 极 小 点 时 ,收敛 速度 常 就 不 理想 了 。 特 别 是 当 目 标 函数 的 等 值 线 为 比较 扁 
平 的 椭圆 时 ,收敛 就 更 慢 了 。 因 此 ,在 实用 中 常 将 梯度 法 和 其 他 方法 联合 应 用 ,在 前 期 使 
用 梯度 法 ,而 在 接近 极 小 点 时 ,可 改 用 收敛 较 快 的 其 他 方法 。 


二 、 牛 顿 法 
首先 考虑 正定 二 次 函数 


VCxe ) = ( ): | vFCxe)1 一 o.6685 一 s 


f(X) = 寺 X"AX 十 BTX 十 < (6. 41) 


此 处 4 为 nXn 对称 正定 阵 .XEE,,BEEE,c 为 常数 。 
假定 该 函数 的 极 小 点 是 六" , 则 必 有 
Vf/(X*)=AX*+B=0 
从 而 ,AX" 二 一 B。 另 外 ,对 任 一 点 立 ”E EE ,函数 在 该 点 的 梯度 Vf(X) 一 AX 十 B。 
消去 B, 这 就 得 到 
V/(X™) 一 AKC — AX" 
由 此 可 解 出 
X* 一 XO 一 人 AT Vv/(X®”) (6. 42) 
这 说 明 , 对 于 正定 二 次 函数 ,从 任意 近似 点 半 W 出 发 , 沿 一 4 'V/(XW”) 方 向 搜索 ,以 1 为 
步 长 ,迭代 一 步 即 可 达 极 小 点 。 
例 8 用 牛顿 法 求 例 7 的 极 小 点 。 
解 ” 任 取 初 始点 半 %” 二 (2.1)" ,算出 VA(X”) 二 (4,10)"。 在 本 例 中 ， 


2 0 1/2 0 
0 10 0 1/10 


mn a 


VA(X*  ) 一 (0.0)7 ,可知 关 "确实 为 极 小 点 。 
将 本 例 与 例 7 进行 比较 ,可 知 牛 顿 法 的 搜索 方向 与 最 速 下 降 法 的 搜索 方向 不 同 。 
现 考 虑 一 般 交 元 实 函数 /(X) ,假定 它 有 连续 二 阶 偏 导数 ,X” 为 其 极 小 点 的 某 一 近 
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似 。 在 这 个 点 附近 取 /(X) 的 二 阶 泰勒 多 项 式 副 近 : 
COX) ~ fAX®) VIX®T)TAX+ AXT be i. (6. 43) 


其 中 ,AX==X 一 中。 
这 个 近似 函数 的 极 小 点 应 满足 一 阶 必要 条 件 , 即 

WAR I ER IA = 0 

设 V /A(X ) 的 逆 阵 存在 ,可 得 
p GD tn Kp i ob dh .fit ) (6. 44) 

由 于 式 (6.43) 仅 是 A(X) 的 近似 表达 式 , 由 式 (6. 44) 解 得 的 该 近似 函数 的 极 小 点 ,也 就 仅 
是 A(X) 极 小 点 的 近似 。 为 求 得 A(X) 的 极 小 点 ,可 以 一 [V(X”)] "VA(X") 为 搜索 方 
向 (牛顿 方向 ) , 按 下 述 公 式 进行 迭代 : 

PY =— EACRRI I ED 

和 minf (X™ +2P*) (6. 45) 


Kt 一 人 十 入 有 从 
这 就 是 所 谓 的 阻尼 牛顿 法 (广义 牛顿 法 ) ,可 用 于 求解 非 正定 二 次 函数 的 极 小 点 。 
牛顿 法 的 优点 是 收敛 速度 快 ; 缺点 是 有 时 进行 不 下 去 而 需 采 取 改 进 措施 (可 参看 有 
关 参 考 文献 )。 此 外 , 当 维 数 较 高 时 ,计算 LV?FCX”)] -的 工作 量 很 大 。 
为 克服 梯度 法 收敛 速度 慢 及 牛顿 法 有 时 失效 和 在 维 数 较 高 时 计算 工作 量 大 的 缺点 ， 
不 少 学 者 提出 了 一 些 更 加 实用 的 其 他 算法 ,如 共生 梯 度 法 、 变 尺度 法 等 ,限于 篇 幅 此 处 从 
略 ,读者 可 参阅 有 关 文 献 。 


第 四 节 ”约束 极 值 问题 


绝 大 部 分 实际 问题 都 受到 某 些 条 件 的 限制 ,这 些 限制 条 件 ( 约 束 ) 常 给 寻 优 工作 带 来 
很 大 困难 。 下 面 首先 说 明 约 束 极 值 问 题解 的 最 优 性 条 件 ,然后 研究 几 种 基本 的 解法 。 


一 、 最 优 性 条 件 


1. 可 行 下 降 方向 

(1) 起 作用 约束 

假定 X2 是 问题 (6. 3) 的 一 个 可 行 解 . 它 满足 所 有 约束 条 件 。 对 某 一 个 约束 条 件 
8i( 半 ) 三 0 来 说 ,XX 满足 它 有 两 种 情况 : 一 种 情况 gj (CX ) 二 0, 这 时 ,X 不 在 由 这 个 约 
东 条 件 形成 的 可 行 域 边界 上 .我 们 称 这 一 约束 为 X” 点 的 不 起 作用 约束 (或 无 效 约束 ); 
另 一 种 情况 是 gj (X” ) 一 0. 这 时 .X 点 处 于 由 这 个 约束 条 件 形成 的 可 行 域 边界 上 ,对 
9 点 的 进一步 摄 动 来 说 ,这 一 约束 起 到 了 某 种 限制 作用 , 故 称 它 为 X'" 点 的 起 作用 约束 
(或 有 效 约束 ) 。 显 然 , 等 式 约 束 条 件 对 所 有 可 行 点 都 是 起 作用 约束 。 
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(2) 可 行 方向 
设 XX 为 任 一 可 行 点 ,对 某 一 方向 P 来 说 ,车 存在 实数 Xo。 二 0, 使 对 任意 的 4E [0,46] 
均 有 下 式 成 立 : 
XV"+APER 
就 称 方向 了 为 XW 点 的 一 个 可 行 方 向 。 
以 了 记 XXW 点 所 有 起 作用 约束 下 标的 集合 , 即 
着 和 亲人 
显然 ,如 果 P 为 XX” 点 的 可 行 方向 , 则 存在 Xo 记 0, 使 对 任意 4+E[L0,Xo], 有 
gi(X*+AP)>g(X")=0 jEJ 


从 而 
网 (0) 
ap = Vag,(X°)TP>0 jEJ 
a ho 
式 中 Vgj;(X"” ) 为 约束 函数 gj (XX) 在 XW” 点 的 梯度 。 
另外 ,由 泰勒 公式 ， 


gi XH +AP) = gi (XH)+A Vg XY)TP+oN) 
对 半点 的 所 有 起 作用 约束 , 当 4 二 0 足够 小 时 ,只 要 
Vg;(X®)TP>0 jEJ (6. 46) 
就 有 
gi(X® +Ap)>0 jEJ 
此 外 ,对 半点 的 所 有 不 起 作用 约束 ,gj;(X'”) 二 0, 由 gj(X) 的 连续 性 , 当 4 二 0 足够 
小 时 , 亦 有 


gi(XH++AP) 宇 0 j EJ 
从 而 ,只 要 方向 了 满足 式 (6.46), 即 可 保证 它 为 站点 的 可 行 方 向 。 
(3) 下 降 方 向 
设 X' ER, 对 某 一 方向 己 来 说 . 若 存 在 实数 Me 二 0, 使 对 任意 的 ME[o,ae] 均 有 下 式 
成 立 : 
FO SAP RHR 
就 称 方向 了 为 XX" 点 的 一 个 下 降 方 向 。 
由 泰勒 展开 式 
f XY 十 )P) = fCXY) +AVAXY) TP oN) 
当 4 足够 小 时 ,只 要 
WC pO (6. 47) 
就 有 fC(XW 十 XP) 二 /(X”)。 这 说 明 , 只 要 方向 P 满 足 式 (6.47), 即 可 保证 它 为 XX 点 的 
下 降 方向 。 
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(4) 可 行 下 降 方向 
若 X" 点 的 某 一 方向 也, 既是 该 点 的 可 行 方向 ,又 是 该 点 的 下 降 方向 ,就 称 它 为 这 个 
点 的 可 行 下 降 方 向 。 设 ”不 是 极 小 点 ,为 求 其 极 小 点 ,继续 搜索 时 当然 应 沿 该 点 的 可 行 
下 降 方向 进行 。 显 然 .对 某 一 点 羡 “ 来 说 , 若 该 点 不 存在 可 行 下 降 方向 , 它 就 可 能 是 局 部 
极 小 点 ; 若 存在 可 行 下 降 方向 , 它 当 然 就 不 是 极 小 点 。 下 面 的 定理 4 从 另 一 角度 说 明了 
这 一 问题 。 
定理 4 设 X"* 是 问题 (6.3) 的 一 个 局 部 极 小 点 ,7CX) 在 三 "处 可 微 ,而 且 
sj(X) 在 关 ” 处 可 微 , 当 7 EJ 时 
gi(X) 在 关 ” 处 连续 , 当 j EJ 时 
则 在 关 * 点 不 存在 可 行 下 降 方向 ,从 而 不 存在 已 同时 满足 
VFCX")TP 一 0 
1 (6. 48) 
Vgj(X")'P>0 jE€EJ 
其 中 ,指标 集 J={j|g;(X" )=0,1<j</}。 
这 个 定理 是 显然 的 。 若 存在 满足 式 (6. 48) 的 方向 P, 则 沿 P 搜索 可 找到 比 X* 更 好 的 
可 行 点 ,这 与 六" 为 局 部 极 小 点 矛盾 。 
从 几何 上 说 ,满足 式 (6. 48) 的 方向 了 ,与 该 点 目标 函数 负 梯 度 方向 的 夹 角 成 锐角 ,而 
且 , 与 该 点 起 作用 约束 梯度 方向 的 夹 角 也 成 锐角 。 
2. 库 恩 - 塔 克 (Kuhn-Tucker) 条 件 
库 恩 - 塔 克 条 件 是 非 线 性 规划 领域 中 最 重要 的 理论 成 果 之 一 ,具有 很 重要 的 理论 价 
值 。 下 面 就 来 导出 这 个 条 件 。 
(1) Gordan 引 理 设 Ai,A;,…,Ali 是 /个 维 向 量 ,不 存在 向 量 P 使 
AP 0 (=D 
成 立 的 充 要 条 件 是 ,存在 不 全 为 零 的 非 负 实数 jy ,ps，… ,pu, 使 


Sa 0 

本 式 的 几何 意义 说 明 如 下 。 设 A1.A:.A; 是 三 个 二 维 向 量 , 若 它们 均 位 于 某 条 直线 
五 的 同一 侧 , 则 可 找到 某 一 向 量 己 ,使 4 了 PP 一 0 一 \ i \ | 
1,2,3)( 参 看 图 6-11(a) ) 。 但 是 , 若 4 ,4:,4: 不 \ 
在 任 一 条 直线 的 同一 侧 ( 见 图 6-11(b)) ,就 无 法 找 了 = 
到 使 AIP 二 0(j 二 1,2,3) 均 满足 的 向 量 P。 这 时 总 2 \ \ 
可 以 适当 缩小 或 放大 各 向 量 A; 的 长 度 ,使 它们 合 un ; 
成 为 零 向 量 , 即 可 找到 不 全 为 零 的 非 负 实数 jj (二 外 中 
15253)3 使 6-11 
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3 
2)wA;=0 
SY 
(2) Fritz John 定理 
设 X "是非 线性 规划 (6. 3) 的 局 部 最 优点 ,函数 A(X) 和 gj(X)G 二 1,2,…, 人 ) 在 针 " 点 
有 连续 一 阶 偏 导数 , 则 必 存 在 不 全 为 零 的 数 yo wpa ,ye,… sp, 使 


1 
po V(X )— Dp Ve (X*)=0 
j=1 


gi(X")=0 (=1,2,.,D) {Gr 
2 Cr 
证 明 从 略 , 读 者 可 参看 有 关 著 作 。 


该 定理 给 出 了 非 线性 规划 (6. 3) 的 (局 部 ) 最 优点 应 满足 的 必要 条 件 。 式 (6. 49 ) 称 为 
Fritz John 条 件 , 满 足 这 个 条 件 的 点 称 为 Fritz John 点 。 

如 果 jw 二 0,VA(X" ) 就 从 式 (6. 54) 中 消去 ,说明 在 所 讨论 的 点 X* 处 ,起 作用 约束 的 
梯度 线性 相关 。 这 时 Fritz John 条 件 失效 。 人 们 自然 想到 ,对 讨论 点 处 起 作用 约束 的 梯 
度 附 加 上 线性 无 关 的 条 件 ,以 保证 je 二 0。 这 样 一 来 ,就 引出 了 下 面 的 库 恩 - 塔 克 条 件 。 

(3) 库 恩 - 塔 克 条 件 

设 六 "是非 线性 规划 (6.3) 的 局 部 极 小 点 ,A(X) 和 gj(X) (二 1,2,…,/) 在 点 "处 有 
一 阶 连续 偏 导 数 ,而 且 X" 处 的 所 有 起 作用 约束 的 梯度 线性 无 关 , 则 存在 数 pyr ,pi ，…， 
yi, 使 


上 
Vf/CX*)— Dp Vej(X*)=0 
j=1 


0 0 = 
ww 宇 0 (一 1,2,… 
因由 Fritz John 定理 ,存在 不 全 为 零 的 非 负 数 pm ,pa，… ,pu, 使 式 (6. 49) 中 的 各 式 成 立 。 
又 因 Vegj;(X*  )GEJD) 线 性 无 关 . 故 mo 天 0. 即 mm 二 0。 现 用 wo 除 式 (6. 49) 中 各 式 的 两 边 ， 
并 令 jv 二 py/pw1j 二 1,2,… ,lL, 即 可 得 条 件 (6. 50) 。 
条 件 (6. 50) 称 为 库 恩 - 塔 克 条 件 ( 简 称 为 K-T 条 件 ) ,满足 这 个 条 件 的 点 称 为 库 恩 - 塔 
克 点 或 K-T 点 。 
现在 考虑 非 线性 规划 
minf(X) 
LG 0 仿 三 相交 囊 砚 (6.51) 
0 0 = 
其 中 ,函数 /CX) ,hi(XX) (Gi 一 1.2,…,m) 和 gj;(XX)(j 一 1,2,… ,1) 都 具有 一 阶 连续 偏 导数 。 
对 每 一 个 i, 我 们 以 


| 语 (X) 三 0 


—hi(X) 宇 0 
代替 h;(X) 二 0, 这 样 一 来 , 即 可 由 条 件 (6.50) 得 到 问题 (6.51) 的 库 恩 - 塔 克 条 件 如 下 : 

若 X "是 非 线性 规划 (6. 51) 的 极 小 点 , 且 XX" 点 的 所 有 起 作用 约束 的 梯度 Vh;(X*) 
GG 二 1,2,…,m) 和 Vg;(X* )(jEJ) 线 性 无 关 , 则 存在 向 量 P 二 (y? ,yi ,，…,7Y%*) ”和 
M' 二 (yoi ,pi2 ，… ,pi )" 使 下 述 条 件 成 立 : 


m 1 
VC — Dr Whi(X°)— Dp Vai(X*)=0 
iel =) 


War(X")=0 (= 人 19D) C0552) 


和 人 一 1.2.…,0) 
其 中 六 ,72 yr 和 jp? ,py2，… spi 称 为 广义 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 。 

库 恩 - 塔 克 条 件 是 确定 某 点 为 最 优点 的 必要 条 件 , 只 要 是 最 优点 , 且 此 处 起 作用 约束 
的 梯度 线性 无 关 , 就 必须 满足 这 个 条 件 。 但 一 般 说 来 它 并 不 是 充分 条 件 , 因 而 ,满足 这 个 
条 件 的 点 不 一 定 就 是 最 优点 。 可 是 ,对 于 凸 规划 , 库 恩 - 塔 克 条 件 不 但 是 最 优点 存在 的 必 
要 条 件 , 它 同时 也 是 充分 条 件 。 

为 加 深 对 库 恩 - 塔 克 条 件 的 直观 理解 ,考虑 某 非 线 
性 规划 的 可 行 解 X* ,假定 此 处 有 两 个 起 作用 约束 , 即 
(XR ) 一 0,8z(CX) 一 0。 若 Xe 是 极 小 点 , 则 VCXe ) 
必 处 于 VsgiCX%) 和 Vgz(Xe ) 的 夹 角 之 内 ( 见 图 6-12)。 
如 若 不 然 ,XX®“ 点 处 必 存 在 可 行 下 降 方向 , 它 就 不 会 是 极 小 vaxX%) 
点 。 这 说 明 , 若 X% 点 是 极 小 点 :而 且 此 处 起 作用 约束 的 
梯度 Vg (CX) 和 Vgz(X” ) 线 性 无 关 , 则 可 将 VA(X” ) 表 
示 成 Vg1 (XH) 和 vgs (Xe ) 的 非 负 线性 组 合 , 即 存在 数 
J 训 宇 0 和 jw 这 0, 使 下 式 成 立 

VACXT) — jn Vgi(X®)— ps Vga (XW) 一 0 

如 此 推论 ,并 考虑 到 包含 不 起 作用 约束 在 内 的 所 有 约束 条 件 . 也 可 从 另 一 角度 得 出 著名 的 
库 恩 - 塔 克 条 件 。 

例 9 用 库 恩 - 塔 克 条 件 解 非 线 性 规划 

| 一 ( 工 一 4)2 


&ICO-0 


一 VYJCX) 


Vea(X") 


1 志和 帮 
解 ” 先 将 其 变 为 问题 (6.2) 或 问题 (6. 3) 的 形式 : 
min f(x) =— (zx— 4)? 
| SI1CZ) 一 工 一 1 二 0 
gz(Cz) 一 6 一 工 三 0 


大 过 .于 
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设 库 恩 - 塔 克 点 为 x” ,各 函数 的 梯度 为 
VCz) = 一 2(z 一 4)， Va(z)=1, Vgs(x) 一 一 1 


对 第 一 个 和 第 二 个 约束 条 件 分 别 引 入 广义 拉 格 朗 日 乘 子 yi? 和 12 , 则 得 该 问题 的 库 恩 - 
塔 克 条 件 如 下 : 


2(Cz" —4)—pi+pi =0 
好 (zz 一 1 一 0 
好 (6 一 z") 一 0 
全 之 0*pz 之 0 
为 解 该 方程 组 , 需 分 别 考虑 以 下 几 种 情况 : 


(1) 好 二 0 二 0: 无 解 ; 3) 
(2) pr >0,p2 =0: x* =1,f(zx' )=9; 10 
(3) 好 一 0, 迪 一 0: zx* =4,f(z° )=0; 


(和 他 三 0 人 之 0: z" =6 f(r")=4; 

对 应 于 上 述 (2)、(3) 和 (4) 三 种 情形 ,我们 得 到 了 三 个 
库 恩 - 塔 克 点 ,其 中 x = 二 1 和 x ==6 为 极 大 点 ,而 "二 1 
为 最 大 点 ,最 大 值 f(x* ) 二 9( 参 看 图 6-13); zx" 一 4 为 可 
行 域 的 内 点 , 它 不 是 该 问题 的 极 大 点 ,而 是 极 小 点 。 


二 、 制约 函数 法 


制约 函数 法 是 通过 构造 某 种 制约 函数 ,并 将 它 加 到 非 线 性 规划 的 日 标 函 数 上 ,从 而 
将 原来 的 约束 极 值 问题 ,转化 为 无 约束 极 值 问题 来 求解 。 由 于 这 里 介绍 的 方法 需要 求 
解 一 系列 无 约束 问题 , 故 称 为 序列 无 约束 极 小 化 技术 (sequential unconstrained 
minimization technique'SUMT) 。 下 面 简 要 介绍 其 中 最 基本 的 两 种 : 罚 函 数 法 (也 称 外 
点 法 ) 和 障碍 函数 法 (也 称 内 点 法 ) 。 

1. 罚 函 数 法 (外 点 法 ) 

考虑 非 线 性 规划 (6. 3)。 

构造 函数 %(z) : 


CE 


0 当 t 宇 0 
yD -| 5 
S53， 


现 把 某 一 约束 函数 g;(X) 视 为 ,显然 ,当头 满足 该 约束 时 ,gj;(X) 宇 0, 从 而 ylg;(X)) 二 0; 当 
半 不 满足 该 约束 条 件 时 ,yl(g;(X)) 二 oO。 将 各 个 约束 条 件 的 上 述 函 数 加 到 式 (6. 3) 的 目 
标 函 数 上 ,得 一 新 函数 如 下 : 


‘ 
p(X) = f+ Dy gCX)) (6. 54) 
j=1 
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以 式 (6. 54) 为 新 的 目标 函数 ,求解 无 约束 问题 
min p(X) = FCX) 十 六 weco)， (6. 55) 
假定 问题 (6. 55) 的 极 小 点 是 关 * ,由 式 (6.53) 可 知 , 必 有 gj;(X* ) 三 0( 对 所 有 疙 , 即 X ER。 
从 而 ,XX" 不 仅 是 问题 (6. 55) 的 极 小 点 , 它 同时 也 是 原来 的 非 线性 规划 问题 (6. 3) 的 极 小 点 。 
通过 上 述 这 种 方法 , 即 可 把 求解 非 线性 规划 (6. 3) 转 化 成 为 求解 无 约束 极 值 问题 (6. 55) 。 
但 是 ,如 上 构造 的 函数 %2) 在 :一 0 处 不 连续 ,更 没有 导数 ,这 就 无 法 使 用 很 多 有 效 的 
无 约束 极 小 化 方法 进行 求解 。 为 此 ,将 该 函数 做 如 下 修改 : 
f° 当 上 过 0 
HD = (6. 56) 
4 当 z 0 
修改 后 的 函数 y(1) , 当 /三 0 时 导数 等 于 零 , 当 1 二 0 时 ,导数 等 于 24, 而 且 y(W) 和 y (4) 对 
任意 :都 连续 。 当 XER 时 仍 有 


1 
Dygi(X)) 一 0 
7 一 1 
当 XER 时 
上 
0 到 DgX)) 一 co 
j=l 


这 时 ,问题 (6. 55) 的 极 小 点 不 一 定 就 是 原 非 线性 规划 问题 (6. 3) 的 极 小 点 。 但 是 ,如 果 选 
取 很 大 的 实数 M 二 0 ,将 式 (6.54) 改 为 


上 
P(X,M) = f(X) 十 My yg;(X)) (6. 57) 
jl 
则 很 容易 看 出 : 当 关 ER 时 ,有 P(X,M) 二 /(X); 当 关 ER 时 ,由 于 MM 很 大 ,将 使 
人 
M > ylgi(X)) 很 大 ,从 而 使 P(X.MMD) 的 值 也 很 大 ,这 就 相当 于 对 非 可 行 点 的 “惩罚 "。 而 


1 

且 ,X 点 离 可 行 域 越 远 , M》)y(g;(X)) 就 越 大 , 即 惩罚 越 严厉 (注意 ,对 可 行 点 没有 也 不 
i=1 

应 有 任何 惩罚 作用 )。 可 以 想见 , 当 M 变 得 足够 大 时 ,相应 于 这 样 的 M 值 , 式 (6.57) 的 无 

约束 极 小 点 XCM) ,就 会 和 原来 的 约束 问题 的 极 小 点 足够 接近 。 而 当 XCM)ER 时 , 它 就 

成 为 原 约束 问题 的 极 小 点 。 


这 种 方法 称 为 ( 惩 ) 罚 函数 法 , M 称 为 ( 惩 ) 罚 因子 ，M >》jy(g;(X)) 为 ( 惩 ) 罚 项 ， 
i=1 


P(X,MD) 为 ( 惩 ) 罚 函数 。 
式 (6.57) 也 可 改写 成 男 一 形式 : 


1 
P(X,M) = f(%) 十 M>)[min(0,gi(CX)) 了 ]? (6. 58) 
j=1 


i 
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和 式 (6.57) 一 样 , 当 针 ER 时 , P(X,M) 二 A(X); 而 当 XER 时 ,P(X,M) 二 A(X) 十 


Ms (X))*”。 注 意 ,此 处 的 g;(X) 为 半点 不 满足 的 那些 约束 。 显 而 易 见 , 式 (6.57) 和 


式 (6. 58) 是 等 价 的 。 
现 引 进 阶 跃 函数 


0 当 gj(W 三 0 
ul(gi(X)) -| (6. 59) 
1 当 gj(X)<0 


这 样 即 可 将 式 (6. 57) 改 写 为 : 
1 
P(X,M) = f(X) + MY) (gCX)) ug;(X)) (6. 60) 
j=1 
假定 对 某 一 个 罚 因子 ,例如 说 Mi ,XCMn) EER, 就 加 大 罚 因子 的 值 。 随 着 罚 因子 数值 


的 增加 , 罚 函数 P(X,MD 中 的 罚 项 MY (X)) 所 起 的 作用 随 之 增 大 ,minP(X,M) 的 解 
XX(M) 离 可 行 域 民 的 "距离 "就 会 越 来 越过， 当 
0O<M<M< <M< 
趋 于 无 穷 大 时 ,点 列 {XCM)) 就 从 可 行 域 R 的 外 部 趋 于 原 非 线性 规划 问题 的 极 小 点 (此 
处 假设 点 列 {XCMe) } 收 敛 ) 。 正 是 由 于 在 达到 最 优 解 之 前 ,迭代 点 往往 处 于 可 行 域 之 外 ， 
故常 把 上 述 罚 函 数 法 称 为 外 点 法 。 
和 不 等 式 约束 问题 类 似 ,对 于 等 式 约束 问题 , 即 


minf (X) 
| (6. 61) 
hi(X) 一 0 (i=1,2,,m) 
采用 以 下 形式 的 罚 函数 : 
P(X.M) = CD) + MLR (6. 62) 
对 于 既 包 含 等 式 约束 又 包含 不 等 式 约束 的 一 般 非 线 性 规划 问题 (6. 1) ,其 罚 函数 为 
P(X,M) = FOX) + MO Lh XT + MSLmink0, gC) (6. 63) 
或 P(X,M) = 00 + ME, CX) + MP (X)Ju (Cg; X)) (6. 64) 


对 外 点 法 可 做 如 下 经 济 解 释 : 把 目标 函数 /(X) 看 成 一 种 价格”, 约束 条 件 看 作 某 种 
“规定 ”, 采 购 人 可 在 规定 范围 内 购置 物品 。 对 违反 规定 采取 某 种 “罚款 ”政策 : 若 符合 规 
定 , 罚 款 为 零 ; 反之 ,征收 罚款 。 此 时 ,采购 人 付出 的 总 代价 应 是 价格 和 罚款 的 总 和 。 采 
购 者 的 目标 是 使 总 代价 最 小 ,这 就 是 上 述 的 无 约束 问题 。 当 罚款 规定 得 很 苛刻 时 ,违反 规 
定 支付 的 罚款 很 高 .这 就 迫使 采购 人 符合 规定 ,在 数学 上 表现 为 , 当 罚 因子 Mi 足够 大 时 ， 
上 述 无 约束 问题 的 最 优 解 应 满足 约束 条 件 ,而 成 为 约束 问题 的 最 优 解 。 


筹 学 教程 第 5 版) 


[a 


罚 函 数 法 的 迭代 步骤 如 下 : 
(1) 取 第 一 个 罚 因子 Mi >0( 例 如 说 取 Mi 一 1) ,允许 误差 6 二 0, 并 令 &: 一 1。 
(2) 求 下 述 无 约束 极 值 问题 的 最 优 解 ; 
min P(X.M:) 
其 中 PCXK,Mxs) 可 取 式 (6. 63) 或 式 (6. 64) 的 形式 。 设 其 极 小 点 为 Xe 。 
(3) 若 存在 某 一 个 JI<5 委 0 ,有 
=—Bi(XV) SE 
或 (和 ) 存 在 某 一 个 i(1 三 i 过 m) ,有 
[R(X®) |>e 
则 取 Mt+ 二 Me( 例 如 ,Mt+i 一 cMt,c= 一 5 或 10) ,并 令 A: =k 十 1。 然 后 , 转 回 第 (2) 步 。 
否则 ,停止 迭代 ,得 所 要 的 点 。 
例 10 用 罚 函数 法 求解 


wa s 任 = Sy 
局 
解 ”构造 罚 函数 
P(x,M)= FCz) 十 MLmin(0,g(Cz))]? 


2 (= i) + M[min(0, — zx)]? 


对 于 固定 的 M, 令 


dP(zM) _ Ee 
a 


对 于 不 满足 约束 条 件 的 点 +, 有 


去 )- 2M[min(0,—x)]=0 


2(z 一 去 )+2Mz 一 0 
从 而 , 求 得 其 极 小 点 过 COM) 如 下 : 


站 = 是 
5 = 
当 M=0 时 ,x(MD) 一 去 ， 
当 M=1 时 ,x(M) 一 十; 
ge A 
当 M10 时 ,x(MD 一 志 : 


当 M-~co 时 ,rzCM) 一 0。 
说 明 原 约束 问题 的 极 小 点 是 zx 一 0。 图 6-14 表示 出 了 M 
取 0.1 和 10 时 罚 函 数 PCz,.M) 的 图 像 。 
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2. 障碍 函数 法 (内 点 法 ) 

罚 函 数 法 的 一 个 重要 特点 ,就 是 函数 P(X,M) 可 在 整个 E, 空间 内 进行 优化 ,可 以 任 
意 选 择 初始 点 ,这 给 计算 带 来 了 很 大 方便 。 但 由 于 迭代 过 程 常常 是 在 可 行 域 外 进行 ,因而 
不 能 以 中 间 结 果 直 接 作为 近似 解 使 用 。 

如 果 要 求 每 次 的 近似 解 都 是 可 行 解 , 以 便 观察 目标 函数 值 的 改善 情况 ; 或 者 ,如 果 目 
标 函 数 在 可 行 域外 的 性 质 比 较 复 杂 , 甚 至 没有 定义 ,这 时 就 无 法 使 用 上 面 所 述 的 罚 函 数 
法 了 。 

障碍 函数 法 (也 称 内 点 法 ) 与 罚 函 数 法 不 同 , 它 要 求 迭代 过 程 始 终 在 可 行 域内 部 进行 。 
可 以 仿照 罚 函 数 法 ,通过 函数 释 加 的 办 法 来 改造 原来 约束 极 值 问题 的 目标 函数 ,使 改造 后 
的 目标 函数 具有 这 种 性 质 : 在 可 行 域 R 的 内 部 与 边界 面 较 远 的 地 方 , 其 值 与 原来 的 目标 
函数 值 尽 可 能 相近 ; 而 在 接近 边界 面 时 可 以 达到 任意 大 的 值 。 如 果 把 初始 迭代 点 取 在 可 
行 域内 部 (不 在 可 行 域 边 界 上 ,这 样 的 点 称 为 内 点 ,也 称 严格 内 点 ) ,在 进行 无 约束 极 小 化 
时 ,这 样 的 函数 就 会 像 屏障 一 样 阻止 迭代 点 到 尺 的 边界 上 去 ,而 使 迭代 过 程 始终 在 可 行 
域内 部 进行 。 经 过 这 样 改 造 后 的 新 目标 函数 , 称 为 障碍 函数 。 可 以 想见 ,满足 这 种 要 求 的 
障碍 函数 ,其 极 小 解 自然 不 会 在 R 的 边界 上 达到 。 这 就 是 说 ,这 时 的 极 小 化 是 在 不 包括 
可 行 域 边界 的 可 行 开 集 上 进行 的 ,因而 实际 上 是 一 种 具有 无 约束 性 质 的 极 值 问题 ,可 利用 
无 约束 极 小 化 的 方法 进行 计算 。 

考虑 非 线性 规划 (6. 3), 当 半点 从 可 行 域 R 内 部 趋 于 其 边界 时 ,至 少 有 某 一 个 约束 也 
数 gj(X) (1 三 j 三 ) 趋 于 零 。 从 而 ,下 述 倒 数 函 数 
bp (6. 65) 


| 


和 对 数 函 数 
上 
— Dlg(g;(X)) (6. 66) 


都 将 无 限 增 大 。 如 果 把 式 (6. 65) 或 式 (6. 66) 加 到 非 线性 规划 (6. 3) 的 目标 函数 /(X) 上 ， 
就 能 构成 我 们 所 要 求 的 新 的 目标 函数 。 为 了 逐步 通 近 问题 (6. 3) 的 极 小 点 , 取 实 数 二 0, 并 
构成 一 系列 无 约束 性 质 的 极 小 化 问题 如 下 : 


minB(X,r) (6. 67) 
XERo 
其 中 
1 
PE = 事 
Er ny = AD ie PE (6. 68) 
或 
下 
五 (Km = f(X) 一 关 >)1g(C85CXD)) (6. 69) 
el 


此 处 ,Ro 为 所 有 严格 内 点 的 集合 . 即 


本 二 :全 | 六 (3 0 3= (6.70) 

式 (6.68) 和 式 (6. 69) 右 端的 第 二 项 称 为 障碍 项 ,rs 称 为 障碍 因子 。 函 数 P(X,ri) 称 
为 障碍 函数 。 

如 果 从 某 一 点 XX”E Ro。 出 发 , 按 无 约束 极 小 化 方法 (但 在 进行 一 维 搜索 时 需 注意 控 
制 步 长 ,不 要 使 迭代 点 越 出 Ro) 对 问题 (6. 67) 进 行 迭 代 , 则 随 着 障碍 因子 rs 的 逐渐 减 
小 , 即 

n>r>…>rn>…>0 

障碍 项 所 起 的 作用 也 越 来 越 小 ,因而 , 求 出 的 问题 (6. 67) 的 解 XCr) 就 会 逐步 逼近 原 约束 
问题 (6.3) 的 极 小 解 。 若 式 (6. 3) 的 极 小 点 在 可 行 域 R 的 边界 上 , 则 随 着 关 的 减 小 ,“ 障 
碍 ”作用 逐步 降低 ,所 求 出 的 障碍 函数 的 极 小 点 就 会 不 断 靠 近 R 的 边界 ,直到 满足 某 一 精 
度 要 求 时 为 止 。 

障碍 函数 法 的 迭代 步骤 如 下 : 

(1) 取 第 一 个 障碍 因子 二 0( 例 如 取 二 1) ,允许 误差 e 二 0, 并 令 k: 一 1。 

(2) 构造 障碍 函数 ,障碍 项 可 采用 倒数 函数 ( 见 式 (6. 68)), 也 可 采用 对 数 函 数 ( 见 
式 (6.69))。 

(3) 对 障碍 函数 进行 无 约束 极 小 化 (注意 ,和 迭代 点 必须 在 R。 内 ), 设 所 得 极 小 解 为 
XwERo。 

(4) 检查 是 否 满足 收敛 准则 : 


上 


1 
i 
mn Bm <e (6.71) 
或 
i 
| DlgLgs Xx®)]| <e (6. 72) 
和 1 


如 果 满 足 此 准则 , 则 以 X ”为 原 约束 问题 的 近似 极 小 解 , 停 止 选 代 ; 否则 , 取 ren 二 rx 
(例如 取 + 一 从 或 汪 ) , 令 4: 一 4 十 1, 转 回 第 (3) 步 继续 进行 迭代 。 
例 11 用 障碍 函数 法 求解 
minf (x)=x—2 
1 I 宇 0 
解 ”构造 如 下 形式 的 障碍 函数 
Fa 一 一 2 二 
对 某 一 固定 的 .由 
aB(wsrs) 到 


dz ES 


三 :> 高 
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得 z= 士 Vre。 令 m0, 并 考虑 到 约束 条 件 , 即 可 ?六 
得 该 问题 的 极 小 点 于" 二 0。 图 6-15 示 出 了 ri 二 
1,0.1 和 0.01 时 障碍 函数 的 图 像 。 

前 已 述 及 ,内 点 法 的 迭代 过 程 必须 由 某 个 严 
格 内 点 开始 ,在 处 理 实际 问题 时 ,如 果 赁 直观 即 可 1 
找到 一 个 初始 内 点 ,这 当然 十 分 方便 ; 如 果 找 不 
到 , 则 可 使 用 下 述 方法 。 0 

先 任 找 一 点 XW” E 已 ,如果 它 以 严格 不 等 式 
满足 所 有 约束 , 则 可 以 把 它 作为 初始 内 点 。 若 该 = 
点 以 严格 不 等 式 满足 一 部 分 约束 ,而 不 能 以 严格 
不 等 式 满足 另外 的 约束 , 则 以 不 能 严格 满足 的 这 | 
些 约束 函数 为 假 拟 目 标 函数 ,而 以 严格 满足 的 那 6-15 
些 约 束 函数 形成 障碍 项 ,构成 一 无 约束 性 质 的 问 
题 。 求 解 这 一 问题 ,可 得 一 新 点 XX” ,车 半 ” 仍 不 为 内 点 ,就 如 上 继续 进行 ,并 减 小 障碍 因 
子 , 直 至 求 出 一 个 初始 内 点 为 止 。 

求 初始 内 点 的 迭代 步骤 如 下 : 

(1) 任 取 一 点 ?EE, ,二 0( 例 如 取 六 =1), 令 4A: 一 1。 

(2) 确定 指标 集 Ts 和 工 4; 

了 | 1 
二 人 | 
(3) 检查 TT 是 否 为 空 集 , 若 为 空 集 , 则 取 XX® 为 初始 内 点 ,迭代 停止 ; 否则 , 转 下 一 步 。 
(4) 构造 函数 


四 


m=0.01 


FE(X,m) =— > egiCX) tn so ee n>0) 


jeT, 
以 XX 为 初始 点 ,求解 
minP (X,ri) 


xeR, 
其 中 ,R= {X|g;(X)>>0,jE T,})。 
设 求 出 的 极 小 点 为 “7 , 则 X4*D ER;。 令 0 (例如 说 rin 一 茹 
& 十 1, 转 回 第 (2) 步 。 
前 已 述 及 , 当 要 求 在 迭代 过 程 中 始终 满足 某 些 约束 条 件 时 ,就 需要 使 用 内 点 法 (对 这 


些 约束 条 件 而 言 ); 然而 ,内 点 法 不 能 处 理 等 式 约束 。 因 此 ,人 们 自然 ”国人 ea 
希望 将 外 点 法 和 内 点 法 结合 起 来 使 用 。 即 对 等 式 约束 和 当前 不 被 满足 齐 
i 


的 不 等 式 约束 ,使 用 罚 函 数 法 ; 对 所 满足 的 那些 不 等 式 约束 .使 用 障碍 


函数 法 。 这 就 是 所 谓 的 混合 法 (也 称 联合 算法 )。 即 练 即 测 
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习 题 


6.1 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 若 函 数 在 驻 点 处 的 黑 塞 矩阵 为 正定 , 则 函数 值 在 该 点 处 为 极 小 ; 

(2) 两 个 止 函 数 之 和 仍 为 止 丽 数 ; 

(3) 若 (zz) 为 凸 函数 , 则 1/f(z) 为 四 函 数 ; 

(4) 一 个 线性 函数 既 可 看 作 是 止 函 数 , 也 可 看 作 是 凸 函 数 。 

6.2 如 何 判 定 函 数 的 凸凹 性 ?说 明 各 种 判定 方法 的 适用 性 和 优 缺点 。 

6.3 ”说明 一 维 搜索 的 基本 概念 , 试 比 较 斐 波 那 契 法 与 0.618 法 。 一 维 搜索 还 有 哪些 


其 他 方法 ? 

6.4 说 明 梯度 法 .牛顿 法 的 基本 原理 ,并 对 这 两 种 方法 的 迭代 步骤 .适用 范围 和 优 缺 
点 加 以 对 比 。 

6.5 阐明 以 下 概念 ,并 绘图 加 以 解释 : 

(1) 起 作用 约束 (2) 下 降 方 向 

(3) 可 行 方 向 (4) 可 行 下 降 方 向 


(5) 库 恩 - 塔 克 条 件 

6.6 试 举 出 一 适当 的 经 济 问题 的 实例 ,在 简要 分 析 的 基础 上 写 出 其 非 线性 规划 的 数 

6.7 说 明 罚 函 数 法 和 障碍 函数 法 的 基本 原理 ,其 各 自 的 适用 条 件 如 何 ? 怎样 将 它们 
联合 起 来 应 用 ? 

6.8 某 工 地 有 4 个 工 点 ,各 工 点 的 位 置 及 对 混凝土 的 需要 量 列 人 表 6-2, 现 需 建 一 
中 心 混凝土 搅拌 站 ,以 供给 各 工 点 所 需要 的 混凝土 .要 求 混凝土 的 总 运输 量 ( 运 量 X 运 距 ) 
最 小 , 试 决定 搅拌 站 的 位 置 。 要 求 分 别 考 虑 以 下 两 种 情况 : 

(1) 搅拌 站 到 各 工 点 的 道路 均 为 直线 ; 

(2) 道路 为 互相 垂直 或 平行 的 网 格 。 


表 6-2 
工 点 的 位 置 (ze) (zx2 yyz) (za ya) (zr ys) 
混凝土 需要 量 Q Q: Q: Qs 


6.9 和 欲 用 无 约束 极 小 化 方法 解 线性 方程 组 


ZI 一 2zz 十 3zs 一 2 


37zi 一 2zz 十 zs 一 7 


ZI 十 Tz 一 Ts 二 1 
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试 建立 数学 模型 并 说 明 计算 过 程 。 
6. 10 ”对 凸 规划 进行 直观 说 明 ,并 判定 下 述 非 线性 规划 是 否 为 凸 规划 : 


(1) fmax F(X) 一 zi 十 2zz (2) fmin f(X)=2x? 二 xz? 二 x3 
xX! 二 zxi<<9 Xx? 十 zi 才 4 
XT: 宇 0 5zi 十 zs 一 10 


Tilyz2yz3s 志 0 
6.11 分 别 用 斐 波 那 契 法 和 0. 618 法 求 函 数 
GD) = —6t+2 

在 区 间 [0,10] 上 的 极 小 点 ,要 求 缩短 后 的 区 间 长 度 不 大 于 原 区 间 长 度 的 3%。 

6. 12 ”试用 梯度 法 (最 速 下 降 法 ) 求 函数 

f(X) 一 好 十 好 十 2z3 

的 极 小 点 , 选 初始 点 X9 一 (2, 一 2.1) 7 ,要求 进 行 三 次 迭代 ,并 验证 相 邻 两 步 的 搜索 方向 
正 交 3 

6.13 以 X 一 (0,0) 7 为 初始 点 ,分 别 使 用 最 速 下 降 法 (迭代 三 次 ) 和 牛顿 法 求解 无 
约束 问题 


min f(X) = 2z 十 zz 十 2zizz 十 zi 一 2 
并 绘图 表示 使 用 这 两 种 方法 的 寻 优 过 程 。 
6.14 试 分 析 非 线性 规划 
min f(X) 一 (zi 一 2)2 十 (zz 一 3)2 
| 好 十 (zz 一 2)2 之 4 
zz 和 妇 2 
在 以 下 各 点 的 可 行 下 降 方向 ,并 绘图 表示 其 可 行 下 降 方向 的 范围 
(1) X 一 (2,2)7; (2) XH 一 (3,2)7; (3) XH 一 (0,0)7 
6.15 试 写 出 下 述 二 次 规划 的 库 恩 - 塔 克 条 件 : 
max f(X) = C™X+ XHX 
AX =b 
天 3 
其 中 ,变量 兰 为 n 维 列 向 量 .C 和 4b 分 别 为 n 维和 wm 维 列 向 量 .A 为 mxXn 和 矩阵 , 吾 为 nXn 
矩阵 。 
6.16 已 知 非 线 性 规划 


max f(X)= x1 
| (1—zx1)’:—zx: 守 0 


Zlyzz 之 0 


的 极 大 点 为 (1.0), 试 检验 它 是 否 满足 库 恩 - 塔 克 条 件 ,并 说 明 其 原 
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6.17 试用 库 恩 - 塔 克 条 件 求解 问题 
min f(X) = (z— 4)’ 
1 Le 
并 与 本 章 例 9 进行 比较 。 
6.18 写 出 下 述 问题 的 库 恩 - 塔 克 条 件 
min f(X) = 2x1 — 4rizz + 47i — 6x1— 3x2 
2 十 Ta 3 
4zl 十 zz < 委 9 
nd 220 
6. 19 ”试用 罚 函 数 法 (SUMT 外 点 法 ) 求 解 
min /(X) 一 zt+23 
| Z2 一 1 
并 写 出 当 罚 因子 M=1 和 M 王 10 时 的 近似 解 。 
6.20 试用 罚 函 数 法 (SUMT 外 点 法 ) 分 析 
max f(X) 一 Zi 十 Zaz 
i'm 和 < 
S. t. 
一 ES 
6.21 用 罚 函 数 法 求解 
min f(X) =—7x1 
gi(X) 一 2 一 zz 一 (zi 一 1)2 二 0 
gi(X) 一 妆 一 2 一 (zi 一 D3 三 0 
gs(X) 一 Zi 二 0 
S4(X) 一 z 二 0 
6. 22 试用 障碍 也 数 法 (SUMT 内 点 法 ) 求 解 


(1) 


(2) min f(X)=x 
min J CO 一 可 (zi 十 1) 十 zz 加 


0<z<1l 
8g1(X) 一 Zi 一 1 之 0 
gz ( 避 ) 一 Zz 之 0 
6.23 试用 SUMT 的 混合 法 求解 
min f(X) = (zi1— 1)’+ (zs —2)’ 
Tz 一 并 一 1 
区 十 25 < 2 


19T2 之 0 


HAPTER 7 
种 毛重 
动态 规划 


动态 规划 是 解决 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 的 一 种 方法 ,该 方法 由 美国 数学 家 贝尔 
曼 (R. Bellman) 等 人 在 20 世纪 50 年 代 初 提出 。 他 们 针对 多 阶段 决策 问题 的 特点 ,提出 
了 解决 这 类 问题 的 最 优化 原理 ,并 成 功 地 解决 了 生产 管理 .工程 技术 等 方面 的 许多 实际 问 
题 , 从 而 建立 了 运筹 学 的 一 个 新 分 支 。1957 年 ,R. Bellman 发 表 了 该 分 支 领域 的 第 一 本 
专著 《动态 规划 》(Dynamic Programming ) 。 

动态 规划 是 现代 企业 管理 中 的 一 种 重要 决策 方法 ,可 用 于 解决 最 优 路 径 问 题 ,资源 分 
配 问题 .生产 计划 与 库存 .投资 .装载 ,排序 等 问题 及 生产 过 程 的 最 优 控制 等 。 由 于 它 有 独 
特 的 解 题 思 路 ,在 处 理 某 些 优化 问题 时 , 比 线性 规划 或 非 线 性 规划 方法 更 有 效 。 

动态 规划 模型 的 分 类 : 四 离散 确定 型 ; 离散 随机 型 ; 加 连续 确定 型 ; @@ 连 续 随 机 
型 。 其 中 离散 确定 型 是 最 基本 的 .本 章 主要 针对 这 种 类 型 的 问题 ,介绍 动态 规划 的 基本 思 
想 、 原 理 和 方法 ,这 些 对 其 他 类 型 的 问题 也 适用 。 然 后 通过 几 个 典型 的 动态 规划 模型 来 介 
绍 它 的 应 用 。 


第 一 节 ”多 阶段 决策 过 程 的 最 优化 


多 阶段 决策 过 程 .本 意 是 指 这 样 一 类 特殊 的 活动 过 程 .它们 可 以 按时 间 顺 序 分 解 成 若 
干 相互 联系 的 阶段 , 称 为 "时段 ”在 每 一 个 时 段 都 要 做 出 决策 ,全 部 过 程 的 决策 形成 一 个 
决策 序列 ,所 以 多 阶段 决策 问题 属 序 贯 决策 问题 。 

多 阶段 决策 过 程 最 优化 的 目标 是 要 达到 整个 活动 过 程 的 总 体 效果 最 优 。 由 于 各 段 决 
策 间 有 机 地 联系 着 ,本 段 决 策 的 执行 将 影响 到 下 一 段 的 决策 ,以 至 于 影响 总 体 效 果 , 所 以 
决策 者 在 每 段 决策 时 不 应 仅 考虑 本 阶段 最 优 .还 应 考虑 对 最 终 目 标的 影响 ,从 而 做 出 对 全 
局 来 讲 是 最 优 的 决策 。 动 态 规 划 就 是 符合 这 种 要 求 的 一 种 决策 方法 。 

由 上 述 可 知 ,动态 规划 方法 与 时间 ”关系 很 密切 . 随 着 时 间 过 程 的 发 展 而 决定 各 时 段 
的 决策 ,产生 一 个 决策 序列 ,这 就 是 “动态 ”的 意思 。 然 而 它 也 可 以 处 理 与 时 间 无 关 的 静态 
问题 ,如 某 些 线性 规划 或 非 线 性 规划 问题 ,只 要 在 问题 中 人 为 地 引入 “时 有 段 ” 因 素 , 将 问题 
看 成 多 阶段 的 决策 过 程 即 可 。 

多 阶段 决策 过 程 问 题 很 多 . 现 举 出 以 下 几 个 例子 。 
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例 1 最 短路 线 问题 

如 图 7-1 所 示 , 给 定 一 个 线路 网 络 图 ,要 从 A 地 向 下 地 铺设 一 条 输油管 道 , 各 点 间 连 
线 上 的 数字 表示 距离 , 问 应 选择 什么 路 线 , 可 使 总 距离 最 短 ? 这 是 一 个 多 阶段 的 决策 
问题 。 


例 2 投资 决策 问题 
某 公 司 有 资金 10 万 元 , 若 投 资 于 项 目 i(i 二 1,2,3) 的 投资 额 为 zx; 时 ,其 收益 分 别 为 
81CzZ1) 一 4z1y82(z2) 一 9zaygs(zs) 一 223, 问 应 如 何 分 配 投资 数额 才能 使 总 收益 最 大 ? 

这 是 一 个 与 时 间 无 明显 关系 的 静态 最 优化 问题 ,可 列 出 其 静态 模型 ; 
求 zi,zz ,zs ,使 

max z 一 4zl 十 9zz 十 2z8 且 满足 约束 

由 twtr = 
Ss. ft 


wD (= 2 

为 了 应 用 动态 规划 方法 求解 ,我 们 可 以 人 为 地 赋予 它 “ 时 段 ” 的 概念 ,将 本 例 转 化 成 一 
个 三 阶段 的 决策 问题 。 

例 3 设备 更 新 问题 

企业 在 使 用 设备 时 都 要 考虑 设备 的 更 新 问题 .因为 设备 越 陈旧 所 需 的 维修 费用 越 多 ， 
但 购买 新 设备 则 要 一 次 性 支出 较 大 的 费用 。 现 某 企 业 要 决定 一 台 设 备 未 来 8 年 的 更 新 计 
划 , 已 预测 了 第 j 年 购买 设备 的 价格 为 K;. 设 G; 为 设备 经 过 j 年 后 的 残 值 ,C; 为 设备 连 
续 使 用 j 一 1 年 后 在 第 j 年 的 维修 费 (j 二 1.2.….8). 问 应 在 哪些 年 更 新 设备 可 使 总 费用 
最 小 。 

这 是 一 个 8 阶段 决策 问题 ,每 年 年 初 要 做 出 决策 .是 继续 使 用 旧 设备 ,还 是 购买 新 
设备 。 

更 多 的 例子 将 在 后 面 结合 求解 介绍 。 
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第 二 节 ”动态 规划 的 基本 概念 和 基本 原理 


一 、 动 态 规划 的 基本 概念 


使 用 动态 规划 方法 解决 多 阶段 决策 问题 ,首先 要 将 实际 问题 写成 动态 规划 模型 ,此 时 
要 用 到 以 下 概念 : 

(1) 阶 段 ; (2) 状 态 ; (3) 决 策 和 策略 ; (4) 状 态 转移 方程 ; (5) 指 标 函数 。 

例 4 下 面 我 们 结合 例 1 最 短路 线 问题 ( 见 图 7-1) 说 明 这 些 概念 

(1) 阶段 

将 所 给 问题 的 过 程 ,按时 间或 空间 特征 分 解 成 若干 互相 联系 的 阶段 ,以 便 按 次 序 去 求 
每 阶段 的 解 ,常用 字母 & 表示 阶段 变量 。 图 7-1 中 ,从 A 到 下 可 以 分 成 从 A 到 B(B 有 两 
种 选择 B, ,Bs), 从 B 到 C(C 有 四 种 选择 Ci,C:,Cs,C) ,从 C 到 DCD 有 三 种 选择 D,， 
D:,D;), 从 万 到 下 (下 有 了 两 种 选择 尼 ,, 尼 :) ,再 从 瓦 到 下 五 个 阶段 。k 一 1,2,3,4,5。 

(2) 状态 

各 阶段 开始 时 的 客观 条 件 叫 作 状态 。 描 述 各 阶段 状态 的 变量 称 为 状态 变量 ,常用 ww 
表示 第 k 阶段 的 状态 变量 ,状态 变量 w 的 取 值 集合 称 为 状态 集合 ,用 Se 表示 

动态 规划 中 的 状态 应 具有 如 下 性 质 : 当 某 阶段 状态 给 定 以 后 ,在 这 阶段 以 后 过 程 的 
发 展 不 受 这 段 以 前 各 段 状 态 的 影响 。 也 就 是 说 ,当前 的 状态 是 过 去 历史 的 一 个 完整 总 结 
过 程 的 过 去 历史 只 能 通过 当前 状态 去 影响 它 未 来 的 发 展 , 这 称 为 无 后 效 性 。 如 果 所 选 定 
的 变量 不 具备 无 后 效 性 ,就 不 能 作为 状态 变量 来 构造 动态 规划 模型 。 

在 图 7-1 中 ,第 一 阶段 状态 为 A, 第 二 阶段 则 有 两 个 状态 : Bi, Bs。 状态 变量 s1 的 集 
合 S1 二 A), 后面 各 段 的 状态 集合 分 别 是 


Sz = {B,.,B;} 

Ss = {Ci,Cz ,Cs,C} 
S = {D1,D;.,D;} 
Ss = {E,E:} 


当 某 段 的 初始 状态 已 选 定 某 个 点 时 ,从 这 个 点 以 后 的 铺 管 路 线 只 与 该 点 有 关 , 不 受 以 前 的 
铺 管 路 线 影 响 , 所 以 满足 状态 的 无 后 效 性 。 

(3) 决策 和 策略 

当 各 段 的 状态 取 定 以 后 ,就 可 以 做 出 不 同 的 决策 (或 选择 ) ,从 而 确定 下 一 阶段 的 状 
态 , 这 种 决定 称 为 决策 。 表 示 决 策 的 变量 , 称 为 决策 变量 ,常用 w(se) 表 示 第 & 阶段 当 状 
态 为 se 时 的 决策 变量 。 在 实际 问题 中 ,决策 变量 的 取 值 往往 限制 在 一 定 范围 内 ,我 们 称 
此 范围 为 允许 决策 集合 ,常用 De(Cse) 表 示 第 4 阶段 从 状态 se 出 发 的 允许 决策 集合 ,显然 
有 CsecEDeCa)。 
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在 图 7-1 中 ,从 第 二 阶段 的 状态 Bi 出 发 ,可 选择 下 一 段 的 C1,C,Cs, 即 其 允许 决策 


D2(B1) = {Ci,Cz, Cs} 

如 我 们 决定 选择 Cs , 则 可 表示 为 

uz(B1) = Cs 

各 有 段 决策 确定 后 ,整个 问题 的 决策 序列 就 构成 一 个 策略 ,用 pi {uCs1) ,wz (5s2) se 
tn(sn) ) 表 示 。 对 每 个 实际 问题 ,可 供 选 择 的 策略 有 一 定 范围 , 称 为 允许 策略 集合 , 记 作 
Pi 使 整个 问题 达到 最 优 效果 的 策略 就 是 最 优 策略 。 

(4) 状态 转移 方程 

动态 规划 中 本 阶段 的 状态 往往 是 上 一 阶段 状态 和 上 一 阶段 的 决策 结果 。 如 果 给 定 了 
第 4 段 的 状态 s4 ,本 阶段 决策 为 w(se) , 则 第 A 十 1 段 的 状态 x+ 也 就 完全 确定 ,它们 的 关 
系 可 用 式 (7. 1) 表 示 : 


Skt1 = Th(sk» ux) C7 1 
由 于 它 表 示 了 由 A 段 到 & 十 1 段 的 状态 转移 规律 ,所 以 称 为 状态 转移 方程 。 
图 7-1 中 ,从 k 到 k 十 1 段 的 状态 转移 方程 为 
Sk+1 = Uk(Sk) 
(5) 指标 函数 
用 于 衡量 所 选 定 策略 优 劣 的 数量 指标 称 为 指标 函数 。 它 分 为 阶段 指标 函数 和 过 程 指 
标 函 数 两 种 。 阶 段 指标 函数 是 指 第 &A 段 ,从 状态 ss 出 发 ; 采取 决策 un 时 的 效益 ,用 d(s4， 
zu) 表示 。 而 一 个 nn 段 决 策 过 程 .从 1 到 交 叫 作 问题 的 原 过 程 , 对 于 任意 一 个 给 定 的 AC1 反 
A<7) ,从 第 上 段 到 第 n 段 的 过 程 称 为 原 过 程 的 一 个 后 部 子 过 程 。Vi.,(51,pi) 表 示 初 始 
状态 为 s 采用 策略 pi1,, 时 原 过 程 的 指标 函数 值 .而 Vin(si ,pv) 表 示 在 第 人 A 段 ,状态 为 w 
采用 策略 ps, 时 ,后 部 子 过 程 的 指标 函数 值 。 最 优 指 标 函 数 记 为 f(s), 它 表示 从 第 上 段 
状态 se 采用 最 优 策略 pi 到 过 程 终止 时 的 最 佳 效 益 值 。fr C51) 与 Vain(s4sprr) 间 的 关 
系 为 
fabs) = Vast opin) 一 OPE Ven Csrs pin) C7 
式 (7. 2) 中 opt 全 称 optimum .表示 最 优化 .根据 具体 问题 分 别 表示 为 max 或 min。 
当 上 二 1 时 ,fi1(s1) 就 是 从 初始 状态 s1 到 全 过 程 结 束 的 整体 最 优 函 数 。 
在 图 7-1 中 ,指标 函数 是 距离 。 如 第 2 阶段 ,状态 为 B, 时 d(B1,C;) 表 示 由 Bi 出 发 。 
采用 决策 到 下 一 段 C* 点 的 两 点 间距 离 .Vz,s (Bi) 表 示 从 Bi 到 下 的 距离 ,而 f;(B1) 则 表 
示 从 Bi 到 下 的 最 短 距离 。 本 问题 的 总 目标 是 求 1(A), 即 从 A 到 终点 下 的 最 短 距离 。 


二 、 动态 规划 的 基本 思想 与 最 优化 原理 


1. 动态 规划 的 基本 思想 
下 面 结合 例 4 最 短路 线 问 题 介 绍 动态 规划 的 基本 思想 。 
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为 了 求 出 最 短路 线 ,一 种 简单 的 方法 是 求 出 所 有 从 A 至 下 的 可 能 铺设 的 路 长 并 加 以 
比较 。 从 A 至 下 共有 24 条 不 同 路 径 ,要 求 出 最 短路 线 需 要 做 66 次 加 法 ,23 次 比较 运算 ， 
这 种 方法 称 穷 举 法 。 不 难 知道 , 当 问 题 的 段 数 很 多 .各 段 的 状态 也 很 多 时 , 穷 举 法 的 计算 
量 会 大 大 增加 ,甚至 使 得 求 优 成 为 不 可 能 。 下 面 介绍 动态 规划 方法 。 注 意 本 方法 是 从 过 
程 的 最 后 一 段 开 始 , 用 逆序 递 推 方法 求解 ,逐步 求 出 各 段 各 点 到 终点 下 的 最 短路 线 , 最 后 
求 得 A 点 到 下 点 的 最 短路 线 。 

第 1 步 ,从 A 一 5 开始 ,状态 变量 ss 可 取 两 种 状态 Ei,E;, 它 们 到 下 点 的 路 长 分 别 为 
4,3。 即 

fs(E)=4 fs(E:)=3 

第 2 步 ,4 一 4, 状 态 变量 ss 可 取 三 个 值 D1,D;,D;, 这 是 经 过 一 个 中 途 点 到 达 终 点 下 

的 两 级 决策 问题 ,从 Di 到 下 有 两 条 路 线 , 需 加 以 比较 , 取 其 中 最 短 的 , 即 


d(Di,E) + fs(E') 3 十 4 
f1(D1) = min = min 一 7 
d(D'i,E:)+ fs(E:) 5 十 3 


这 说 明 由 Di 到 终点 下 最 短 距 离 为 7, 其 路 径 为 Di 一 已 一 下 。 相 应 决策 为 
uw (Di) 一 已 。 


d(D;,E)+ fs(E') 6 十 4 
JP CD:) = min -一 min: < 
d(D;,E,)+ fs(E;) 5 十 3 
即 Ds 到 终点 最 短 距 离 为 5, 其 路 径 为 D: 一 Ez 一 FE。 相 应 决策 为 xy (D;) 二 Ei。 
d(Ds ,Ei) + fs(E) 全 本 | 
PCDa) = min = min = 
d(Ds,E2) + fs (Es) 3 于 3 


即 Ds 到 终点 最 短 距离 为 5, 其 路 径 为 Di 一 E 一 下 。 相 应 决策 为 迪 (Ds) 一 已 。 
类 似 地 ,可 得 
k=3 时 ,有 fs(C)=12 ui (C1)=D, 
filC)=10 (C2)=D; 
fCG)= 8 ww (C)=D; 
(0)=9 (C=D, 
k= 二 2 时 ,有 户 (Bi) 一 13 ui (Bi)=C; 
fi(Bi)=15 wi (Bi)=Cs 
& 二 1 时 ,只 有 一 个 状态 点 A, 因 有 
dABY HT fABD) sf 
= min 7 


万 (4A) = min| 
a(A,B) + facBs)| 5+15) 


即 从 A 到 下 的 最 短 距离 为 17。 本 段 决策 为 ur (A) 二 Bl。 
表 按 计算 顺序 反 推 可 得 最 优 决策 序列 {44). 即 ur (A) 二 Bi,uz (Bi 一 Co 了 (Cs) 一 
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Dz ,ut (D;) 二 Ez ,us (Ez) 二 F。 所 以 最 优 路 线 为 
A—>B!>C,>D,—>E,—>F. 
从 例 4 的 计算 过 程 中 可 以 看 出 ,在 求解 的 各 阶段 ,都 利用 了 第 & 段 和 第 4A 十 1 段 的 如 
下 关系 : 
人 一 mintdsCss,i) 二 fin(sem)} k=5,4,3,2,1 (7. 3a) 


felse) =0 (7. 3b) 
这 种 递 推 关系 称 为 动态 规划 的 基本 方程 , 式 (7. 3b) 称 为 边界 条 件 。 
上 述 最 短路 线 的 计算 过 程 也 可 用 图 直观 表示 出 来 ,如 图 7-2, 每 个 结 点 上 方 的 括号 内 
的 数 ,表示 该 点 到 终点 下 的 最 短 距离 。 连 结 各 点 到 下 点 的 线 表示 最 短路 径 。 这 种 在 图 上 
直接 计算 的 方法 叫 标号 法 。 动 态 规划 法 较 之 穷 举 法 的 优点 : 第 一 ,容易 算出 ,这 种 方法 只 
进行 了 22 次 加 法 运算 ,12 次 比较 运算 , 比 穷 举 法 计算 量 小 。 而 且 随 着 问题 段 数 的 增加 和 
复杂 程度 的 提高 ,相对 的 计算 量 将 更 为 减少 。 第 二 ,动态 规划 的 计算 结果 不 仅 得 到 了 从 A 
到 下 的 最 短路 线 , 而 且 得 到 了 中 间 段 任 一 点 到 下 的 最 短路 线 ,这 对 许多 实际 问题 来 讲 , 是 
很 有 意义 的 。 


(12) 


7-2 


现 将 动态 规划 方法 的 基本 思想 总 结 如 下 : 

(1) 将 多 阶段 决策 过 程 划 分 阶段 ,恰当 地 选取 状态 变量 、 决 策 变 量 及 定义 最 优 指 标 函 
数 ,从 而 把 问题 化 成 一 族 同 类 型 的 子 问题 ,然后 逐个 求解 。 

(2) 求解 时 从 边界 条 件 开始 , 逆 ( 或 顺 )? 过 程 行进 方向 , 逐 段 递 推 寻 优 。 在 每 一 个 子 问 
题 求解 时 ,都 要 使 用 它 前 面 已 求 出 的 子 问 题 的 最 优 结果 ,最 后 一 个 子 问题 的 最 优 解 , 就 是 
整个 问题 的 最 优 解 。 

(3) 动态 规划 方法 是 既 把 当前 一 段 与 未 来 各 段 分 开 , 又 把 当前 效益 和 未 来 效益 结合 
起 来 考虑 的 一 种 最 优化 方法 .因此 每 段 的 最 优 决策 选取 是 从 全 局 考虑 的 ,与 该 段 的 最 优选 
择 一 般 是 不 同 的 。 
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动态 规划 的 基本 方程 是 递 推 逐 段 求 解 的 根据 .一 般 的 动态 规划 基本 方程 可 以 表示 为 


fF) 三 OP ,Lv Cs sn) 二 fin(sen)] k=nnml1,.…,l (7. 4a) 
finith a =0 (7.4b) 
式 中 opt 可 根据 题 意 取 min 或 max,w (seyax) 为 状态 wx 决策 wu 时 对 应 的 第 & 阶段 
的 指标 函数 值 。 


为 : 


2. 动态 规划 的 最 优化 原理 
动态 规划 方法 基于 贝尔 曼 (R. Bellman) 等 人 提出 的 最 优化 原理 。 最 优化 原理 可 表述 
“一 个 过 程 的 最 优 策略 具有 这 样 的 性 质 : 即 无 论 初始 状态 及 初始 决策 如 何 , 对 于 先前 


决策 所 形成 的 状态 而 言 , 其 以 后 的 所 有 决策 应 构成 最 优 策略 。” 


例 4 正 是 根据 这 一 原理 求解 的 ,从 图 7-2 可 以 看 出 ,无 论 从 哪 一 段 的 某 状态 出 发 到 终 


点 下 的 最 短路 线 , 只 与 此 状态 有 关 . 而 与 这 点 以 前 的 状态 、 路 线 无 关 , 即 不 受 从 A 点 是 如 
何 到 达 该 点 的 决策 影响 。 


利用 上 述 最 优化 原理 ,可 以 把 多 阶段 决策 问题 求解 过 程 表示 成 一 个 连续 的 递 推 过 程 ， 


由 后 向 前 逐步 计算 。 在 求解 时 ,前 面 的 各 状态 与 决策 ,对 后 面 的 子 过 程 来 说 ,只 相当 于 初 
始 条 件 ,并 不 影响 后 面子 过 程 的 最 优 决策 。 


第 三 节 ”动态 规划 模型 的 建立 与 求解 


一 、 动态 规划 模型 的 建立 


建立 动态 规划 的 模型 ,就 是 分 析 问 题 并 建立 问题 的 动态 规划 基本 方程 。 成 功 地 应 用 


动态 规划 方法 的 关键 ,在 于 识别 问题 的 多 阶段 特征 ,将 问题 分 解 成 为 可 用 递 推 关系 式 联系 
起 来 的 若干 子 问 题 ,而 正确 建立 基本 递 推 关系 方程 的 关键 又 在 于 正确 选择 状态 变量 ,保证 
各 阶段 的 状态 变量 具有 递 推 的 状态 转移 关系 s4+1 二 Ti (sx sux)。 


下 面 以 资源 分 配 问题 为 例 介 绍 动 态 规划 的 建 模 条 件 及 解法 。 资 源 分 配 问题 是 动态 规 


划 的 典型 应 用 之 一 ,资源 可 以 是 资金 原材料、 设备 ,劳力 等 ,资源 分 配 就 是 将 一 定数 量 的 
一 种 或 几 种 资源 恰当 地 分 配给 若干 使 用 者 ,以 获取 最 大 效益 。 


例 5 见 例 2, 前 面 已 列 出 了 一 个 非 线性 规划 模型 ,为 了 应 用 动态 规划 方法 求解 ,可 以 


人 为 地 赋予 它 “ 时 段 ” 的 概念 。 将 投资 项 目 排序 .依次 对 项 目 1.2、3 投资 , 即 把 问题 划分 为 
3 个 阶段 ,每 个 阶段 只 决定 对 一 个 项 目 应 投资 的 金额 ,从 而 转化 为 一 个 3 段 决 策 过 程 。 下 
面 的 关键 是 如 何 正 确 选择 状态 变量 ,使 各 后 部 子 过 程 之 间 具 有 递 推 关系 。 


状态 变量 和 决策 变量 有 密切 关系 .状态 变量 一 般 为 累计 量 或 随 递 推 过 程 变 化 的 量 。 这 
可 以 把 每 阶段 可 供 使 用 的 资金 定 为 状态 变量 wx, 初始 状态 :一 10。x 为 可 分 配 用 于 第 一 


通常 可 以 把 决策 变量 wu 定 为 原 静 态 问 题 中 的 变量 x,, 即 设 
ur = x (k= 1,2,3) 


由 
是 
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种 项 目的 最 大 资金 , 则 当 第 一 阶段 (4 二 1) 时 ,有 
人 一 10 
第 二 阶段 (4 一 2) 时 ,状态 变量 s 为 余下 可 投资 于 其 余 两 个 项 目的 资金 , 即 


= 
于 是 有 


| = SH Ul 

uk = Xk 

阶段 &: 本 例 中 取 1,2,3。 

状态 变量 w: 第 k 段 可 以 投资 于 第 k 项 到 第 3 个 项 目的 资金 。 
决策 变量 zx: 决定 给 第 4 个 项 目 投资 的 资金 。 

状态 转移 方程 : ss+i 一 % 一 4 


一 般 地 , 当 第 & 段 时 


3 
指标 函数 ; Vi,s 二 > gi(zi) 
ek 


最 优 指标 函数 fi (ss): 当 可 投资 金 为 ss 时 ,投资 第 一 3 项 所 得 的 最 大 收益 。 
基本 方程 为 
全 一 a Bi 二 fin(sen)} k= 3,2,1 
oe 

用 动态 规划 方法 逐 段 求解 , 便 可 得 到 各 项 目 最 佳 投资 金额 , 放 1(10) 就 是 所 求 的 最 大 收益 。 

一 般 地 ,建立 动态 规划 模型 的 要 点 如 下 : 

1. 分 析 题 意 ,识别 问题 的 多 阶段 特性 ,按时 间或 空间 的 先后 顺序 适当 地 划分 为 满足 
递 推 关系 的 若干 阶段 ,对 非 时 序 的 静态 问题 要 人 为 地 赋予 "时 段 "概念 。 

2. 正确 地 选择 状态 变量 ,使 其 具备 两 个 必要 特征 : 

(1) 可 知性 : 即 过 程 演变 的 各 阶段 状态 变量 的 取 值 ,能 直接 或 间接 地 确定 。 

(2) 能 够 确切 地 描述 过 程 的 演变 且 满 足 无 后 效 性 。 即 由 第 & 阶段 的 状态 s 出 发 的 后 
部 子 过 程 ,可 以 看 作 是 一 个 以 s4 为 初始 状态 的 独立 过 程 。 这 一 点 并 不 是 每 个 问题 都 很 容 
易 满 足 的 ,例如 ,本 章 第 四 节 中 讲述 的 著名 的 “ 货 郎 担 问题 ", 不 能 像 前 面 处 理 最 短路 问题 
一 样 ,把 城镇 位 置 作为 状态 变量 ,而 需 把 含 该 城镇 在 内 及 以 前 走 过 的 全 部 城镇 的 集合 定义 
为 状态 ,才能 实现 无 后 效 性 。 

3. 根据 状态 变量 与 决策 变量 的 含义 ,正确 写 出 状态 转移 方程 w+ 一 TiCseyxt) 或 转移 
规则 。 
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4. 根据 题 意 明确 指标 函数 Vi., ,最 优 指 标 函 数 户 (se) 以 及 & 阶段 指标 weCseyux) 的 含 
义 , 并 正确 列 出 最 优 指标 函数 的 递 推 关系 及 边界 条 件 ( 即 基本 方程 ) 。 
上 面 指出 的 是 建立 动态 规划 模型 的 一 般 步 又 ,实际 建 模 需 要 经 验 与 技巧 ,关键 是 灵活 


地 运用 最 优化 原理 。 
二 、 逆 序 解法 与 顺序 解法 


态 规划 方法 ) 。 


动态 规划 的 求解 有 两 种 基本 方法 : 逆序 解法 (后 向 动态 规划 方法 ) ,顺序 解法 (前 向 动 


例 4 所 使 用 的 解法 ,由 于 寻 优 的 方向 与 多 阶段 决策 过 程 的 实际 行进 方向 相反 ,从 最 后 


一 段 开 始 计算 逐 段 前 推 , 求 得 全 过 程 的 最 优 策略 , 称 为 逆序 解法 。 与 之 相反 ,顺序 解法 的 
寻 优 方向 与 过 程 的 行进 方向 相同 ,计算 时 从 第 一 段 开 始 逐 段 向 后 递 推 , 计 算 后 一 阶段 要 用 
到 前 一 阶段 的 求 优 结果 ,最 后 一 段 计算 的 结果 就 是 全 过 程 的 最 优 结 

我 们 再 次 用 例 4 来 说 明 顺 序 解 法 。 由 于 此 问题 的 始点 A 与 终点 都 是 固定 的 ,计算 
由 A 点 到 下 点 的 最 短路 线 与 由 F 点 到 A 点 的 最 短路 线 没有 什么 不 同 。 若 设 f(s4+1) 表 
示 从 起 点 A 到 第 k 阶段 状态 e+ 的 最 短 距 离 ,我 们 就 可 以 由 前 向 后 逐步 求 出 起 点 A 到 各 
阶段 起 点 的 最 短 距离 ,最 后 求 出 A 点 到 下 点 的 最 短 距 离 及 路 径 。 计 算 步骤 如 下 : 

k= 二 0 时 ,fo(s1) 二 fo(A) 二 0, 这 是 边界 条 件 。 


&A 一 1 时 , 按 f1(sz) 的 定义 有 


人 一 5 


ui(B,)= A 


pe = 4 
wu(B)=A 
k= 二 2 时 ， 
f2(C1) = d(Bi,.C1) + f1(B1) 加 
uz(C) = Bi 
d (Bi.,C;)+ 
f2(Cz) = min| 
d(B;,.,C;) + 
ua(C) =.B, 
d (Bi ,Cs)+ 
eid Be min| 
d(B, .Cs)+ 
uz(Cs) = B, 


uz(C1) = B, 
类 似 地 ,可 算得 


CE 十 而 全 = 


+- f1(B) 


+ f1(B;) 


Ff1(B1) 


|- f1(B,) 


5 一 12 


4 _ 
sl 
+ 


CD 一 11 xs(D,) 一 C) 或 C: 
asCDz) = 12 us(D;2) = Cz 
f3(D;3) = 14 ua(Ds3) = Cs 
fil(E) = 14 ul(E)= Di 
fa(E:) = 14 us(E:) = D; 
fs(F)= us(F) = E: 


按 定义 知 fs(F) 二 17 mis 而 路 径 则 为 A 一 B1 一 Cs: 一 Ds 一 Es 一 下 ,与 前 
节 逆 序 解法 结论 相同 。 全 部 计算 情况 如 图 7-3 所 示 。 图 中 每 节点 上 方 括号 内 的 数 表 


点 到 A 


点 的 最 短 距离 . 粗 黑 线 表示 该 点 到 A 点 的 路 径 。 


类 似 于 递 序 解法 ,可 以 把 上 述 解 法 写成 如 下 的 递 推 方程 : 


人 = min{w(seHyue) tt ferse)} k=1,2,3,4,5 
be 


fol(s1)=0 


这 里 状态 转移 方程 为 : s4 二 Test wu) 
顺序 解法 与 逆序 解法 本 质 上 并 无 区 别 ， A 当初 始 状态 给 定时 可 用 逆序 解法 ， 


当 终止 ; 


状态 给 定时 可 用 顺序 解法 。 若 问题 给 一 个 初始 状态 与 一 个 终止 状态 ， 


方法 均 可 使 用 ,如 例 4。 相关 和 妈 轩 去 呈 忆 中 ea 比较 到 达 不 
状态 的 各 个 路 径 及 最 优 指标 函数 值 , 以 选取 总 效益 最 佳 的 终点 状态 时 ,使 用 顺序 解法 比较 
简便 。 总 之 ,针对 问题 的 不 同 特点 ,灵活 地 选用 这 两 种 方法 之 一 ,可 以 使 求解 过 程 简化 。 

使 用 上 述 两 种 方法 求解 时 ,除了 求解 的 行进 方向 不 同 外 ,在 建 模 时 要 注意 以 下 


有 


状态 转移 方式 不 同 


示 该 


(7. 5a) 


(7. 5b) 


则 两 种 
同 终点 


区 别 : 


如 图 7-4 所 示 , 北 序 解法 中 第 k 段 的 输入 状态 为 .决策 为 ui, 由 此 确定 输出 为 we+i， 


即 第 +4 


Fl 段 的 状态 ,所 以 状态 转移 方程 为 


Sa 一 TeCsesut) 


(7.6) 
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式 (7. 6) 称 为 状态 s 到 s+ 的 顺序 转移 方程 。 
而 顺序 解法 中 第 有 段 的 输入 状态 为 si+1, 决 策 w :输出 为 % ,如 图 7-5 所 示 , 所 以 状态 
转移 方程 为 
ss = Ty(saius) C7:7) 
式 (7.7) 称 为 由 状态 si+1 到 54 的 逆序 状态 转移 的 方程 。 
同样 道理 ,逆序 解法 中 的 阶段 指标 ve(s4 ,ui) 在 顺序 解法 中 应 表 为 vi (ss+1sun)。 


状态 决策 ul uk un 
Ss 2 s Sh Bn 
| ”| 上 > 
效益 wi(s1w14) Geo VSmtin) 
图 7-4 
决策 ul uk Un 
we = ok 和 Wl [ > 
效益 vi(s2,u1) Vis VASm pln) 
图 7-5 


2. 指标 函数 的 定义 不 同 
逆序 解法 中 ,我 们 定义 最 优 指标 函数 fi (st) 表 示 第 k 段 从 状态 5 出 发 ,到 终点 后 部 
子 过 程 最 优 效益 值 ,f1(s1) 是 整体 最 优 孙 数值 。 
顺序 解法 中 ,应 定义 最 优 指 标 函 数 fi (se+1) 表 示 第 k 段 时 从 起 点 到 状态 e+ 的 前 部 
子 过 程 最 优 效益 值 。 户 (ss*+i) 是 整体 最 优 函 数值 。 
3. 基本 方程 形式 不 同 
(1) 当 指 标 函数 为 阶段 指标 和 形式 .在 逆序 解法 中 
Vein 一 Se 
则 基本 方程 为 
fi(s4) = opt {vas4o00) + fin Csin)} (k= n,n—1,.,2,1) (7. 8a) 
wu ED 
I = (7. 8b) 
顺序 解法 中 , Viu 一 Csim ,ww) ,基本 方程 为 
Re = opt {vasemou) 二 fs)} (k= 1,2,.,n) (7. 9a) 
汽 例 六 二 站 (7.9b) 
(2) 当 指 标 函 数 为 阶段 指标 积 形 式 . 在 逆序 解法 中 


Ws = Llosa 
了 一 人 
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则 基本 方程 为 
jm = opt {ve (SEsuU) » fernseri)} (R 一 1 一 1.,…,2,1) (7.10a) 
1 “bo, 
frn(sen) = 1 (7.10b) 
过 
在 顺序 解法 中 ， We Tt 
j=I 
基本 方程 为 
filsin) = OPt (vest sus) 。 Je (Cse) 2 (C7; Lla) 
1 ED 
fols1)=1 《7, 11b5) 


应 指出 的 是 ,这 里 有 关 顺 序 解 法 的 表达 式 , 是 在 原状 态 变 量 符号 不 变 条 件 下 得 出 的 ， 
若 将 状态 变量 记 法 改 为 so .5 ,… ,sa, 则 最 优 指 标 函数 也 可 表示 为 f(ss), 即 符号 同 于 逆序 
解法 ,但 含义 不 同 。 


三 、 基 本 方程 分 段 求 解 时 的 几 种 常用 算法 


动态 规划 模型 建立 后 ,对 基本 方程 分 段 求解 ,不 像 线性 规划 或 非 线性 规划 那样 有 固定 
的 解法 ,必须 根据 具体 问题 的 特点 ,结合 数学 技巧 灵活 求解 ,大 体 有 以 下 几 种 方法 。 

1. 离散 变量 的 分 段 穷 举 算法 

动态 规划 模型 中 的 状态 变量 与 决策 变量 若 被 限定 只 能 取 离 散 值 , 则 可 采用 分 段 穷 举 
法 。 如 例 4 的 求解 方法 就 是 分 段 穷 举 算法 ,由 于 每 段 的 状态 变量 和 决策 变量 离散 取 值 个 
数 较 少 ,所 以 动态 规划 的 穷 举 法 要 比 一 般 的 穷 举 法 有 效 。 用 分 段 穷 举 法 求 最 优 指标 函数 
值 时 ,最 重要 的 是 正确 确定 每 段 状 态 变 量 取 值 范围 和 人 允许 决策 集合 的 范围 。 

2. 连续 变量 的 解法 

当 动态 规划 模型 中 状态 变量 与 决策 变量 为 连续 变量 ,就 要 根据 方程 的 具体 情况 灵活 
选取 求解 方法 ,如 经 典 解析 方法 、 线 性 规划 方法 、 非 线性 规划 法 或 其 他 数值 计算 方法 等 。 
如 在 例 5 中 ,状态 变量 与 决策 变量 均 可 取 连 续 值 而 不 是 离散 值 ,所 以 每 阶段 求 优 时 不 能 用 
穷 举 方法 处 理 。 下 面 分 别 用 逆序 解法 和 顺序 解法 来 求解 例 5。 

(1) 用 逆序 解法 

由 前 面 分 析 得 知 , 例 5 为 三 段 决策 问题 ,状态 变量 s4 为 第 k 段 初 拥有 的 可 以 分 配给 
第 &A 到 第 3 个 项 目的 资金 ; 决策 变量 zx 为 决定 投 给 第 & 个 项 目的 资金 ; 状态 转移 方程 为 
st 一 % 一 ze; 最 优 指标 函数 请 (se 表示 第 上 阶段 ,初始 状态 为 5 时 ,从 第 上 到 第 3 个 项 
目 所 获 最 大 收益 , 户 (Cs) 即 为 所 求 的 总 收益 。 递 推 方程 为 

i = max {grCz0) + fen(sen))} 人 


Js) 一 0 
k= 二 3 时 ， Css) 一 max {2x3} 


0<zn<s 
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这 是 一 个 简单 的 函数 求 极 值 问 题 , 易 知 当 x3 一 ss 时 ,取得 极 大 值 255, 即 


f(ss) = max {2z1} = 23 
o<z 


3<53 
k 二 2 时 ， f(s) max {9zat fess)) 
= max {97zs+2X (ss—x2)"} 
0<r,<s, 
ES ja (sa zz) 一 9zs 十 2X(sz 一 2)2 
由 — 9 十 4(sz 一 zz)( 一 1) 一 0 
性 9 
解 得 Mi 
a dehs 
而 HR 一 42>0 


所 以 ze 一 se 一 全 是 极 小 点 。 
极 大 值 只 可 能 在 [0,s?] 端 点 取得 ， 
ja(0) 一 233 (sz) 一 9sz 
当 f2(0) 二 f(sz) 时 , 解 得 ss 二 9/2。 
当 sz 二 9/2 时 , 户 (0) 过户 (sz) ,此 时 xz 一 0 
s<9/2 时 ,f2(0) 二 f(s2), 此 时 x2 一 sz 


k= 二 1 时 ， fi(51)= max {4z1 f2(s2)} 
on < 
当 (sz) 一 9ss 时 ， f1(10)= max {4zi 十 9s1 一 9zi》 
[ss 
= max {9s 一 5zl) = 9 
0<n1<io rT 
但 此 时 sz 一 5 一 Zi 一 10 一 0 二 10 二 9/2 


与 5 三 9/2 矛盾 ,所 以 会 去 。 
当 f(ss)=252 时 ,有 1(10)= max, {471 +2X (s1— x1)’} 


令 hi(sisT)=471+2X (sO—z1)’ 
加 =4+4(5 zx)(—1D)=0 
Tl 
解 得 z=%1 1 
dzhi 
而 a 0 


所 以 二 二 5 一 1 是 极 小 点 。 
比较 [0,10] 两 个 端点 ,zi 二 0 时 , 户 (10) 王 200 
Zz 二 10 时 . 方 (10) 一 40 
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所 以 zi =0 
再 由 状态 转移 方程 顺 推 和 = 一 x 二 10 一 0 一 40 
为 s2>9/2 
所 以 23 =0,5s8=ss— 72 =10—0=10 
由 此 2 一 3 一 10 


最 优 投资 方案 为 全 部 资金 投 于 第 3 个 项 目 ,可 得 最 大 收益 200 万 元 。 

(2) 用 顺序 解法 

阶段 划分 和 决策 变量 的 设置 同 逆序 解法 , 令 状态 变量 w+ 表示 可 用 于 第 1 到 第 人 个 
项 目 投资 的 金额 , 则 有 

Ss4 10 ss 一 54 一 Ta 一 53 一 T2 $1 32 一 Xl 

即 状态 转移 方程 为 SS 一 SHI 一 工大 

令 最 优 指标 函数 fi (se+1) 表 示 第 k 段 投资 额 为 s+1 时 第 1 到 第 & 项 目 所 获 的 最 大 收 
益 , 此 时 顺序 解法 的 基本 方程 为 

人 一 oa， Lare) + flst)] | 


fols1)=0 
当 & 王 1 时 ,有 
i) = omax, [gCr1) + fols1)] 


= ta Mr] = As 
0<n<s 


TT 一 52 
当 k 二 2 时 ,有 
f2(ss) 一 i + f1(s2)] 


一 max [9zx:+4(ss— zx2)] 
os 并 5 


一 max (5zz 十 4ss) 
0<12<5 


= 9ss 


当 k 二 3 时 ,有 
Cs) = max [2zx3$+ f2(s3)] 


oz < 


一 max [2zx3 二 9(s— x3)] 
0<z, < 


矶 (sos) 一 223 十 9 一 0) 


必 


dh 
Me 
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解 得 zs 
因为 牧 =4>0 
所 以 ,此 点 为 极 小 点 。 
极 大 值 应 在 [0,ss] 二 [0,10j 端 点 取得 
当 zs 一 0 时 , 户 (10) 一 90 
当 zs 一 10 时 , 户 (10) 一 200 
所 以 好 一 10 
再 由 状态 转移 方程 逆 推 : 
ss=10—z? =0 zx2=0 
sz 一 3 一 7Z2 一 0 
即 a 0 


所 以 最 优 投资 方案 与 逆序 解法 结果 相同 ,只 投资 于 项 目 3, 最 大 收益 为 200 万 元 。 比 较 两 
种 解法 的 过 程 ,可 以 发 现 ,对 本 题 而 言 , 顺 序 解法 比 逆序 解法 简单 。 

关于 连续 变量 的 其 他 求解 方法 将 在 以 后 各 节 中 结合 例题 介绍 。 

3. 连续 变量 的 离散 化 解法 

先 介绍 连续 变量 离散 化 的 概念 。 如 投资 分 配 问 题 的 一 般 静 态 模型 为 


maxz= Dt 
| 
[Da 六 
St 1 
Ti 宇 0 (i=1,2,°,n) 
建立 它 的 动态 规划 模型 ,其 基本 方程 为 


= max {gz0) finsin)} k=n,n—1,.…,2,1 
oS < 


fontsn) 一 性 

其 状态 转移 方程 为 SHI 一 5 一 

由 于 si 与 zx 都 是 连续 变量 , 当 各 阶段 指标 ge(ze) 没 有 特殊 性 质 而 较为 复杂 时 ,要求 
出 六 Cs) 会 比较 困难 ,因而 求全 过 程 的 最 优 策略 也 就 相当 不 容易 .这 时 常常 采用 把 连续 变 
量 离散 化 的 办 法 求 其 数值 解 。 具 体 做 法 如 下 : 

(1) 令 5 二 0,A,2A,… ,mA 二 a, 把 区 间 [0.a] 进 行 分 割 .A 的 大 小 可 依据 问题 所 要 求 
的 精度 以 及 计算 机 的 容量 来 定 。 

(2) 规定 状态 变量 wx 及 决策 变量 ze 只 在 离散 点 0.A.2A.… .mA 上 取 值 ,相应 的 指标 
函数 fi (sx) 就 被 定义 在 这 些 离 散 值 上 ,于 是 递 推 方程 就 变 为 


Ge = ,max ,82(pA) + fen(sw— 2 
Ut 一 0 
其 中 gA=sx ,zt 二 pA。 
(3) 按 逆序 方法 ,逐步 递 推 求 出 户 (%),…, 广 (si) ,最 后 求 出 最 优 资金 分 配方 案 。 
作为 离散 化 例子 , 仍 使 用 例 5, 即 用 连续 变量 的 离散 化 求解 
max z = 4z1 十 9zxs 十 2x3 


Xz 十 x3 一 10 


(i= 1,2,3) 


5 0 
解 ”规定 状态 变量 和 决策 变量 只 在 给 出 的 离散 点 上 取 值 , 令 A 王 2, 将 区 间 [0,10] 分 


制 成 0,2,4,6,8,10 六 个 点 , 即 状态 变量 ss 集合 为 {0,2,4,6,8,10} 
允许 决策 集合 为 0x 二 ss ,zs 与 54 均 在 分 割 点 上 取 值 。 


动态 规划 基本 方程 为 
[Ge = max {gk(Czk) 十 HGCs 一 TD)} k=3,2,1 
y 0<7) Eh 
lp =: 注 
当 &==3 时 ， fs(ss)= max {2x3} 
0Sr3<5 
式 中 ss 和 zs 的 集合 均 为 {0,2,4.6.8,10}。 
计算 结果 见 表 7-1。 
当 &A 一 2 时 ， fa(s2)= max {9zz 十 /sa(sz 一 zz)》 
2 
计算 结果 见 表 7-2。 
表 7-1 
ss 0 2 4 6 8 10 
fa3(s3) 0 8 32 72 128 200 
zs 0 2 4 6 8 10 
表 7-2 
ss |0o| 2 4 6 8 10 
a | | 
gz+fs|0|8 18|32 26 36|72 50 44 54|128 90 68 62 72|200 146 108 86 80 90 
Jf: |0 18 36 | 72 128 200 
zi |0 2 | 0 0 0 
当 上 k= 二 1 时 ， fi(51)= max {4z1t+ fo(s1—x1)} 
0<z1<10 


计算 结果 见 表 7-3。 
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甫 7-3 
31 10 
1 0 2 4 6 8 10 
gi+f2 200 136 88 60 50 40 
fi 200 
zr 0 


计算 结果 表明 ,最 优 决策 为 : x? = 二 0,x2 二 0,x3 二 10, 最 大 收益 为 f1(10) 二 200, 与 上 
述 用 逆序 和 顺序 算法 得 到 的 结论 完全 相同 。 
应 指出 的 是 ,这 种 方法 有 可 能 丢失 最 优 解 , 一 般 得 到 原 问 题 的 近似 解 。 
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除了 前 面 讲 到 的 最 优 路 径 、 资 源 分 配 问 题 外 ,动态 规划 在 经 济 管理 中 还 有 许多 应 用 ， 
本 节 通 过 其 中 一 些 典 型 例子 来 说 明 这 方面 的 应 用 。 


一 、 背 包 问 题 

背包 问题 又 称 装载 问题 ,一 般 提 法 是 : 一 位 旅行 者 携带 背包 去 登山 ,已 知 他 所 能 承受 
的 背包 重量 限度 为 akg, 现 有 种 物品 可 供 他 选择 装 入 背包 ,第 i 种 物品 的 单 件 重量 为 
aikg, 其 价值 (可 以 是 表明 本 物品 对 登山 的 重要 性 的 数量 指标 ) 是 携带 数量 zx; 的 函数 
ci(ZzD) (i 二 1,2,… ,0), 间 旅行 者 应 如 何 选择 携带 各 种 物品 的 件数 ,以 使 总 价值 最 大 ? 

背包 问题 等 同 于 车 . 船 ` 人 造 卫星 等 工具 的 最 优 装载 ,有 广泛 的 实用 意义 。 

设 x; 为 第 ;种 物品 装 和 的 件数 , 则 背包 问题 可 归结 为 如 下 形式 的 整数 规划 模型 ; 


max z 一 Deilz) (7. 12a) 
i=1 
| Zarsa ty 
Ss. t. 4 这 1 
0 且 为 整数 ”Gi== 11,2,…,n) (7. 12c) 


下 面 用 动态 规划 顺序 解法 的 式 (7. 9) 建 模 求解 。 

阶段 4: 将 可 装 和 人 物品 按 1.2,……n 排序 ,每 段 装 一 种 物品 , 共 划 分 为 个 阶段 , 即 
k= 

状态 变量 ss: 在 第 & 段 开始 时 ,背包 中 允许 装 入 前 A 种 物品 的 总 重量 。 

决策 变量 rt: 装 人 第 & 种 物品 的 件数 。 

状态 转移 方程 : 


si 一 可 4 一 人 


允许 决策 集合 为 


Dee 二 {zr 1 0 过 xz 过 [sen/arj,zx 为 整数 } 
其 中 [se+1/ar] 表 示 不 超过 st+1/ar 的 最 大 整数 。 
最 优 指标 函数 fi(s+1) 表 示 在 背包 中 允许 装 入 物品 的 总 重量 不 超过 se+ikg, 采 用 最 
优 策略 只 装 前 A 种 物品 时 的 最 大 使 用 价值 。 
则 可 得 到 动态 规划 的 顺序 递 推 方程 为 
[ 产 Gen) 二 max {CTs) + f(sen — arra)} (= ln 


0 


lc = 人 | 
用 顺序 解法 逐步 计算 出 户 Cs) ,fz (C53),… ,fn(snt1) 及 相应 的 决策 函数 zx (52)， 
Zz2(53) ,oTn(sn+1)， 最 后 得 到 的 f(a) 即 为 所 求 的 最 大 价值 ,相应 的 最 优 策略 则 由 反 推 
计算 得 出 。 
当 zz; 仅 表示 装 入 ( 取 1) 和 不 装 ( 取 0) 第 i 种 物品 , 则 模型 就 成 了 0-1 背包 问题 。 
例 6 有 一 辆 最 大 货运 量 为 10t 的 卡车 ,用 以 装载 3 种 货物 ,每 种 货物 的 单位 重量 及 
相应 单位 价值 如 表 7-4 所 示 。 应 如 何 装 载 可 使 总 价值 最 大 ? 


表 7-4 
货物 编号 (2) | 2 3 
单位 重量 /t 3 4 5 
单位 价值 (c;) 4 5 6 


设 第 i 种 货物 装载 的 件数 为 z;(i 二 1,2,3), 则 问题 可 表示 为 
max z= 4zl 十 5zs 十 6zs 
3zi 十 4zs 十 5zs 之 10 
Zi 这 0 且 为 整数 (i= 1,2,3) 
可 按 前 述 方式 建立 动态 规划 模型 .由 于 决策 变量 取 离散 值 ,所 以 可 以 用 列表 法 求解 。 
当 & 一 1 时 ， 人 


S.t. 


| 为 整数 工 | 为 整数 
计算 结果 见 表 7-5。 
表 7-5 
S2 0 1 2 3 4 5 6 水 8 9 10 
万 (sz) 0 0 0 4 4 4 8 8 8 12 12 
到 0 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 
当 &=2 时， filss))= max {5zs+ filss—4z3)} 
0<r, <s/4 
为 整数 


计算 结果 见 表 7-6。 
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表 7-6 
53 二 ;| 第 知 | 加 4 5 6 人 8 9 10 
T2 0Ilololo|lo 1 0 和 0 1 0 1 0 | 及 0 1 2 0 1 2 
ct+f:101010|14|4 5 4 5 8 5 8 9 8 9 10|12 . 站， 切 | 过” 3 把 
filss) |0|o|1o14 5 5 | 8 9 10 | 12 13 
ri 0lololo 1 1 | 0 1 区， 1 
当 &A 一 3 时 ， 


f3(10)= max {6zs 十 Fz(10 一 5zs)} 
本 一 0,1,2 


= max{ fs(10),6 十 fsz(5),12 十 (0)} 
二 max{13,6 十 5,12 十 0} 
= 13 
此 时 二 二 0, 逆 推 可 得 全 部 策略 为 : 
二 1,x3 二 0, 最 大 价值 为 13。 
当 约 束 条 件 不 止 一 个 时 ,就 是 多 维 背 包 问题 ,其 解法 与 一 维 背包 问题 类 似 , 只 是 状态 
变量 是 多 维 的 。 


二 、 生 产 经 营 问题 
例 7 生产 与 存储 问题 


某 工厂 生产 并 销售 某 种 产品 ,已 知 今后 四 个 月 市 场 需求 预测 如 表 7-7 所 示 , 又 每 月 生 
产 j 单位 产品 费用 为 


zi = 


人 (j= 0) 
C0 = 
4 = Dd 

每 月 库存 j 单位 产品 的 费用 为 (j) 二 0. 5j( 千 元 ) ,该 厂 最 大 库存 容量 为 3 单位 ,每 月 最 
大 生产 能 力 为 6 单位 .计划 开始 和 计划 期 末 库 存量 都 是 零 。 试 制订 四 个 月 的 生产 计划 ,在 
满足 用 户 需 求 条 件 下 总 费用 最 小 。 假 设 第 i 十 1 个 月 的 库存 量 是 第 i 个 月 可 销售 量 与 该 
月 用 户 需 求 量 之 差 ; 而 第 i 个 月 的 可 销售 量 是 本 月 初 库存 量 与 产量 之 和 。 


表 7-7 
i( 月 ) 1 2 3 4 
名 (需求 ) 和 3 2 4 


用 动态 规划 法 求解 时 .对 有 关 概 念 做 如 下 分 析 : 
(1) 阶段 : 每 个 月 为 一 个 阶段 ,k 二 1,2,3,4。 
(2) 状态 变量 : ss 为 第 k 个 月 初 的 库存 量 。 


A、 


203 


(3) 决策 变量 : we 为 第 4 个 月 的 生产 量 。 
(4) 状态 转移 方程 : SE+1—=Sk Tu — gk 


(5) 最 优 指标 函数 : f(ss) 表 示 第 月 状态 为 s+ 时 ,采取 最 佳 策略 生产 ,从 本 月 到 计 
划 结 束 (第 4 月 末 ) 的 生产 与 存储 最 低 费 用 。 
考虑 上 二 4, 因 为 要 求 四 月 底 库存 为 零 ,本 月 需求 为 4, 所 以 本 月 产量 应 为 4 二 4 一 54， 


由 于 库存 量 最 大 为 3, 所 以 ss 取 值 只 能 是 0,1.,2,3。 


PC) 一 min{C(Cx ) 十 开 (s ,可 以 列 出 (54) 与 u4(54), 见 表 7-8。 


表 7-8 

$4 0 1 2 3 
fass) 7 6.5 6 5.5 
us (54) 4 3 2 1 


当 上 二 3 时 , 先 分 析 状 态 变量 ss 的 取 值 范围 , 它 与 库存 能 力 、 生 产能 力 、 需 求 量 均 有 


关 , 在 此 由 最 大 库存 量 决定 一 {0,1,2,3}。 再 分 析 决 策 变量 us 的 允 半 


-决策 集合 ,为 满足 


本 月 需求 ,产量 us 至 少 为 gs 一 ss 二 2 一 ss, 若 库存 量 :二 2, 则 us 应 取 0。 为 保证 期 末 库 存 
量 为 零 ,ws 不 能 超过 g3 十 gs 一 ss 二 6 一 s3， 男 外 us 还 受 最 大 库存 量 3 的 限制 , 即 不 能 超过 


gs 十 3 一 ss 一 5 一 


53, 同 时 还 受 最 大 生产 能 力 6 的 限制 ,总 之 有 
max(0,2 一 $3) 过 ws 二 min(6,5 一 53,6 一 ss) 的 整数 
f3(s3) = min[ CCus) 十 开 (ss) 十 .PCss tus— gs)] 
我 们 对 ss 一 0.1,2.3 分 别 求 出 f(s3) 的 值 , 当 ss 二 0 时 ， 


f3(0)= min [(3 十 ws) 十 0.5X0 十 (us 一 2)] 
2<us 志 5 的 整数 


5 十 7 
6 十 6.5 
十 者 
a 
us (0)=2 


这 就 是 说 , 若 第 三 个 月 初 库存 为 零 . 则 三 .四 两 个 月 最 低 费 用 为 12( 千 元 ) ,第 三 个 月 


最 优 产量 为 2 个 单位 。 依 此 类 推 ,可 得 表 7-9。 


表 7-9 


口 |m|o|e= 


S|%|lm|S 
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当 & 一 2 时 ,有 
fz(s2) = min[C(uzs) + EC(sz) 十 Fas(s 十 za 一 gz)] 
其 中 状态 变量 2 二 {0,1,2,3})。 
决策 变量 wu 为 
max(0,gz 一 52) 过 wz 过 min(6,gz 十 3 一 52,g2z 十 gs 十 g4 一 52) 的 整数 , 即 
max(0,3 一 52) 二 xz 过 min(6,6 一 sz,9 一 sz) 的 整数 。 
本 段 计算 结果 见 表 7-10。 
当 k==1 时 ,有 
fi(s5) 一 minLC(w ) 十 ECG) 十 FPCs 十 四 一 8 
由 于 状态 5 二 0, 本 月 产量 ww 同样 要 受 本 月 需求 量 . 最 大 库存 容量 .最 大 生产 能 力 等 
约束 限制 ,应 为 2 二 ww 二 5 的 整数 , 则 


表 7-10 
se 0 1 2 3 
mm | a | | |6|2 lg| |5 | 2 | | |G | 慨 | 洁 
C+E+/fs| 18 |18.5| 16 | 17 |17.5| 18 |15.5|16.5| 17 |17.5| 15 | 16 |13.5| 17 |14.5|15.5 
Csz) 16 15:5 15 13.5 
us (52) 5 4 3 0 


fi1(0)= min [ceo) 十 Fa(w 一 2)] 


2 生 册 短 5 的 整数 

计算 结果 见 表 7-11。 
表 7-11 

$1 0 
uw (51) 2 3 4 5 
C+f 21 21.5 22 21.5 
fi(s1) 21 
uf (51) 2 


由 表 7-11 可 知 ,总 最 低 费用 为 (0) 二 21( 千 元 ), 第 一 个 月 最 佳 产量 为 2 单位 。 而 
需求 si 二 2, 所 以 第 二 个 月 初 库存 量 为 零 , 青 由 表 7-10 中 查 ;二 0 列 可 得 第 二 个 月 最 佳 产 
量 为 5 单位 , 同 理 通过 查 表 7-9、 表 7-8 可 得 第 三 、 第 四 月 的 最 佳 产量 。 

即 最 佳 生产 计划 为 : 第 一 个 月 生产 2 单位 ,第 二 个 月 生产 5 单位 ,第 三 个 月 不 生产 ， 
第 四 个 月 生产 4 单位 。 

总 结 上 述 解 题 过 程 ,可 得 此 类 生产 存储 问题 的 基本 方程 为 

fil(ss) = min[L CO) 十 EC(s0) 二 fin(ss+ uO— ga)] (7.13a) 


k=nn—l1,.…,l 
i (7.13b) 
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若 最 大 库存 量 为 gq, 每 月 最 大 生产 能 力 为 p, 则 状态 集合 为 
0<u<min|g, Pas, Scp—g)] 
允许 决策 集合 为 
max(0,gt — $s) wu min(p, 3 一 SkySk 十 9 一 5 

例 8 采购 与 销售 问题 

某 商 店 在 未 来 的 4 个 月 里 ,准备 利用 它 的 一 个 仓库 来 专门 经 销 某 种 商品 ,仓库 最 大 容 
量 能 储存 这 种 商品 1 000 单位 。 假 定 该 商店 每 月 只 能 出 卖 仓 库 现 有 的 货 。 当 商店 在 某 月 
购 货 时 ,下 月 初 才 能 到 货 。 预 测 该 商品 未 来 四 个 月 的 买卖 价格 如 表 7-12 所 示 , 假 定 商店 


在 1 月 开始 经 销 时 ,仓库 储 有 该 商品 500 单位 。 试 问 若 不 计 库 存 费用 ,该 商店 应 如 何 制订 
1 月 至 4 月 的 订购 与 销售 计划 ,使 预期 获 利 最 大 。 


表 7-12 
月 份 (&) 购买 单价 (c) 销售 单价 (p,) 
1 10 12 
区 9 8 
3 11 13 
4 15 地 


解 ” 按 月 份 划分 为 4 个 阶段 ,4 一 1,2.3,4 
状态 变量 wx: 第 4 月 初时 仓库 中 的 存货 量 ( 含 上 月 订货 ) 。 
决策 变量 zx: 第 4 月 卖 出 的 货物 数量 。 

Ye: 第 4 月 订购 的 货物 数量 。 


状态 转移 方程 : 
StH = St 二 ys OO— ZX 
最 优 指 标 函数 fi (sx): 第 4 月 初 存货 量 为 se 时 ,从 第 4 月 到 4 月 末 所 获 最 大 利润 。 
则 有 逆序 递 推 关 系 式 为 
filsi) 一 了 [pz 一 cuys fanlsem)] (k= 4,3,2,1) 
0 <1 0 —a) 

fs(ss)=0 

当 A 王 4 时 
fi(ss) 一 max [17zx4 — 15y,] 
0 < 


0<y <100%0—(s,—z) 
显然 ,决策 应 取 xz? 二 54 ,ys? 二 0 时 才 有 最 大 值 f4(s4) 二 17s4 
当 & 一 3 时 
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fa(s3)= 天 [13zs 一 11ys 十 17(ss 十 ys 一 zs)] 
0<y3 <1 000—(s3—z3) 


= 6ys 十 17s: 
民 [一 4zs 十 6ys ss] 
0<y3 <1 000—(s3—z3) 


这 个 阶段 需求 解 一 个 线性 规划 问题 : 
max z 一 一 4zs 十 6ys 十 17ss 


Ta ss 


s.t.4ys 一 Ts 委 1000 一 ss 


Ts ys 之 0 
ZX3 二 53，y3 一 1000 时 有 最 大 值 Ai (ss) 王 6 000 十 13ss 
当 A 一 2 时 

Fa (sa ) 一 a [8zxz— 9yz 十 6000 十 13(sz 十 yz 一 zx2)] 
0<y,<1000-(5,—z2) 
= 和 [6 000 十 13sz 一 5zs 十 4yz?] 
0<y2<1000-(s,—r2) 
求解 线性 规划 问题 : 
max < 一 6000 十 13sz 一 5zs 十 4yz 
T2 sz 
st4yz 一 Ta 1000 一 3 
Za,yz 之 0 
得 好 一 0， 好 一 1000 一 9 
Ja(sz) 一 6 000 十 13sz 十 4 000 一 4sz 一 10 000 十 9sz 
当 ^4 一 1 时 
f1(500)= 和 [1l2zx1C—10y1 二 10000 二 9(51 十 yi 一 zx1)] 
0<n <500tay 
= ey [3z1—yi 二 14 500] 
0 <500+n] 
解 线性 规划 问题 : 
maxx 一 14500 十 3zi 一 名 
Xi 500 
s.t.a% CO— Zz S00 

Zil*yli 二 0 

得 决策 zx? =500,y7 =0,f1(500)=14 500 十 3X500 一 16 000 


最 优 策略 见 表 7-13。 最 大 利润 为 16 000。 
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表 7-13 
月 份 期 前 存货 (se) 售 出 量 (zx) 购 进 量 (w) 
1 500 500 0 
2 0 0 1000 
1 1000 1000 1000 
4 1000 1000 0 


三 、 设备 更 新 问题 


企业 中 经 常会 遇 到 一 台 设 备 应 该 使 用 多 少年 更 新 最 合算 的 问题 。 一 般 来 说 ,一 台 设 
备 在 比较 新 时 ,年 运转 量 大 ,经 济 收 入 高 ,故障 少 ,维修 费用 少 , 但 随 着 使 用 年 限 的 增加 ,年 
运转 量 减少 因而 收入 减少 ,故障 变 多 维修 费用 增加 。 如 果 更 新 可 提高 年 净 收 入 ,但 是 当年 
要 支出 一 笔 数额 较 大 的 购买 费 。 设 备 更 新 间 题 的 一 般 提 法 : 在 已 知 一 台 设 备 的 效益 函数 
r~(1) ,维修 费用 函数 u(4) 及 更 新 费用 函数 c(1) 条 件 下 ,要 求 在 年 内 的 每 年 年 初 做 出 决 
策 , 是 继续 使 用 旧 设 备 还 是 更 换 一 台新 的 ,使 ”年 总 效益 最 大 。 

设 m(0): 在 第 & 年 设备 已 使 用 过 : 年 (或 称 役 龄 为 :年 ) ,再 使 用 1 年 时 的 效益 。 

au (0 : 在 第 k 年 设备 役 龄 为 1 年 .再 使 用 一 年 的 维修 费用 。 

ce(0: 在 第 4 年 卖 掉 一 台 役 龄 为 : 年 的 设备 , 买 进 一 台新 设备 的 更 新 净 费 用 。 

a 为 折扣 因子 (0 三 a 三 1) ,表示 一 年 以 后 的 单位 收入 价值 相当 于 现年 的 a 单位 。 

下 面 建立 动态 规划 模型 。 

阶段 &(&k 二 1,2,…,n) 表 示 计 划 使 用 该 设备 的 年 限 数 。 

状态 变量 wx: 第 4 年 年 初 , 设 备 已 使 用 过 的 年 数 , 即 役 龄 。 

决策 变量 zx,: 是 第 A 年 年 初 更 新 (replacement) ,还 是 保留 使 用 (keep) 旧 设备 ,分别 用 
R 与 K 表示。 


状态 转移 方程 为 
5 十 1 当 zi = 二 K 
Stt1 一 人 i 
阶段 指标 为 
ra(SE) — ur (se) 当 z, = K 


vi(ses Tk) 一 1 
ms(0) 一 如 (0) 一 chse) z=R 


指标 函数 为 
Vn = Ga (=, 
了 一 和 


最 优 指标 函数 f(s) 表 示 第 年 年 初 . 拥 有 一 台 役 龄 为 s 年 的 设备 ,采用 最 优 更 新 
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策略 时 到 第 ”年 年 末 的 最 大 收益 , 则 可 得 如 下 的 逆序 动态 规划 方程 
| 二 Max LY Csevae) 二 afin(sen)] k=n,nm1,.…,l (7.14a) 


| PH CsnH) 一 0 (7.14b) 
实际 上 ， 


my (aa 当 : 吉 过 小 


filss) 一 max| 
ra(0)—u(0)—clsi)t+afin(l) r=R 


例 9 设 某 台 新 设备 的 年 效益 及 年 均 维修 费 、 更 新 净 费 用 如 表 7-14 所 示 。 试 确定 今 
后 5 年 内 的 更 新 策略 ,使 总 收益 最 大 ( 设 a 二 1)。 


表 7-14 万 元 
A 0 | 有 3 4 5 

项 目 
效益 rs (1) 5 4.5 4 3575 3 和 5 
维修 费 uw (1) 0.5 1 li5 3 2:5 3 
更 新 费 c (1) - 1:5 ER 要 3 3.5 


解 ”如 前 述 建立 动态 规划 模型 ,x 一 5。 
当 上 k= 二 5 时， 
rs(ss)—us(ss) i 


fs(ss) -ao 
rs(0)—us(0)—cs(ss) 当 zs=R 


状态 变量 ss 可 取 1,2.3,4。 


rs(1)—us(1) 当 zs 一 开 

fs(1)= max 
rs(0)—us(0)—cs(1) 当 zs=R 
4.5 一 1 1 

一 max 一 5 了 一 站 

5 一 0.5 一 1.5| 
4 一 1.5 | 

fs(2)= max -2.8 一 这 
5 一 0.5 一 2.2| 
3575 一 2 1 

fs(3)= max > 二 2 xs(3)=R 
5—0.5—2.5J 
3—2.5 1 

fs(4)= max < xs(4)=R 
5—0.5—3| 


当 A 一 4 时 ， 
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falss) -oo 


一 1 
rm(0)—w(0)—ecats) t+ fs(l) 


这 时 xs 可 取 1,2,3。 


/Dmx| 


3) max| 


当 &A 王 3 时 ， 


Js (ss ) 一 mx 


4.5=1+2:5 


I4 


3 一 2 十 4v 才 


4 


一 化 一 久 - 


ra(s3) 一 ka(s3) 十 (ss 十 1) 
ra(0)—us(0)—cs(s3)+ f4(1) 


此 时 ss 可 取 1 或 2。 


ft) =max| 


f3(2)= mx 


当 & 一 2 时 ， 


fz2(s2) -ma 
由 于 ss 只 能 取 1, 所 以 


f2(1) | 


当 k&= 二 1 时 ， 


f(s1) | 


由 


于 5 只 


个 


万 (0) -ax| 


人 1 
= 
一 人 5 一 二 5 十 荆 副 
2 一 .5 十 5 | 
一 8.8 
5 一 0.5 一 2. 2++6.5| 


ra(sz) 一 xz(sz) 十 (sz 十 1) 


rz(0) 一 xz(0) 一 cz(s) 十 (1) 


5 一 1 二 8 


5 一 0. 5 一 1. 5 


rn(s)—u(s)t+ f(s t+1) 


rm (0) 一 (0) 一 clCs) 十 户 (1) 


能 取 0. 所 以 


5 一 人 5 十 12.5 


5 一 0 5 一 0.5 十 12.5 


当 zx 一 开 
当 zx 一 R 


(2)=R 


(3)=R 


当 zs 一 K 
当 zs 一 R 


当 2 下 
当 zz 一 有 


zz(1) 一 及 


当 zi 一 氏 
当 zi 一 R 


jr 


(0 二 匠 


上 述 计算 递 推 回去 , 当 x? (0) 二 K 时 ,由 状态 转移 方程 
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+1 zwi=K 
= 知 sz 一 1, 查 fz(1) 得 x2 一 R 
1 5 了 
5 十 1 zs=K 
则 | 推出 ss 一 1 
1 zz 一 及 
则 查 户 (1) 得 : 和 
推出 5&4==1, 查 f4(1); TY 一 有 人 
状态 ss = 二 1, 查 fs(1): zs =K 


可 得 本 例 最 优 策略 为 : {K.R.R.R,K), 即 第 一 年 年 初 购买 的 设备 到 第 二 ,第 三 ,第 四 
年 年 初 各 更 新 一 次 ,用 到 第 5 年 年 末 , 其 总 效益 为 17 万 元 。 


、 复 合 系统 工作 可 靠 性 问题 


某 种 机 器 的 工作 系统 由 并 个 部 件 串 联 组 成 ,只 要 有 一 个 部 件 失灵 ,整个 系统 就 不 能 正 
党 工作 。 为 提高 系统 工作 的 可 靠 性 ,在 每 个 部 件 上 均 装 有 主要 元 件 的 备用 件 , 并 设计 了 备 
用 元 件 自动 投入 装置 。 显 然 , 备 用 元 件 越 多 ,整个 系统 工作 的 可 靠 性 越 大 ,但 备用 元 件 增 
多 也 会 导致 系统 的 成 本 ,重量 ,体积 相应 增 大 ,工作 精度 降低 。 因 此 ,在 考虑 上 述 限 制 条 件 
下 ,如 何 选择 各 部 件 的 备用 元 件数 ,使 整个 系统 的 工作 可 靠 性 最 大 。 

设 部 件 ii 一 1,2.…,20 上 装 有 个 备用 元 件 时 ,正常 工作 的 概率 为 p;(x;)。 因 此 ， 
整个 系统 正常 工作 的 可 靠 性 ,可 用 它 正常 工作 的 概率 来 衡量 , 即 

P= TI piCzi) 
iml 

设 一 个 部 件 i 的 备用 元 件 费 用 为 ci, 重 量 为 wi. 要 求 整个 系统 所 装备 用 元 件 的 总 费用 
不 超过 C ,总 重量 不 超过 W, 则 这 个 问题 的 静态 规划 模型 为 

求 zi ,Tz2，… ,zs， 使 得 


maxP = [| pi(zx;) (7. 15a) 
=1 
且 满 足 约束 
De (7.15b) 
| 
Dwri <W (7.15c) 


Xi 宇 0 且 为 整数 (i 二 1,2,…,n) 
这 是 一 个 非 线性 整数 规划 问题 ,求解 比较 困难 ,如 用 动态 规划 的 方法 求解 相对 是 比较 
容易 的 。 下 面 来 构造 它 的 动态 规划 模型 。 
显然 ,决策 变量 w 应 选 定 为 部 件 & 上 所 装 的 备用 元 件数 x .问题 可 以 分 为 个 阶段 ， 
每 个 阶段 解决 一 个 部 件 应 装备 用 元 件数 。 
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由 于 有 两 个 约束 条 件 , 所 以 状态 变量 是 二 维 的 , 令 wx 为 第 & 个 到 第 个 部 件 容许 使 

用 的 总 费用 ,yr 为 第 & 个 到 第 个 部 件 容 许 的 总 重量 。 因 此 状态 转移 方程 为 
Stk+1 一 SA UpCk 
人 = Ye 一 MATO 
允许 决策 集合 为 
Dis ye) = {ul0RWumin(Lse/cj Lyr/vwr]) ur 为 整数 } 

其 中 [s/c] 表 示 不 超过 Sk/ ck 的 最 大 整数 ,[y: /wj 意义 相同 。 

指标 函数 为 


Van = Tri 
最 优 指标 函数 fi 二 (54 yy) 为 由 状态 xyye 出 发 ,从 部 件 & 到 部 件 的 系统 工作 可 靠 
性 的 最 大 值 。 
由 此 可 得 整 机 可 靠 性 的 动态 规划 基本 方程 为 


frlses yt) = max{ pr (ux) ® frin(se — Urck on Yk — uxtor ))} (7.16a) 
mED: 


k=nn—1,.…,2,1 
frti(sntir Yat1) = 1 《人 全 
这 个 例子 的 特点 是 ,指标 函数 是 连 乘 的 递 推 关系 ,边界 条 件 为 1。 这 是 因为 /+1 取 值 
与 我 们 所 讨论 的 问题 无 关 ,1 为 乘法 恒 量 的 缘故 。 当 求 出 1(C,W) 时 即 为 整个 系统 工作 
的 最 大 可 靠 性 。 


五 、 货 郎 担 问题 


货 郎 担 问 题 一 般 提 法 为 : 一 个 货 郎 从 某 城镇 出 发 ,经 过 若干 个 城镇 一 次 , 且 仅 一 次 ， 
最 后 仍 回 到 原 出 发 的 城镇 , 问 应 如 何 选择 行走 路 线 可 使 总 行程 最 短 , 这 是 运筹 学 的 一 个 著 
名 问题 ,实际 中 有 很 多 问题 可 以 归结 为 这 类 问题 。 

设 ww,…'zn 是 已 知 的 2 个 城镇 ,城镇 w 到 城镇 v; 的 距离 为 di;, 现 求 从 vi 出 发 ， 
经 各 城镇 一 次 且 仅 一 次 返回 v 的 最 短路 程 。 若 对 个 城镇 进行 排列 ,有 (Cn 一 1)! /2 种 
方案 ,所 以 穷 举 法 是 不 现实 的 。 

货 郎 担 问 题 也 是 求 最 短路 径 问 题 .但 与 例 4 的 最 短路 问题 有 很 大 不 同 , 建 动态 规划 模 
型 时 ,虽然 也 可 按 城镇 数目 将 问题 分 为 n 个 阶段 。 但 是 状态 变量 不 好 选择 ,不 容易 满足 
无 后 效 性 。 为 保持 状态 间 相 互 独立 ,可 按 以 下 方法 建 模 : 

设 S 表 示 从 vi 到 wi 中间 所 有 可 能 经 过 的 城市 集合 .S 实际 上 是 包含 除 w 与 v; 两 个 
点 之 外 其 余 点 的 集合 ,但 S 中 的 点 的 个 数 要 随 阶段 数 改 变 。 

状态 变量 (4.S) 表 示 : 从 mm 点 出 发 .经 过 S 集合 中 所 有 点 一 次 最 后 到 达 vi。 

最 优 指 标 函数 fi(i,S) 为 从 vi 出 发 经 由 A 个 城镇 的 S 集合 到 wv; 的 最 短 距离 。 
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决策 变量 Pi(i,S) 表 示 : 从 经 个 中 间 城 镇 的 S 集合 到 wi 城镇 的 最 短路 线 上 邻 
接 vi 的 前 一 个 城镇 , 则 动态 规划 的 顺序 递 推 关系 为 
fi(i,S) = min{ fj,S\(j)) + da) C7 7a 
a 二 di 0 为 空 集 (& = 二 1,2)… yn 一 1]， ii 一 2,3,…,) (7.17b) 
货 郎 担 问 题 当 城市 数目 增加 时 ,用 动态 规划 方法 求解 ,无 论 是 计算 量 还 是 存储 量 都 会 
大 大 增加 ,所 以 本 方法 只 适合 于 n 较 小 的 情况 。 


第 五 节 马 氏 决策 规划 简介 


前 面 讨论 了 确定 型 动态 规划 问题 。 本 节 将 简单 介绍 处 理 随 机 系统 多 阶段 决策 的 马尔 
可 夫 决 策 规划 (Markov decision programming ,简称 马 氏 决策 规划 ) 。 

确定 型 系统 与 随机 性 系统 的 区 别 在 于 系统 的 状态 转移 过 程 是 确定 的 还 是 随机 的 (但 
有 某 种 随机 规律 ) 。 确 定型 系统 , 当 第 & 段 的 状态 zx 与 决策 wx(Cze) 确 定 后 ,第 & 十 1 段 的 
状态 ze+i 就 完全 确定 了 。 对 整个 过 程 来 说 , 若 初始 状态 zi 给 定 , 又 给 定 某 一 策略 
fa (zau(Cze)… 则 整个 过 程 就 完全 确定 了 。 而 在 随机 系统 中 ,即使 给 定 第 & 段 
的 状态 zx 和 决策 wx(Cze) ,第 4A 十 1 段 的 状态 也 不 能 完全 确定 ,而 是 一 个 随机 变量 ,只 知道 
其 概率 分 布 。 在 初始 状态 zi 给 定时 ,相应 策略 为 {Cri) ,ws(Z2),… ,i4《Z4),…), 其 中 
Zi 为 系统 在 第 k 段 的 状态 集合 ,表明 wu(Zi) 要 对 第 kk 段 状 态 的 一 切 可 能 值 给 定 相应 的 
决策 。 


一 、 马 尔 可 夫 过 程 


有 一 类 动态 随机 系统 ,其 系统 状态 的 转移 规律 具有 无 后 效 性 , 即 已 知 现时 系统 所 处 的 
状态 ,采取 决策 后 虽 不 能 预知 下 次 系统 将 转移 到 哪个 状态 ,但 下 次 转移 到 的 状态 所 服从 的 
概率 规律 是 已 知 的 , 且 与 系统 以 前 的 发 展 历史 无 关 , 我 们 称 这 种 系统 状态 的 转移 规律 具有 
马尔 可 夫 性 质 , 称 这 种 过 程 为 马尔 可 夫 过 程 (以 下 简称 马 氏 过 程 )。 

下 面 考虑 一 种 简单 的 马 氏 过 程 , 即 状态 和 时 间 参 数 都 是 离散 的 马 氏 过 程 。 为 方便 起 
见 ,假定 相继 两 次 转移 之 间 的 时 间 间 隔 为 常数 1; 系统 是 有 限 的 , 即 有 NN 个 状态 , 标 以 1 
至 NN 的 编号 。 记 系统 在 时 刻 1 处 于 状态 i, 而 在 下 一 时 刻 :十 1 转移 到 状态 j 的 概率 为 
pj: 应 有 


y= jean 
其 中 ps 表示 系统 去 留 在 状态 i 的 概率 ,我 们 称 P 一 [ps]wxw 为 状态 转移 矩阵 。 
例如 ”有 一 工厂 为 市 场 生产 某 种 产品 ,每 月 月 初 对 产品 的 销售 情况 进行 一 次 检查 ,其 
结果 有 二 : 销路 好 ( 记 为 状态 1); 也 可 能 销路 差 ( 记 为 状态 2) 。 若 处 于 状态 1, 由 于 各 种 
随机 因素 的 干扰 ,下 月 月 初 仍 处 于 销路 好 的 概率 为 0. 5, 转 为 销路 差 的 概率 也 为 0. 5; 车 处 
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于 状态 2, 则 下 月 初 转 为 销路 好 的 概率 为 0.4, 仍 处 于 销路 差 的 概率 为 0.6。 则 状态 转移 
矩阵 为 


二 、 赋 值 马 氏 过 程 
若 上 面 所 述 的 具有 N 个 状态 的 马 氏 过 程 , 当 它 在 任意 时 刻 从 状态 i 转移 到 状态 j 时 
可 以 获得 相应 的 效益 , 记 为 ry。 这 种 马 氏 过 程 随 着 状态 转移 可 得 到 一 系列 的 报酬 ( 效 
益 ) ,我 们 称 其 为 赋值 马 氏 过 程 。 称 R=[rsjnxw 为 报酬 矩阵 。 
上 述 工厂 若 某 月 初 销路 好 ,下 月 初 仍 销路 好 可 获 利 9 千 元 ,下 月 初 转 为 销路 差 可 获 利 
3 千 元 ; 若 某 月 初 销路 差 , 下 月 初 转 为 销路 好 可 获 利 3 千 元 ,下 月 初 仍 为 销路 差 要 亏本 
7 千 元 。 
则 报酬 矩阵 为 
rn nz 9 3 
= [局 a 上 _ | 
下 面 考虑 系统 经 过 一 定 阶段 的 运行 后 的 总 期 望 报 酬 。 
记 g( 让 为 由 状态 i 做 出 一 次 转移 的 期 望 报酬 , 则 有 


N 
gD) = Dpors Gi=1,2,.%,N) (7. 18) 
j=1 


称 Q 二 [g(1),q(2),…,g(N)]" 为 一 次 转移 的 期 望 报酬 向 量 。 记 w(z) 为 系统 由 状态 
i 经 过 nn 次 转移 之 后 的 总 期 望 报酬 , 则 有 


N N 
vi) = Dpslrs tv = gD+ Dpovlj) (=1,2,%,N) (7.19) 
Rl j=1 


其 中 ps 表示 由 状态 i 转移 到 状态 j 的 概率 ,rj 表示 由 状态 i 转移 到 状态 ) 的 相应 报酬 。 
称 V 一 [w(l) ,vw(2),… ,vn(N)]" 为 nn 次 转移 的 总 期 望 报酬 向 量 。 

对 P=[psJnxn :R= [ryJnyxy 

定义 乘法 ©: 


POR = [Swe] 


Nx1 


则 有 
N N 定 
0 = POR= [Dpurs ss Dl pours | (7. 20) 
i=1 了 一 1 
V。 一 CQ 十 PV，， (n= 2,3,..) 721) 
Vi=Q | 


仍 以 上 述 工厂 为 例 , 由 前 已 知 
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E> | EE | 
P= R= 
0.4 0.6 3 一 7 


oo sel [9 


即 如 果 当 前 销路 好 , 则 下 月 获 利 6 000 元 ， 否则 下 月 损失 3 000 


“-o-[ 9 


6] ro.5 0.5]『 6 人 
人 L lt Ls ojL_ ,= 上 | 
利用 式 (7. 21) 依 此 类 推 ,可 以 得 出 该 工厂 在 不 同 的 初始 状态 (销路 好 或 销路 差 ) 下 ,经 
过 若干 月 后 的 总 期 望 获 利 情况 ,如 表 7-15 所 示 。 


由 式 (7.20) 可 知 


表 7-15 
n( 月 ) 1 2 3 4 8 多 
vn(1)( 开 始 销路 好 ) 6 7.5 8.55 9. 555 10.5555 多 
uw(2)( 开 始 销路 差 ) = 一 2 一 1.44 一 0.444 0.5556 


三 、 马 氏 决策 规划 


在 赋值 马 氏 过 程 中 :如果 在 某 状 态 选 用 不 同 的 决策 能 够 改变 相应 的 状态 转移 矩阵 及 
报酬 矩阵 ,就 产生 了 动态 随机 系统 求 最 优 策略 的 问题 。 马 氏 决 策 规 划 就 是 研究 这 类 问 
题 的 。 

下 面 我 们 通过 实例 来 介绍 马 氏 决策 规划 中 有 限 阶 段 模型 的 一 种 求解 方法 一 一 值 迭代 
法 。 设 系统 目标 为 总 期 望 报酬 最 大 化 。 

例 10 仍 以 上 述 工厂 为 例 . 设 该 工厂 在 每 个 状态 可 选 的 决策 是 不 登 广 告 ( 记 作 方 式 
1) 或 登 广告 ( 记 作 方式 2)。 若 不 登 广告 ,自然 无 广告 费 ; 若 登 广告 ,要 花 额外 的 广告 费 , 但 
下 月 初 销路 好 的 概率 可 增加 。 

选 决策 方式 1 的 状态 转移 矩阵 及 报酬 矩阵 为 


Tos 5 Na 
lb od = 攻 
选 决策 方式 2 的 状态 转移 矩阵 及 报酬 矩阵 为 
0 GO 入 4 
= | = 雍 | 


问题 是 在 若干 月 内 采取 什么 决策 才能 使 其 总 期 望 报酬 最 大 。 
用 表示 系统 的 阶段 数 。p$ 表 示 系 统 当前 处 于 状态 i, 下 一 步 以 4 种 决策 方式 转移 
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到 状态 j 的 概率 。 
刻 ( 避 表示 系统 初始 状态 为 i, 采取 最 优 策略 时 的 总 期 望 报酬 最 大 值 。 
则 有 如 下 方程 : 


N 
万 G 一 pO) n= 2 (7.23a) 
i=1 
1D = max (0 ()) (7.23b) 
由 于 
1 站 世 
de %0)]- 5=[" 5 ad EE 3]-[ | 
一 =(P)O(R')= 一 
2 Ee © 0.4 0.6 © 3 一 外 一 
2 
Gud 0a 4 4 4 
= = On) =| je ]=[ ] 
人 | [ol 1 一 19 一 5 
因而 
f1(1)=max{q (1) ,gq (1)}=max{6,4}=6 
di(1)=1 
f1(2)=max{q' (2),g’(2)}=max{—3,—5}=—3 
di1(2)=1 


d,( 引 为 第 阶段 处 于 i 状态 时 的 决策 。 

这 表明 ,该 厂 不 论处 于 状态 1 还 是 状态 2, 如 果 青 继续 生产 1 个 月 ,都 应 采取 决策 1， 
即 不 论 销 路 好 还 是 销路 差 都 不 登 广 告 。 

如 果 继 续 生产 两 个 月 : 


2 2 
f(D= max|g D+ Dp sg) + Dph71 | 
i=1 =1 
二 max{6 十 0.5X6 十 0.5X( 一 3),4 十 0.8X6 十 0.2X (一 3)} 


一 max{7.5,8.2} = 8.2 
dz(1) 一 2 


2 2 
f2(2)= max| mw (2) + Dpyf10) ,gq (2)+ Dp8710)| 
i=1 i=1 
一 max{ 一 3 十 0.4X6 十 0.6X (一 3), 一 5 十 0.7X6 十 0.3X (一 3)} 
一 了 
A 
这 表明 ,如 果 继 续 生 产 两 个 月 .第 1 个 月 不 登 广告 ,第 2 个 月 登 广告 。 
同样 可 以 计算 出 经 3 步 4 步 …… 转移 时 的 结果 ,将 计算 结果 列 于 表 7-16 中 。 
利用 上 述 的 值 迭 代 法 ,可 以 算出 系统 当前 处 于 状态 ?经 任意 双 步 转移 应 采取 怎样 的 
最 优 策 略 以 及 所 获得 的 总 报酬 期 望 值 。 
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表 7-16 
n( 经 营 时 间 / 月 ) 1 吕 3 4 

(1)( 目 前 销路 好 ,n 月 后 停业 的 最 大 总 是 ee 1 
期 望 报 酬 ) 
qd,(1) (目前 销路 好 ,车 月 后 停业 应 采取 | 2 
的 最 优 决策 ) 
万 (2)( 目 前 销路 差 ,” 月 后 停业 的 最 大 总 8 i 家 时 
期 望 报酬 ) 
dn(2)( 目 前 销路 差 ,车 nn 月 后 停业 应 采取 E 和 2 
的 最 优 决策 ) _ 


一 般 来 说 ,大 多 数 不 断 运行 的 系统 没有 明显 的 终点 ,对 于 和 迭代 中 的 d, (让 ,如 果 直 到 
充分 大 的 才能 停止 过 程 ,那么 , 值 迭代 法 就 不 是 很 有 效 的 。 对 于 无 限期 的 过 程 或 做 多 次 
转移 后 才 结束 的 过 程 , 可 以 用 一 种 直接 分 析 的 方法 一 -策略 迭代 法 来 求解 , 这 里 不 
再 介绍 。 

马 氏 决策 规划 的 基本 概念 于 20 世纪 60 年 代 建 立 , 几 十 年 来 ,无论 是 理论 上 还 是 应 用 
方面 都 有 很 大 进展 。 根 据 其 报酬 函数 和 目标 函数 的 不 同 ,建立 了 不 同类 型 的 优化 模型 ,如 
有 限 阶 段 模型 .折扣 模型 平均 模型 .无 界 报酬 模型 等 。 对 这 些 模 型 的 理论 研究 已 取得 了 
较 好 的 成 果 。 另 外 , 马 氏 决策 规划 也 被 成 功 地 应 用 于 许多 实际 问题 ,如 ja 
机 器 的 最 优 更 换 、 维 修 问题 质量 控制 问题 ,水 库 最 优 调度 问题 .随机 旅 
行 售 货 点 问题 ,电话 网 络 中 的 最 优 线路 问题 ,最 优 投资 与 消费 问题 等 。 


习 题 


即 练 即 测 


7.1 现 有 天 然 气 站 A, 需 敷设 管道 到 用 气 单位 下 ,可 以 选择 的 设计 路 线 如 图 7-6 所 
示 ,B,…'Ds: 各 点 是 中 间 加 压 站 ,各 线路 的 费用 已 标 在 线段 旁 (单位 : 万 元 ), 试 设计 费用 
最 低 的 路 线 。 要 求 分 别 用 动态 规划 的 逆序 和 顺序 算法 求解 。 


7.2 一 稻 货 轮 在 A 港 装 货 后 驶 往 下 港 ,中 途 需 靠 港 加 油 、 淡 水 三 次 ,从 A 港 到 下 港 
全 部 可 能 的 航运 路 线 及 两 港 之 间距 离 如 图 7-7,F 港 有 3 个 码头 Fi 、Fs、Fs, 试 求 最 合理 停 
靠 的 码头 及 航线 ,使 总 路 程 最 短 。 


图 7-7 


7.3 某 厂 每 月 生产 某 种 产品 最 多 600 件 , 当 月 生产 的 产品 若 未 销 出 ,就 需 存储 (当月 
人 库 的 产品 ,该 月 不 付 存储 费 )。 月 初 就 已 存储 的 产品 需 支付 存储 费 , 每 100 件 每 月 1 千 
元 。 已 知 每 100 件 产品 的 生产 费 为 5 千 元 ,在 进行 生产 的 月 份 工厂 要 支出 经 营 费 4 千 元 ， 
市 场 需 求 如 表 7-17 所 示 ,假定 1 月 初 及 4 月 底 库存 量 为 零 ,试问 每 月 应 生产 多 少 产 品 ， 
能 在 满足 需求 条 件 下 ,使 总 生产 及 存储 费用 之 和 最 小 。 


表 7-17 
月 份 1 2 3 4 
产品 / 百 件 5 3 2 1 


7.4 某 公 司 有 资金 4 万 元 ,可 向 A、B、C 三 个 项 目 投资 ,已 知 各 项 目 不 同 投资 额 的 相 
应 效益 值 如 表 7-18 所 示 , 问 如 何 分 配 资金 可 使 总 效益 最 大 。 列 出 动态 规划 模型 ,并 分 别 
用 逆序 和 顺序 解法 求解 。 


表 7-18 万 元 
投 资 额 
项 目 
0 1 2 3 4 
A 0 41 48 60 66 
B 0 42 50 60 66 
C 0 64 68 78 76 


7.5 为 保证 某 设备 正常 运转 . 需 对 串联 工作 的 三 种 不 同 零件 Al\A:、As 分 别 确定 备 
件数 量 。 若 增加 备用 零件 的 数量 ,可 提高 设备 正常 运转 的 可 靠 性 ,但 费用 要 增加 ,而 总 投 
资 额 为 8 千 元 。 已 知 备用 零件 数 与 它 的 可 靠 性 和 费用 关系 如 表 7-19 所 示 , 求 A1、As、As 
的 备用 零件 数量 各 为 多 少时 .可 使 设备 运转 的 可 靠 性 最 高 。 


第 七 章 动态 规划 zi 


表 7-19 
可 靠 性 备用 零件 费用 / 千 元 
备件 数 
Ai A: As Ai A: As 
1 0.3 0.2 0.1 1 3 
2 0.4 0.5 0.2 2 5 3 
3 0.5 0.9 0.7 3 6 4 


7.6 某 工 三 有 1 000 台 机 器 ,可 以 在 高 、 低 两 种 不 同 负荷 下 进行 生产 。 假 设 在 高 负 
荷 下 生产 时 ,产品 的 年 产量 ss 和 投入 的 机 器 数量 ww 的 关系 为 一 8 ,机 器 的 完好 率 为 
0.7; 在 低 负荷 下 生产 时 .产品 的 年 产量 s; 和 投入 的 机 器 数量 ys 的 关系 为 :一 5y ,机 器 
的 完好 率 为 0.9。 现 在 要 求 制订 一 个 5 年 生产 计划 , 问 应 如 何 安 排 使 在 5 年 内 的 产品 总 
产量 最 高 。 

7.7 某 工厂 接受 一 项 特殊 产品 订货 ,要 在 3 个 月 后 提供 某 种 产品 1 000kg, 一 次 交 
货 。 由 于 该 产品 用 途 特殊 ,该 厂 原 无 存货 , 交 货 后 也 不 留 库 存 。 已 知 生产 费用 与 月 产量 关 
系 为 : C 二 1 000 十 3d 十 0.005d? ,其 中 d 为 月 产量 (kg); C 为 该 月 费用 (元 )。 每 月 库存 成 
本 为 2 元 /kg. 库 存量 按 月 初 与 月 末 存 储量 的 平均 数 计算 , 问 如 何 决定 3 个 月 的 产量 使 总 
费用 最 小 。 

7.8 将 数 48 分 成 3 个 正 数 之 和 ,使 其 乘积 为 最 大 。 试 用 动态 规划 方法 求解 。 

7.9 分 别 用 动态 规划 的 顺序 和 逆序 解法 求解 下 列 非 线 性 规划 问题 : 

Cl max F=zx1° zi * zs 
ZI1 十 zz 十 zs 一 4 


Zi 二 0 (i=1,2,3) 
Ky min F=z? 二 2z3 十 zi 一 2z1 一 47x: 一 2xs 
Z1 十 zz 十 zs 一 3 

lzrivravrs>>0 上 且 为 整数 

‘3 max 下 一 ZiTzzs 

十 5zz 十 223 二 20 


EE 


zivzavzs 二 0 

7.10 限期 采购 问题 (随机 型 )。 某 部 门 欲 采购 一 批 原料 ,原料 价格 在 5 周 内 可 能 有 
所 变动 ,已 预测 得 该 种 原料 今后 5 周 内 取 不 同 单价 的 概率 如 表 7-20 所 示 。 试 确定 该 部 门 
在 5 周 内 购 进 这 批 原料 的 最 优 策略 ,使 采购 价格 的 期 望 值 最 小 。 

提示 : 阶段 4: 可 按 采 购 期 限 ( 周 ) 分 为 5 段 。 

状态 变量 wx: 第 & 周 的 原料 实际 价格 。 

决策 变量 ze: 第 4 周 如 采购 则 zx 一 1. 若 不 采购 则 zx 一 0。 


另外 用 swg 表 示 : 当 第 k 周 决定 等 待 ,而 在 以 后 采购 时 的 采购 价格 期 望 值 。 
最 优 指 标 也 数 fi (si): 第 & 周 实际 价格 为 se 时 ,从 第 上 周至 第 5 周 采取 最 优 策略 所 


花费 的 最 低 期 望 价 格 。 
逆序 递 推 关系 式 为 
[Ge 一 min{(wys) ss ED 上 = 二 4,3,2,1] D; 为 状态 集合 
fy 一 5 s GE Ds 
表 7-20 
原料 单价 /元 概率 
500 0.3 
600 0.3 
700 0.4 


7.11 某 电 子 企业 流水 线 生产 Ai、 As 两 种 产品 ,每 天 流水 线 工 作 5 小 时 ,组 装 产品 

Ai, 或 As 的 生产 能 力 都 是 每 小 时 1 件 ， 人 Ai、A;， 的 成 本 分 别 为 4( 千 元 )、3( 千 元 ) ,每 件 
产品 售 价 与 产量 有 以 下 的 线性 关系 : 产品 Ai : 每 件 售 价 Pi 二 12 一 zz, 产品 A:: 每 件 售 价 

Wand 2z2z ,Tl1 Tz 分 别 为 产品 Al、Az ee - 量 。 

问 : 每 天 应 如 何 安排 生产 ,才能 使 总 利润 最 大 ? 

(1) 建立 该 问题 的 数学 模型 ; 

(2) 用 动态 规划 方法 求解 。 

7.12 某 钠 头 制 造 公司 在 近 5 周 内 需要 一 次 性 地 购买 一 批 原料 ,估计 未 来 5 周 内 价 
格 有 波动 ,其 浮动 价格 及 概率 如 表 7-21 所 示 , 试 求 各 周 的 采购 策略 ,使 采购 这 批 原料 价格 
的 数学 期 望 值 最 小 。 


表 7-21 
批 单 价 概率 
9 0.4 
8 0.3 
7 0.3 


7.13 某 企业 有 1000 万 元 资金 可 在 3 年 内 每 年 年 初 对 项 目 A、B 投资 , 若 每 年 初 投 
资 项 目 A,. 则 年 末 以 0. 6 的 概率 回收 本 利 2 000 万 元 .或 以 0.4 概率 丧失 全 部 资金 ; 若 投 
资 项 目 B, 则 年 末 以 0. 1 的 概率 回收 本 利 2 000 万 元 或 以 0. 9 概率 回收 1 000 万 元 。 假 定 
每 年 只 能 投资 一 个 项 目 . 每 次 1 000 万 元 (有 多 余 资金 也 不 使 用 ) . 试 给 出 三 年 末期 望 总 资 
金 最 大 的 投资 策略 。 

7.14 某 公司 购买 一 辆 某 型 号 汽车 ,该 汽车 年 均 利润 函数 (1) 与 年 均 维修 费用 函数 
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xD 如 表 7-22 所 示 , 购 买 该 型 号 新 汽车 每 辆 20 万 元 ,如 果 该 公司 将 汽车 卖 出 ,不 同 役 龄 
价格 如 表 7-23 , 试 给 出 该 公司 四 年 赢利 最 大 的 更 新 计划 。 


表 7-22 
役 龄 
项 目 0 1 用 3 
六 (1 20 18 17.5 15 
u(t) 2 5 4 6 

表 7-23 
役 龄 | 2 3 4 
价格 /万 元 17 16 15.5 昌 


7.15 已 知 4 个 城市 间距 离 如 表 7-24 所 示 , 求 从 mm 出 发 ,经 其 余 城市 一 次 且 仅 一 次 
最 后 返回 mw 的 最 短路 径 与 距离 。 要 求 用 动态 规划 求解 。 


表 7-24 


7.16 试 述 动态 规划 的 最 优化 原理 ,上 且 举例 说 明 。 

7.17 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 

(1) 动态 规划 中 定义 状态 应 保证 在 各 阶段 中 所 作 决 策 的 独立 性 ; 

(2) 对 一 个 动态 规划 问题 ,应 用 逆序 解法 和 顺序 解法 可 能 会 得 出 不 同 的 最 优 解 ; 

(3) 一 个 含 5 个 变量 和 3 个 约束 的 标准 化 线性 规划 问题 ,用 动态 规划 求解 时 将 其 转 
化 为 3 个 阶段 ,每 个 阶段 的 状态 变量 由 一 个 5 维 向 量 组 成 ; 

(4) 建立 动态 规划 模型 时 ,阶段 的 划分 是 最 关键 和 最 重要 一 步 。 
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18 世纪 的 哥 尼 斯 堡 城中 流 过 一 条 河 ( 普 雷 。 格 尔 河 )。 河 上 有 七 座 桥 连接 着 河 的 两 
岸 和 河中 的 两 个 小 岛 ,如 图 8-1 所 示 。 当 时 那里 的 人 们 热衷 于 这 样 的 游戏 : 一 个 游戏 者 怎 
样 才能 一 次 连续 走 过 这 七 座 桥 而 每 座 桥 只 走 一 次 , 回 到 原 出 发 点 。 没 有 人 想 出 这 种 走 法 ,又 
无 法 说 明 走 法 不 存在 ,这 就 是 著名 的 “七 桥 ?难题 。 瑞 士 数 学 家 欧 拉 (E. Euler) 在 1736 年 
发 表 了 一 篇 题 为 “依据 几何 位 置 的 解 题 方 法 "的 论文 ,有 效 地 解决 了 哥 尼 斯 保 七 桥 难 题 ,这 
是 有 记载 的 第 一 篇 图 论 论文 , 欧 拉 被 公认 为 图 论 的 创始 人 。 欧 拉 的 求解 思路 是 将 这 个 问 
题 归 结 为 如 图 8-2 所 示 的 问题 。 他 用 A、B、C、D 四 点 表示 河 的 两 岸 和 小 岛 ,用 两 点 间 的 
连 线 表示 桥 。 七 桥 问题 变 为 : 从 A、B、C.D 任 一 点 出 发 ,能 否 通过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 ， 
再 回 到 该 点 ?” 欧 拉 证 明了 这 样 的 走 法 是 不 存在 的 ,并 给 出 了 这 类 问题 的 一 般 结 论 。 


-ED 


图 8-1 图 8-2 


1857 年 ,英国 数学 家 哈密 尔 顿 (Hamilton) 发 明了 一 种 游戏 .他 用 一 个 实心 正 12 面体 
象征 地 球 , 正 12 面体 的 20 个 顶点 分 别 表示 世界 上 20 座 名 城 , 要 求 游戏 者 从 任 一 城市 出 
发 ,寻找 一 条 可 经 由 每 个 城市 一 次 且 仅 一 次 青 回 到 原 出 发 点 的 路 ,这 就 是 “环球 旅行 ” 问 
题 ,如 图 8-3 所 示 。 它 与 七 桥 问 题 不 同 ,前 者 要 在 图 中 找 一 条 经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 的 
路 ,通称 欧 拉 回路 ,而 后 者 是 要 在 图 中 找 一 条 经 过 每 个 点 一 次 且 仅 一 次 的 路 ,通称 为 哈密 
尔 顿 回 路 。 哈 密 尔 顿 根据 这 个 问题 的 特点 :给 出 了 一 种 解法 :如 图 8-4 粗 箭 线 所 示 。 

在 这 一 时 期 ,还 有 许多 诸如 迷宫 问题 .博弈 问题 以 及 棋盘 上 马 的 行走 路 线 之 类 的 游戏 
难题 ,吸引 了 许多 学 者 。 这 些 看 起 来 似乎 无 足 轻重 的 游戏 却 引出 了 许多 有 实用 意义 的 新 
问题 ,开辟 了 图 论 这 门 新 学 科 。 

运筹 学 中 的 “中 国 邮 路 问题 ”: 一 个 邮递 员 从 邮局 出 发 要 走 遍 他 所 负责 的 每 条 街道 去 
送信 , 问 应 如 何 选择 适当 的 路 线 可 使 所 走 的 总 路 程 最 短 。 这 个 问题 就 与 欧 拉 回 路 有 密切 
的 关系 。 而 著名 的 “ 货 郎 担 问题 * 则 是 一 个 带 权 的 哈密 尔 顿 回路 问题 。 
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图 8-3 图 8-4 


图 论 的 第 一 本 专著 是 匈牙利 数学 家 O. Konig 写 的 (有 限 图 与 无 限 图 的 理论 ), 发 表 于 
1936 年 。 从 1736 年 欧 拉 的 第 一 篇 论文 到 这 本 专著 ,前 后 经 历 了 200 年 之 久 , 总 的 来 讲 这 
一 时 期 图 论 的 发 展 是 缓慢 的 。 直 到 20 世纪 中 期 ,电子 计算 机 的 发 展 以 及 离散 的 数学 问题 
具有 越 来 越 重 要 的 地 位 ,使 得 作为 提供 离散 数学 模型 的 图 论 得 以 迅速 发 展 ,成 为 运筹 学 中 
十 分 活跃 的 重要 分 支 。 目 前 图 论 被 广泛 地 应 用 于 管理 科学 、 计 算 机 科学 信息论 ,控制 论 、 
物理 .化 学 .生物 学 ,心理 学 等 各 个 领域 ,并 取得 了 丰硕 的 成 果 。 
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一 、 图 与 网 络 的 基本 概念 


1. 图 及 其 分 类 
自然 界 和 人 类 社会 中 ,大 量 的 事物 以 及 事物 之 间 的 关系 , 常 可 以 用 图 形 来 描述 。 例 
如 ,为 了 反映 5 家 企业 的 业务 往来 关系 ,可 以 用 点 表示 企业 ,用 点 间 连 线 表示 两 家 企业 有 
业务 联系 ,如 图 8-5 所 示 。 又 例如 工作 分 配 问题 ,我 们 可 以 用 点 表示 工人 与 需要 完成 的 工 
作 , 点 间 连 线 表示 每 个 人 可 以 胜任 哪些 项 工作 ,如 图 8-6 所 示 。 
甲 成 


[人 工作 
甲 4A 
乙 B 
< T 再 c 
下 
再 戊 | 
8-5 8-6 


这 样 的 例子 很 多 ,物质 结构 .电路 网 络 城市 规划 、 交 通 运 输 、 信 息 传递 ,物资 调配 等 也 
都 可 以 用 点 和 线 连接 起 来 的 图 进行 模拟 。 
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由 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,这 里 所 研究 的 图 与 平面 几何 中 的 图 不 同 ,这 里 只 关心 图 中 有 
多 少 个 点 ,点 与 点 之 间 有 无 连 线 ,至 于 连 线 的 方式 是 直线 还 是 曲线 ,点 与 点 的 相对 位 置 如 
何 , 都 是 无 关 紧要 的 。 总 之 ,这 里 所 讲 的 图 是 反映 对 象 之 间 关 系 的 一 种 工具 。 图 的 理论 和 
方法 ,就 是 从 形形色色 的 具体 的 图 以 及 与 它们 相关 的 实际 问题 中 ,抽象 出 共同 性 的 东西 ， 
找 出 其 规律 性质 方法 ,再 应 用 到 要 解决 的 实际 问题 中 去 。 

定义 1 一 个 图 是 由 点 集 V= 二 {vi} 和 V 中 元 素 的 无 序 对 的 一 个 集合 已 一 {ex} 所 构成 
的 二 元 组 , 记 为 G 一 (V,E).V 中 的 元 素 v; 叫 作 顶点 ,E 中 的 元 素 ex 叫 作 边 。 

当 V,E 为 有 限 集合 时 ,G 称 为 有 限 图 ,和 否则 , 称 为 无 限 图 。 本 章 只 讨论 有 限 图 。 

例 1 在 图 8-7 中 ;: V={v,vvarvrvs}) 下 一 {elyezyeayetyesyet} 


其 中 : el 一 Cu) ez 一 (ulyuz) es 一 (uvus) 


e4 一 (uz yus) es = (vs,vs) ee 一 (usyui) 
两 个 点 u,v 属于 V, 如 果 边 (u,v) 属 于 EE, 则 称 
uv 两 点 相 邻 。uwv 称 为 边 (u,v) 的 端点 。 
两 条 边 ei,e; 属于 五 ,如 果 它 们 有 一 个 公共 端 
点 忆 则 称 ei,e; 相 邻 。 边 ee 称 为 点 4 的 关联 边 。 
用 m(G)==1E| 表 示 图 G 中 的 边 数 ,用 2G) 一 
1V| 表 示 图 G 的 顶点 个 数 。 在 不 引起 混淆 情 况 下 
简 记 为 m,n。 


对 于 任 一 条 边 (w,vw) 属 于 五, 如 果 边 (u 坟 ) 图 8-7 
端点 无 序 , 则 它 是 无 向 边 ,此 时 图 G 称 为 无 向 图 。 
图 8-7 是 无 向 图 。 如 果 边 (wuw) 的 端点 有 序 , 即 它 表示 以 vi 为 始点 ,vj 为 终点 的 有 向 边 


(或 称 弧 ) ,这 时 图 G 称 为 有 向 图 。 图 8-6 是 有 向 图 。 

一 条 边 的 两 个 端点 如 果 相 同 , 称 此 边 为 环 ( 自 回路 ) 。 如 图 8-7 中 的 e 。 

两 个 点 之 间 多 于 一 条 边 的 , 称 为 多 重 边 。 如 图 8-7 中 的 es ,es 。 

定义 2 不 含 环 和 多 重 边 的 图 称 为 简单 图 ,含有 多 重 边 的 图 称 为 多 重 图 。 以 后 我 们 
讨论 的 图 ,如 不 特别 说 明 ,都 是 简单 图 。 

有 向 图 中 两 点 之 间 有 不 同方 向 的 两 条 边 ,不 是 多 重 边 。 如 图 8-8 中 的 (a) 、(b) 均 为 简 
单 图 ,(c)、(d) 为 多 重 图 。 


个 全 人 公 


图 8-8 
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定义 3 每 一 对 顶点 间 都 有 边 相 连 的 无 向 简单 图 称 为 完全 图 。 有 个 顶点 的 无 向 完 
全 图 记 作 天 ,。 

有 向 完全 图 则 是 指 每 一 对 顶点 间 有 且 仅 有 一 条 有 向 边 的 简单 图 。 

定义 4 图 G==(V,E) 的 点 集 V 可 以 分 为 两 个 非 空子 集 X,Y, 即 XUY==V,XNY=， 
使 得 EE 中 每 条 边 的 两 个 端点 必 有 一 个 端点 属于 义 , 另 一 个 端点 属于 Y, 则 称 G 为 二 部 图 
( 偶 图 ), 有 时 记 作 G== (X.Y,E)。 

例如 图 8-9 中 的 (a) 是 明显 的 二 部 图 ,点 集 X: {wivs,vs) ,了 ; {v2,v4,ve)。(b) 也 是 
二 部 图 ,但 是 不 像 (a) 那 样 明 显 , 改 画 为 (c) 时 可 以 清楚 地 看 出 。 


2， 顶 点 的 次 

定义 5 以 点 vv 为 端点 的 边 数 叫 作 点 v 的 次 Cdegree) , 记 作 deg(v) , 简 记 为 dCv) 。 

如 图 8-7 中 点 vw 的 次 dCw) 一 4, 因 为 边 e 要 计算 两 次 。 点 vs 的 次 d(vw) 一 4, 点 ww 
的 次 d(Cuw) 王 1。 

次 为 1 的 点 称 为 悬挂 点 ,连接 悬挂 点 的 边 称 为 悬挂 边 。 如 图 8-7 中 w ,es。 次 为 零 的 
点 称 为 孤立 点 ,如 图 8-7 中 的 点 vs。 次 为 奇数 的 点 称 为 奇 点 ; 次 为 偶数 的 点 称 为 偶 点 。 

定理 1 任何 图 中 ,顶点 次 数 的 总 和 等 于 边 数 的 2 倍 。 

证 明 ”由 于 每 条 边 必 与 两 个 顶点 关联 .在 计算 点 的 次 时 ,每 条 边 均 被 计算 了 两 次 ,所 


定理 2 任何 图 中 .次 为 奇数 的 顶点 必 为 偶数 个 。 
证 明 ” 设 Vi 和 V 分 别 为 图 G 中 奇 点 与 偶 点 的 集合 (V1 UV 二 V)。 由 定理 1 知 


DdwW+ Dd) = >)d(u) = 2m 
v€EV 


ve vEV, 


由 于 2m 为 偶数 ,而 >)d(v) 是 若干 个 偶数 之 和 ,也 是 偶数 ,所 以 >)d(v) 必 为 偶数 , 即 
vETV1 


vEV, 
1Vi| 是 偶数 。 
定义 6 有 向 图 中 ,以 vi 为 始点 的 边 数 称 为 点 v; 的 出 次 ,用 d* (vi) 表示 ,以 vi 为 终 
点 的 边 数 称 为 点 v; 的 入 次 .用 d (vi) 表 示 。wi 点 的 出 次 与 人 次 之 和 就 是 该 点 的 次 。 容 易 
证 明 有 向 图 中 ,所 有 顶点 的 入 次 之 和 等 于 所 有 顶点 的 出 次 之 和 。 
3. 子 图 
定义 7 图 G=(V,E), 若 瓦 是 巨 的 子 集 ,V' 是 V 的 子 集 , 且 E 中 的 边 仅 与 V' 中 的 


1 


虽 
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点 相关 联 , 则 称 G'==(V',E) 是 G 的 一 个 子 图 。 特 别 是 ,车 V'==V, 则 G' 称 为 G 的 生成 子 
图 (支撑 子 图 ) 。 

如 图 8-10 中 (b) 为 (a) 的 子 图 ,(c) 为 (a) 生 成 子 图 。 

子 图 在 描述 图 的 性 质 和 局 部 结构 中 有 重要 作用 。 


4. 网 络 

在 实际 问题 中 ,往往 只 用 图 来 描述 所 研究 对 象 之 间 的 关系 还 是 不 够 的 ,与 图 联系 在 一 
起 的 ,通常 还 有 与 点 或 边 有 关 的 某 些 数量 指标 ,我 们 常 称 之 为 “ 权 ”, 权 可 以 代表 如 距离 、 费 
用 、 通 过 能 力 (容量 ) 等 。 这 种 点 或 边 带 有 某 种 数量 指标 的 图 称 为 网 络 ( 赋 权 图 ) 。 

与 无 向 图 和 有 向 图 相对 应 ,网 络 又 分 为 无 向 网 络 和 有 向 网 络 , 图 8-11(a) ` 图 8-11(b) 
是 常见 的 网 络 例子 。 图 8-11(a) 给 出 了 物资 供应 站 wv, 与 用 户 (wi ,vs,…,vi) 之 间 的 公 
网 络 图 , 边 上 的 权 表示 各 点 间 的 距离 .从 优化 角度 出 发 存在 一 个 寻求 w 到 各 点 的 最 短路 
问题 。 图 8-11(b) 是 一 个 从 vw 到 vw, 的 管道 运输 网 络 , 边 上 的 权 表 示 物 流 的 最 大 容量 ,我 
们 要 求 出 从 ww 到 vw, 的 可 运送 的 最 大 流 方案 。 这 些 网 络 模 型 将 在 后 面 各 节 中 讨论 。 

实际 上 ,许多 网 络 优化 问题 都 可 以 用 规划 的 数学 模型 来 表述 ,如 本 章 中 的 最 短路 问 
题 .最 大 流 问 题 .最 小 费用 流 问题 等 ,都 可 以 通过 建立 线性 规划 或 整数 规划 的 模型 求 
解 。 但 是 借助 网 络 模型 求解 会 更 简便 ,可 以 说 网 络 优化 模型 为 管理 决策 提供 了 更 有 效 
的 工具 。 


图 8-11 
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二 、 连 通 图 
定义 8 无 向 图 G=(V,E), 若 图 G 中 某 些 点 与 边 的 交替 序列 可 以 排 成 (vi, ,ea yun， 


es 9 oD? 的 ?04 ) 的 形式 , 且 ei 二 (vi_, vi)(t 二 1,…,k), 则 称 这 个 点 边 序列 为 连接 vi 
与 的 一 条 链 , 链 长 为 k。 
点 边 列 中 没有 重复 的 点 和 重复 边 者 为 初等 链 。 
图 8-12 中 ,S=={ve ,es svs ver,visessvssersv1se9 v4re4rv3) 为 一 条 连接 ve ,vs 的 链 。 
Si 二 (veres ,vs ,es,v4re4rv3) 为 初等 链 。 
定义 9 无 向 图 G 中 ,连接 vi 与 沁 的 一 条 链 , 当 w 与 岂 是 同一 个 点 时 , 称 此 链 为 
圈 。 圈 中 既 无 重复 点 也 无 重复 边 者 为 初等 圈 。 
如 图 8-12 中 {vi ,er ,vs ,essvise9 sv4sel0,v2 ,e201) 为 一 个 圈 。 
对 于 有 向 图 可 以 类 似 于 无 向 图 定义 链 和 圈 , 初 等 链 、 圈 ,此 时 不 考虑 边 的 方向 。 而 当 
链 ( 峰 ) 上 的 边 方 向 相同 时 , 称 为 道路 (回路 ) 。 
图 8-13 中 ,S={ve ,es svs ,sessvises sv4sel0orvz re3,v3) 为 一 条 链 。 
Si 二 {ve ves ,vs ,ersvise9 sv4se4sv3) 为 一 条 道路 。 
Ss 三 {visez ,v2 sen sv4ses ,vs ,es ,v1) 为 一 个 圈 。 


Ss 二 {visez ,v2 ,C10s04sesrvsse7 ,U1) 为 一 个 回路 。 


el (e el ea 
vs Us ve vs 
0 ey ee 人 
vs es pA Us es PA 
8-12 8-13 


对 于 无 向 图 来 说 ,道路 与 链 、 回 路 与 圈 意 义 相同 。 
定义 10 ”一 个 图 中 任意 两 点 间 至 少 有 一 条 链 相 连 , 则 称 此 图 为 连通 图 。 任 何 一 个 不 
连通 图 都 可 以 分 为 若干 个 连通 子 图 ,每 一 个 称 为 原 图 的 一 个 分 图 。 


三 、 图 的 矩阵 表示 


用 矩阵 表示 图 对 研究 图 的 性 质 及 应 用 常常 是 比较 方便 的 ,图 的 矩阵 表示 方法 有 权 矩 
阵 、 邻 接 矩 阵 . 关 联 和 矩阵 、 回 路 矩阵 、 割 集 和 矩阵 等 ,这 里 只 介绍 其 中 两 种 常用 矩阵 。 

定义 11 网 络 ( 赋 权 图 )G 二 (V,E), 其 边 (v;.vj) 有 权 rey, 构 造 矩阵 A 一 (ay)wxv， 
其 中 : 


位 (usyu) EE 
”lo 其 他 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


称 矩 阵 A 为 网 络 G 的 权 和 矩阵 。 
定义 12 ”对 于 图 G=(V,E) ,|V| 一 ,构造 一 个 矩阵 4 一 (ai )wxn ,其 中 : 


1 (vw) EE 完 8 me 
0 ”其 他 ul ve 
则 称 和 矩阵 4 为 图 G 的 邻接 矩阵 。 6 
例 2 对 图 8-14 所 表示 的 图 构造 其 权 和 矩阵 ( 见 S 本 
A1) 和 邻接 矩阵 ( 见 As) 如 下 : Bt 
iD 7 6€ O00 0 fl 
00500 0 ww i O06 
vsIl0 4 0 0 2 0 wo oo 
4 一 4: 一 
II0 8000 1 501 了 
050305 1 
WO O0040 vl0 0 .0010 
Vi Vs Vs WU Vs Ve V1 TV Vs V4 Vs Ve 


当 G 为 无 向 图 时 ,邻接 矩阵 为 对 称 和 矩阵 。 
、 欧 拉 回 路 与 中 国 邮 路 问题 


1. 欧 拉 回 路 与 道路 

定义 13 连通 图 G 中 , 若 存 在 一 条 道路 ,经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 , 则 称 这 条 路 为 欧 拉 
道路 。 若 存在 一 条 回路 ,经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 , 则 称 这 条 回路 为 欧 拉 回路 。 

具有 欧 拉 回路 的 图 称 为 欧 拉 图 (EE 图 )。 在 引言 中 提 到 的 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 就 是 要 在 
图 中 寻找 一 条 欧 拉 回路 。 

定理 3 无 向 连通 图 G 是 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 G 中 无 奇 点 。 

证 明 ”必要 性 

因为 G 是 欧 拉 图 , 则 存在 一 条 回路 .经 由 G 中 所 有 的 边 , 在 这 条 回路 上 .顶点 可 能 重 
复出 现 , 但 边 不 重复 。 对 于 图 中 的 任 一 顶点 vi, 只 要 在 回路 中 出 现 一 次 , 必 关 联 两 条 边 , 目 
这 条 回路 沿 一 条 边 进入 这 点 ,再 沿 另 一 边 离开 这 点 。 所 以 v; 点 虽然 可 以 在 回路 中 重复 出 
现 ,但 deg(vw) 必 为 偶数 。 所 以 G 中 没有 奇 点 。 

充分 性 

由 于 G 中 没有 奇 点 ,从 任 一 点 出 发 :如 从 mm 点 出 发 :经 关联 边 oj 进入 ”wz ,由 于 zz 是 
偶 点 , 则 必 可 由 vz 经 关联 边 ez 进入 另 一 点 ws, 如 此 进行 下 去 ,每 边 仅 取 一 次 。 由 于 G 图 
中 点 数 有 限 ,所 以 这 条 路 不 能 无 休止 地 走 下 去 . 必 可 走 回 vi .得 到 一 条 回路 c。 

(1) 若 回 路 经 过 G 的 所 有 边 , 则 ci 就 是 欧 拉 回 路 。 

(2) 从 G 中 去 掉 c 后 得 到 子 图 G , 则 G' 中 每 个 顶点 的 次 数 仍 为 偶数 。 因 为 G 图 是 
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连通 图 ,所 以 a 与 G 至 少 有 一 个 顶点 vi 重合 ,在 G 中 从 wi 出 发 ,重复 前 面 c, 的 方法 ,得 
到 回路 cs。 

巴 a 与 cz 组 合 在 一 起 .如 果 恰 是 图 G, 则 得 到 欧 拉 回 路 。 否 则 重复 (2) 可 得 回路 cs 
依 此 类 推 ,由 于 图 G 中 边 数 有 限 ,最 终 可 得 一 条 经 过 图 G 所 有 边 的 回路 , 即 为 欧 拉 回路 。 
推论 1 无 向 连通 图 G 为 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 G 的 边 集 可 划分 为 若干 个 初等 回路 。 

推论 2 ”无 向 连通 图 G 有 欧 拉 道路 , 当 且 仅 当 G 中 恰 有 两 个 奇 点 。 

根据 定理 来 检查 哥 尼 斯 堡 七 桥 问题 ,从 图 8-2 中 可 以 看 到 deg(A) 一 3,deg(B) 一 3， 
deg(C) 一 5,deg(D) 一 3。 有 四 个 奇 点 ,所 以 不 是 欧 拉 图 。 即 给 出 了 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 的 
否定 回答 。 

与 七 桥 问题 类 似 的 还 有 一 笔画 问题 。 给 出 一 个 图 形 ,要 求 判定 是 否 可 以 一 笔画 出 。 
一 种 是 经 过 每 边 一 次 且 仅 一 次 到 另 一 点 停止 。 另 一 种 是 经 每 边 一 次 且 仅 一 次 回 到 原 开 始 
点 。 这 两 种 情况 可 分 别 用 关于 欧 拉 道 路 和 欧 拉 回路 的 判定 条 件 加 以 解决 。 

定理 3 的 证 明 方法 实际 上 给 出 了 构造 欧 拉 回 路 的 一 种 算法 ,从 图 G 中 任 一 点 vi 出 
发 , 找 一 个 初等 回路 c. ,再 从 图 中 去 掉 oi, 在 剩余 的 图 中 再 找 初 等 回路 co，… ,一 直 做 到 图 
中 所 有 的 边 都 被 包含 在 这 些 初等 回路 中 ,再 把 这 些 回路 连续 起 来 即 得 这 个 图 的 欧 拉 回路 。 

关于 无 向 图 的 定理 3, 可 以 直接 推广 到 有 向 图 。 

定理 4 连通 有 向 图 G 是 欧 拉 图 , 当 且 仅 当 它 每 个 顶点 的 出 次 等 于 入 次 。 

连通 有 向 图 G 有 欧 拉 道路 , 当 且 仅 当 这 个 图 中 除去 两 个 顶点 外 ,其 余 每 一 个 顶点 的 出 
次 等 于 入 次 , 且 这 两 个 顶点 中 ,一 个 顶点 的 入 次 比 出 次 多 1, 另 一 个 顶点 的 入 次 比 出 次 少 1。 

2. 中 国 邮 路 问题 

一 个 邮递 员 . 负 责 某 一 地 区 的 信件 投递 。 他 每 天 要 从 邮局 出 发 , 走 遍 该 地 区 所 有 街道 
再 返回 邮局 , 问 应 如 何 安排 送信 的 路 线 可 以 使 所 走 的 总 路 程 最 短 ?” 这 个 问题 是 我 国 管 梅 
谷 教授 在 1962 年 首先 提出 的 。 因 此 国际 上 通称 为 中 国 邮 路 问题 。 用 图 论 的 语言 描述 : 
给 定 一 个 连通 图 G, 每 边 有 非 负 权 !(e) .要 求 一 条 回路 过 每 边 至 少 一 次 , 且 满 足 总 权 最 小 。 

由 定理 3 知 ,如果 G 没有 奇 点 , 则 是 一 个 欧 拉 图 ,显然 按 欧 拉 回 路 走 就 是 满足 要 求 的 
过 每 边 至 少 一 次 且 总 权 最 小 的 回路 。 

如 果 G 中 有 奇 点 ,要 求 连续 走 过 每 边 至 少 一 次 ,必然 有 些 边 不 止 一 次 走 过 , 这 相当 于 
在 图 G 中 对 某 些 边 增加 一 些 重 复 边 ,使 所 得 到 的 新 图 G* 没有 奇 点 且 满足 总 路 程 最 短 。 
由 于 总 路 程 的 长 短 完全 取决 于 所 增加 的 重复 边 的 长 度 , 所 以 中 国 邮 路 问题 也 可 以 转 为 如 
下 问题 ， 

在 连通 图 G 一 (V,E) 中 ., 求 一 个 边 集 EEE, 把 G 中 属于 Ei 的 边 均 变 为 二 重 边 得 到 
图 G* 二 G 十 Ei ,使 其 满足 G* 无 奇 点 . 且 L(E1) 二 》)L(e) 最 小 。 


3 


定理 5 已 知 图 G* 一 G 十 Ei 无 奇 点 , 则 L(E1) 二 》)L(e) 最 小 的 充分 必要 条 件 为 : 
<EE 


(1) 每 条 边 最 多 重复 一 次 ; 
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(2) 对 图 G 中 每 个 初等 圈 来 讲 , 重 复 边 的 长 度 和 不 超过 圈 长 的 一 半 。 

证 明 略 , 请 读者 自己 完成 。 

定理 给 出 了 中 国 邮 路 问题 的 一 种 算法 , 称 为 “奇偶 点 图 上 作业 法 ,下面 举例 说 明 这 个 
算法 。 

例 3 求解 图 8-15 所 示 网 络 的 中 国 邮 路 问题 。 

第 1 步 : 确定 初始 可 行 方 案 。 

先 检 查 图 中 是 否 有 奇 点 ,如 无 奇 点 则 已 是 欧 拉 图 , 找 出 欧 拉 回路 即 可 。 如 有 奇 点 ,由 
前 知 奇 点 个 数 必 为 偶数 个 ,所 以 可 以 两 两 配对 。 每 对 点 间 选 一 条 路 ,使 这 条 路 上 均 为 二 
重 边 。 

图 8-15 中 有 四 个 奇 点 v2,v4 ,ve ,vs ,例如 将 v2 与 wyus 与 vs 配对 ,得 到 图 8-16 ,重复 
边 总 长 度 为 

lz 十 lu4 十 leo 十 lss 一 21 

第 2 步 : 因 图 8-16 满足 条 件 (1), 所 以 只 检查 该 图 中 每 个 初等 圈 是 否 满足 定理 条 

件 (2) 。 如 不 满足 则 进行 调整 ,直至 满足 为 止 。 


图 8-15 8-16 


检查 图 8-16, 发 现 圈 {vivzvsvsvi) 总 长 度 为 24, 而 重复 边 的 长 为 14, 大 于 该 圈 总 长 度 
的 一 半 ,可 以 做 一 次 调整 ,以 (wz ,vs),(vwsyuw) 代 替 (wyv),(v yu) ,得 到 图 8-17, 重 复 边 
总 长 度 下 降 为 
Las 十 Lss 十 Los 十 lss 二 17 
再 检查 图 8-17, 圈 {vsvavevovsvsvz) 总 长 度 为 24, 而 重复 边 长 为 13。 再 次 调整 得 
图 8-18, 重 复 边 总 长 度 为 15。 
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检查 图 8-17, 条 件 (1)、(2) 均 满足 ,得 到 最 优 方案 。 图 中 任 一 欧 拉 回 路 即 为 最 优 邮 递 
路 线 。 

这 种 方法 虽然 比较 容易 ,但 要 检查 每 个 初等 圈 , 当 G 的 点 数 或 边 数 较 多 时 ,运算 量 极 
大 。Edmods 和 Johnson 于 1973 年 给 出 了 一 种 比较 有 效 的 算法 , 即 化 为 最 短路 及 最 优 匹 
配 问题 求解 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Edmods. J],Johnson. E. L,Matching, Euler Tours 
and the Chinese Postman, Math. Programming,5(1973) ,88 一 124。 


一 、 树 的 概念 和 性 质 


树 是 图 论 中 结构 最 简单 但 又 十 分 重要 的 图 ,在 自然 科学 和 社会 科学 的 许多 领域 都 有 
广泛 的 应 用 。 企 业 组 织 机 构 ,一些 通 村 的 公路 和 一 些 不 重要 的 通信 网 络 也 可 以 表 为 树 状 
结构 。 

例 4 乒乓 球 单打 比赛 抽签 后 ,可 用 图 来 表示 选手 间 相 过 情况 ,如 图 8-19。 


运 E H 


贸 4 Fe kM 


图 8-19 


定义 14 连通 且 不 含 圈 的 无 向 图 称 为 树 。 树 中 次 为 1 的 点 称 为 树叶 ,次 大 于 1 的 点 
称 为 分 枝 点 。 

下 面 研究 树 的 性 质 。 树 的 性 质 可 用 下 面 定理 表 出 。 

定理 6 图 T=(V,E).|IV|=n,|1E|==m; 则 下 列 关于 树 的 说 法 是 等 价 的 。 

(1) 工 是 一 个 树 。 

(2) 工 无 圈 , 且 和 一 2 一 1。 

(3) 工 连 通 , 且 罗 一 2 一 1。 

(4) 工 无 圈 , 但 每 加 一 新 边 即 得 唯一 一 个 圈 。 

(5) 工 连通 ,但 任 舍 去 一 边 就 不 连通 。 

(6) 工 中 任意 两 点 .有 唯一 链 相 连 。 

证 明 (1) 一 (2) 
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由 于 工 是 树 , 由 定义 知 了 是 连通 的 并 且 没 有 圈 。 只 需 证 明了 中 的 边 数 m 等 于 顶点 
个 数 减 1, 即 m= 二 n 一 1。 
用 归纳 法 。 当 n= 二 2 时 ,由 于 了 工 是 树 ,. 所 以 两 点 间 显 然 有 且 仅 有 一 条 边 ,满足 
7 一 7 一 1。 

归纳 假设 "一 4 一 1 时 命题 成 立 , 即 有 4 一 1 个 顶点 时 工 有 A 一 2 条 边 。 当 ?一 上 时 , 因 
为 工 连通 无 圈 , 个 顶点 中 至 少 有 一 个 点 次 为 1。 设 此 点 为 w 即 x 为 悬挂 点 , 设 连接 w 点 
的 悬挂 边 为 Cu,u) 。 从 工 中 去 掉 (u,w) 边 及 v 点 不 会 影响 T 的 连通 性 ,得 图 T,T 为 树 只 
有 A 一 1 个 顶点 ,所 以 有 A 一 2 条 边 , 再 把 (v,u) ,wx 加 上 去 ,可 知 当 工 有 A 个 顶点 时 有 k 一 1 

(2) 一 (3),(3) 一 (4),(4) 一 (5),(5)~(6),(6) 一 (1) 的 证 明 请 读者 自己 完成 。 

定理 6 中 每 一 个 命题 均 可 作为 树 的 定义 ,它们 对 判断 和 构造 树 将 极为 方便 。 


二 、 图 的 生成 树 


定义 15 若 图 G 的 生成 子 图 是 一 棵 树 , 则 称 该 树 为 G 的 生成 树 ( 支 撑 树 ) ,或 简称 为 
图 G 的 树 。 

图 G 中 属于 生成 树 的 边 称 为 树枝 ,不 在 生成 树 中 的 边 称 为 弦 。 

如 图 8-20 中 (b) 为 (a) 图 的 生成 树 , 边 eyez,es， 
er yes se9 为 树枝 ,et ,es ,es 为 弦 。 

定理 7 图 G==(V,E) 有 生成 树 的 充分 必要 条 件 
为 G 是 连通 图 。( 证 明 略 ) 

定理 7 的 证 明 是 构造 性 证 明 , 给 出 了 寻求 图 的 生 
成 树 的 方法 。 这 种 方法 就 是 在 已 给 出 的 图 G 中 ,每 一 
步 选 出 一 条 边 使 它 与 已 选 边 不 构成 圈 , 直 到 选 够 2 一 1 图 8-20 
条 边 为 止 。 这 种 方法 可 称 为 “ 避 圈 法 ”, 或 “加 边 法 ”。 

按照 边 的 选 法 不 同 , 找 图 中 生成 树 的 方法 可 分 为 两 种 : 

(1) 深 探 法 

步骤 如 下 : (用 标号 法 ) 

@ 在 点 集 V 中 任 取 一 点 v, 给 v 以 标号 0。 

@ 车 某 点 已 得 标号 i ,检查 一 端点 为 的 各 边 , 另 一 端点 是 否 均 已 标号 。 

车 有 (us,w) 边 之 ww 未 标号 , 则 给 w 以 标号 i 十 1, 记 下 边 (x,zw)。 令 四 代 x ,重复 @。 

若 这 样 的 边 的 另 一 端点 均 已 有 标号 .就 退 到 标号 为 ;一 1 的 7 点 ,以 r 代 4, 重复 @。 
直到 全 部 点 得 到 标号 为 止 。 

图 8-21 的 (a) 为 标号 过 程 . 粗 线 边 即 为 生成 树 ,图 8-21(b) 即 是 生成 树 , 也 显示 了 标 
号 过 程 。 


(b) 
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(a) 


(2) 广 探 法 

步 又 如 下 : 

@ 在 点 集 V 中 任 取 一 点 v, 给 v 以 标号 0。 

@ 令 所 有 标号 为 i 的 点 集 为 Vi, 检 查 [V;,V\V;] 中 的 边 端点 是 否 均 已 标号 。 对 所 有 
未 标号 之 点 均 标 以 i 十 1, 记 下 这 些 边 。 

@ 对 标号 ;十 1 的 点 重复 步骤 @ ,直到 全 部 点 得 到 标号 为 止 。 

如 图 8-22(a) 中 粗 线 边 就 是 用 广 探 法 生成 的 树 , 也 可 表示 为 图 8-22(b) 。 


(a) 


图 8-22 


显然 ,图 的 生成 树 不 唯一 。 

相对 于 如 图 法 ,还 有 一 种 求生 成 树 的 方法 叫 破 圈 法 。 这 种 方法 是 在 图 G 中 任意 取 一 
个 圈 ,从 图 上 任意 舍弃 一 条 边 , 将 这 个 圈 破 掉 。 重 复 这 个 步骤 直到 图 G 中 没有 图 为 止 。 
三 、 最 小 生成 树 问题 


定义 16 连通 图 G 一 (V,E) .每 条 边 上 有 非 负 权 L(e)。 一 棵 生成 树 所 有 树枝 上 权 的 
总 和 , 称 为 这 个 生成 树 的 权 。 具 有 最 小 权 的 生成 树 称 为 最 小 生成 树 ( 最 小 支撑 树 ) 简 称 最 
小 树 。 

许多 网 络 问题 都 可 以 归结 为 最 小 树 问 题 。 例 如 ,交通 系统 中 设计 长 度 最 小 的 公路 网 
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把 若干 城市 联系 起 来 ; 通信 系统 中 用 最 小 成 本 把 计算 机 系统 和 设备 连接 到 局 域 网 等 等 。 

下 面 介绍 最 小 树 的 两 种 算法 。 

算法 1(Kruskal 算法 ) 

这 个 方法 类 似 于 求生 成 树 的 “ 避 圈 法 ”, 基 本 步骤 如 下 : 

每 步 从 未 选 的 边 中 选取 边 e, 使 它 与 已 选 边 不 构成 圈 , 且 。 是 未 选 边 中 的 最 小 权 边 , 直 
到 选 够 n 一 1 条 边 为 止 。 

例 5 一 个 乡 有 9 个 自然 村 ,其 间 道 路 及 各 道路 长 度 如 图 8-23(a) 所 示 , 各 边 上 的 数 
字 表 示 距 离 , 问 如 何 架 设 电线 做 到 村 村 通电 又 能 使 用 线 最 短 。 这 就 是 一 个 最 小 生成 树 问 
题 ,用 Kruskal 算法 。 
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先 将 图 8-23(a) 中 边 按 大 小 顺序 由 小 至 大 排列 ， 


(ww) 一 1 (varv3) 一 1 (us ,ua) 一 1 (vi,vs) 一 1 (uvovvl) 一 2 
(wy vs) 一 2 (usvve) 一 2 (vorv3) 一 3 (vw) = 3 (voyv4) 一 4 
(wvs) 一 4 (vvs) 一 4 (uryvz) 一 4 (uvyu7z) 一 5 (vir,vs) 一 5 
(wyvs) 一 5 
然后 按照 边 的 排列 顺序 , 取 定 

el 一 (vvz) ez 一 (uvzyvs) es 一 (ua U4) 

e 一 (uvvs) es 一 (uvu) es 一 (uvovut) 

er = (vs ,ve) 


由 于 下 一 个 未 选 边 中 的 最 小 权 边 (w ,vs) 与 已 选 边 e1,es 构成 圈 , 所 以 排除 。 选 es 一 
(vs ,vr)。 得 到 图 8-23(b) 就 是 图 G 的 一 棵 最 小 树 . 它 的 权 是 13。 

定理 8 用 Kruskal 算法 得 到 的 子 图 T* = 二 (ej ,ez,…,e,-_1) 是 一 棵 最 小 树 。( 证 明 略 ) 

算法 2( 破 圈 法 ) 

基本 步骤 : 

(1) 从 图 G 中 任 选 一 棵 树 T, 。 

(2) 加 上 一 条 弦 e ,Ti 十 el 中 立即 生成 一 个 圈 。 去 掉 此 圈 中 最 大 权 边 ,得 到 新 树 T: 。 
以 Ts 代 Ti ,重复 (2) 再 检查 剩余 的 弘 ,直到 全 部 弦 检 查 完毕 为 止 。 
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仍 用 例 5, 先 求 出 图 G 的 一 棵 生成 树 如 图 8-24(a) ,加 以 弦 (uw va) ,得 圈 {vivzvov1)， 


去 掉 最 大 权 边 (vi ,vs); 再 加 上 弦 (w ,vs), 得 圈 {vsv3vovz) ,去 掉 最 大 权 边 (vo ,v3),…, 直 
到 全 部 弦 均 已 试 过 ,图 8-24(b) 即 为 所 求 。 


ba 4 欢 1 mm 中 wh vy 


Us vo Us 
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算法 2 的 根据 为 下 述 定理 。 

定理 9 图 G 的 生成 树 T 为 最 小 树 , 当 且 仅 当 对 任 一 弦 e 来 说 ,e 是 十 e 中 与 之 对 
应 的 圈 jy。 中 的 最 大 权 边 。 (证明 略 ) 
四 、 根 树 及 其 应 用 

前 面 几 节 我 们 讨论 的 树 都 是 无 向 树 ,本 节 讨 论 有 向 树 。 有 向 树 中 的 根 树 在 计算 机 科 
学 ,决策 论 中 有 重要 应 用 。 

定义 17 若 一 个 有 向 图 在 不 考虑 边 的 方向 时 是 一 棵 树 , 则 称 这 个 有 向 图 为 有 向 树 。 

定义 18 有 向 树 工 , 恰 有 一 个 结 点 入 次 为 0. 其余 各 点 人 次 均 为 1, 则 称 工 为 根 树 (又 
称 外 向 树 ) 。 

根 树 中 入 次 为 0 的 点 称 为 根 。 根 树 中 出 次 为 0 的 点 称 为 叶 , 其 他 顶点 称 为 分 枝 点 。 
由 根 到 某 一 顶点 v; 的 道路 长 度 ( 设 每 边 长 度 为 1) , 称 为 v; 点 的 层次 。 

如 图 8-25 所 示 的 树 是 根 树 , 其 中 vw 为 根 ,wi ,vs ,us ,uiyus 为 分 枝 点 ,其 余 各 点 为 叶 ， 
顶点 w ,ua ,us 的 层次 为 1, 顶 点 wa 的 层次 为 3。 

根 树 有 广泛 的 应 用 ,如 用 来 表示 一 个 系统 的 传递 关系 ,指挥 系统 的 上 、 下 级 关系 ,机 关 
中 各 级 领导 与 被 领导 关系 以 及 社会 中 一 个 家 族 各 辈 之 间 的 关系 等 。 在 计算 机 科学 中 应 用 
根 树 时 ,还 常 借用 家 族 中 的 各 种 称呼 ,如 图 8-25 中 , 称 wyvsayut 为 ww 的 儿子 ,vs ,ve 为 vs 
的 儿子 ,而 wz,vs,u 互 为 兄弟 等 。 

定义 19 在 根 树 中 , 若 每 个 顶点 的 出 次 小 于 或 等 于 m. 称 这 棵 树 为 m 又 树 。 若 每 个 
顶点 的 出 次 恰好 等 于 m 或 零 , 则 称 这 棵 树 为 完全 mm 又 树 。 当 m 二 2 时 , 称 为 二 又 树 、 完 全 
二 又 树 。 

例如 图 8-26 中 (a) 为 完全 三 叉 树 、(b) 为 四 叉 树 。 


Ul (a) (b) 
8-25 8-26 


在 实际 问题 中 常 讨论 叶子 上 带 权 的 二 又 树 。 令 有 ;个 叶子 的 二 叉 树 了 各 叶子 的 权 分 
别 为 pi, 根 到 各 叶子 的 距离 (层次 ) 为 /i:(i 二 1,…,s) ,这 样 二 又 树 工 的 总 权 数 为 


m(T) = Dp 

满足 总 权 最 小 的 二 又 树 称 为 最 优 二 叉 树 。 霍 夫 曼 (D. A. Huffman) 给 出 了 一 个 求 最 
优 二 叉 树 的 算法 ,所 以 又 称 霍 夫 曼 树 。 

算法 步骤 : 

(1) 将 :个 叶子 按 权 由 小 至 大 排序 ,不 失 一 般 性 , 设 p1 志 ps 三 … 三 p,。 

(2) 将 二 个 具有 最 小 权 的 叶子 合并 成 一 个 分 支点 ,其 权 为 pi 十 ps, 将 新 的 分 支点 作为 
一 个 叶子 。 令 ;一 ;一 1, 若 ;==1 停止 ,否则 转 (1)。 

例 6 ;==6, 其 权 分 别 为 4,3,3,2,2,1, 求 最 优 二 叉 树 。 

解 ” 该 树 构 造 过 程 见 图 8-27。 总 权 为 

1X4 十 2X4 十 2X3 十 3X2 十 3X2 十 4X2 一 38 


图 8-27 


可 以 证 明 此 算法 得 到 的 树 为 最 优 二 叉 树 ,直观 意义 : 叶子 的 距离 是 依 权 的 递减 而 增 
加 ,所 以 总 权 最 小 。 最 优 二 又 树 有 广泛 的 应 用 。 


第 三 节 ”最 短路 问题 


最 短路 问题 是 网 络 理论 中 应 用 最 广泛 的 问题 之 一 。 许 多 优化 问题 可 以 使 用 这 个 模 
型 ,如 设备 更 新 .管道 敷设 .线路 安排 .厂区 布局 等 。 在 上 一 章 中 曾 介绍 了 最 短路 问题 的 动 
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态 规划 解法 ,但 某 些 最 短路 问题 (如 道路 不 能 整齐 分 段 者 ) 构 造 动 态 规划 方程 比较 困难 ,而 
图 论 方法 则 比较 有 效 。 

最 短路 问题 的 一 般 提 法 如 下 : 设 G = (V,E) 为 连通 图 ,图 中 各 边 (w,w) 有 权 与 
(ls 二 表示 vi,v 间 无 边 ),v; ,vi 为 图 中 任意 两 点 , 求 一 条 道路 y, 使 它 是 从 vw 到 wi 的 所 
有 路 中 总 权 最 小 的 路 . 即 : L(1) = >) 与 最 小 。 


(7 


有 些 最 短路 问题 也 可 以 是 求 网 络 中 某 指定 点 到 其 余 所 有 结 点 的 最 短路 ,或 求 网 络 中 
任意 两 点 间 的 最 短路 。 下 面 我 们 介绍 两 种 算法 ,可 分 别 用 于 求解 这 几 种 最 短路 问题 。 


一 、Dijkstra 算法 


本 算法 由 Dijkstra 于 1959 年 提出 ,可 用 于 求解 指定 两 点 v,,v 间 的 最 短路 ,或 从 指定 
点 vs 到 其 余 各 点 的 最 短路 ,目前 被 认为 是 求 无 负 权 网 络 最 短路 问题 的 最 好 方法 。 算 法 的 
基本 思路 基于 以 下 原理 : 若 序列 {uw,uw,…,zw-ivu} 是 从 ww 到 wv, 的 最 短路 , 则 序列 
{oyuyun-) 必 为 从 vw 到 v,-! 的 最 短路 。 

下 面 给 出 Dijkstra 算法 基本 步骤 ,采用 标号 法 。 可 用 两 种 标号 : 工 标号 与 已 标号 ,T 
标号 为 试探 性 标号 (tentative label) ,P 为 永久 性 标号 (permanent label) ,给 vw 点 一 个 P 
表示 从 wv 到 wv; 点 的 最 短路 权 , 点 的 标号 不 再 改变 。 给 vi 点 一 个 工 标 号 时 , 示 从 ww 到 
由 点 的 估计 最 短路 权 的 上 界 , 是 一 种 临时 标号 , 凡 没 有 得 到 已 标号 的 点 都 有 了 标号 。 算 
法 每 一 步 都 把 某 一 点 的 工 标号 改 为 尸 标 号 , 当 终点 w 得 到 PP 标号 时 ,全 部 计算 结束 。 对 
于 及 个 顶点 的 图 ,最 多 经 一 1 步 就 可 以 得 到 从 始点 到 终点 的 最 短路 。 

步 又 : 

(1) 给 v 以 己 标 号 ,P(uw) 一 0, 其 余 各 点 均 给 工 标号 ,T(vi) 一 十 co。 

(2) 若 vi 点 为 刚 得 到 PP 标号 的 点 ,考虑 这 样 的 点 vj;: (vi,vj) 属 于 EE, 且 wv 为 T 标 
号 。 对 wv 的 T 标号 进行 如 下 的 更 改 : 

Tw) = min[ TCw), Pm) + wy] 
(3) 比较 所 有 具有 工 标 号 的 点 ,把 最 小 者 改 为 P 标 号 , 即 
P(Di) = min[ T(w;)] 
当 存 在 两 个 以 上 最 小 者 时 ,可 同时 改 为 P 标号。 车 全 部 大 2 
点 均 为 P 标 号 则 停止 。 否则 用 v; 代 w; 转 回 (2) 。 5 Ue 

例 7 用 Dijkstra 算法 求 图 8-28 中 mm 点 到 ws 点 的 人 5 
最 短路 。 Uy 及 vs 

解 (1) 首先 给 mm 以 PP 标 号 ,Pl(v) 二 0, 给 其 余 所 8-28 
有 点 工 标号 : 


T(uwi) 一 十 ce (i= 2,.…,6) 


(2) 由 于 (wm ,vz),(wi,v3) 边 属于 忆 ,有 目 vz,vs 为 工 标号 ,所 以 修改 这 两 个 点 的 标号 ; 
T(v) = minLT(v),PCu) 十 0] 一 min[ 十 cc,0 十 4] 一 4 
T(vs) = minLT(us),PCu) 十 ss] = min[ 十 cc,0 十 6 一 6 
(3) 比较 所 有 工 标号 ,T(vz) 最 小 ,所 以 令 P(vu) 一 4。 并 记录 路 径 (w ,v2)。 
(4) wz 为 刚 得 到 已 标号 的 点 ,考察 边 (vuz,uw) ,Cu ,us) 的 端点 wyus。 
Tuw) = min[LT(w),P(u) 十 /2] = min[+ 0,4+5] =9 
T(vs) = min[T(ws),P(Cv) 十 /zs] = min[+ ,4+4]=8 
(5) 比较 所 有 工 标 号 ,T(v) 最 小 ,所 以 令 PCus ) 王 6。 并 记录 路 径 (w ,vs)。 
(6) 考虑 点 vs ,有 
T(w) = minLT(Cw),P(Cuos) 十 /4] = min[9,6+4]=9 
T(w ) = min[LT(us),P(Cu) 十 /5] = min[8,6+7]=8 
(7) 全 部 工 标号 中 ,Tus ) 最 小 , 令 P(us) 王 8, 记 录 路 径 (uz ,us) 。 
(8) 考察 w: 
T(ve) = min[LT(we),P(us) 十 /sx] = min[ 十 co,8 十 5] = 13 
(9) 全 部 工 标号 中 ,T(uw ) 最 小 , 令 P(u) 一 9, 记录 路 径 (u ,v4)。 
(10) 考察 w : 
T(ve) = min[LT(us),P(u) Le] 一 min[13,9 十 7] = 13 
(11) 全 部 工 标 号 中 ,TCve) 最 小 , 令 P(us) 一 13 ,记录 路 径 (w ,us) ,计算 结束 。 
全 部 计算 结果 见 图 8-29,w 到 ws 之 最 短路 为 一 v2 一 vs 一 v6. 路 长 P(us) 一 13, 同 时 
得 到 ww 点 到 其 余 各 点 的 最 短路 ,如 图 8-29 中 粗 线 所 示 。 
需要 提醒 读者 注意 的 是 ,这 个 算法 只 适用 于 全 部 权 为 非 负 情况 ,如 果 某 边 上 权 为 负 
的 ,算法 失效 。 这 从 一 个 简单 例子 就 可 以 看 到 ,图 8-30 中 ,我 们 按 Dijkstra 算法 得 PCw )=5 
为 从 ww 一 ui 的 最 短路 长 显然 是 错误 的 ,从 ww 一 wz 一 wu 只 有 3。 


va(4) 5 vs(9) 


vi ve(13) 
NN NA 
vst6) Ts(8) 总 5 
图 8-29 8-30 


最 短路 问题 在 图 论 应 用 中 处 于 很 重要 的 地 位 ,下 面 以 设备 更 新 和 选 址 为 例 说 明 其 实 
际 应 用 。 

例 8 设备 更 新 问题 

动态 规划 一 章 的 例 9 中 讲述 了 一 个 设备 更 新 的 例子 .下 面 我 们 用 图 论 的 方法 来 求解 
这 个 问题 。 现 将 该 例 重 述 如 下 : 某 工厂 使 用 一 台 设 备 ,每 年 年 初 工 厂 都 要 作出 决定 ,如 果 
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继续 使 用 旧 的 ,要 付 较 多 维修 费 ; 若 购买 一 台新 设备 ,要 付 更 新 费 。 试 制订 一 个 5 年 的 更 
新 计划 ,使 总 支出 最 少 。 由 表 7-14 知 该 设备 在 不 同 役 龄 的 年 效益 .更 新 费 与 维修 费 。 重 
抄 如 表 8-1 所 示 。 


Ly 


表 8-1 万 元 
a eR 0 1 2 3 4 5 
项 目 
效益 ri (1) 5 4.5 4 3.75 3 5 
维修 费 ww (7) 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
更 新 费 ci (1) 一 1.5 全 2 2.5 3 355 


解 ”把 这 个 问题 化 为 最 长 路 问题 。 

用 点 wv 表示 第 i 年 年 初 购 进 一 台新 设备 ,虚设 一 个 点 w ,表示 第 5 年 年 底 。 

边 (vi,vj) 表 示 第 i 年 年 初 购 进 的 设备 一 直 使 用 到 第 j 年 年 初 ( 即 第 j 一 1 年 年 底 ) 。 

边 (vi,v;) 上 的 数字 表示 第 i 年 年 初 购 进 设备 ,一 直 使 用 到 第 j 年 年 初 的 累计 效益 减 
去 累计 维修 费 及 (j 一 1) 年 末 更 新 费用 后 的 净 收 益 。 注 意 第 5 年 年 末 时 设备 不 再 更 新 (可 
由 表 8-1 计算 得 到 )。 例 如 (vi ,ws) 边 上 的 数字 8. 0 为 役 龄 分 别 为 0,1,2 时 的 三 年 效益 
(5 十 4. 5 十 4 三 13. 5) 减 去 这 三 年 相应 的 维修 费用 (0.5 十 1 十 1 一 2.5) ,再 减 去 役 龄 为 3 时 的 
更 新 费用 2.5 得 到 , 见 图 8-31。 

这 样 设备 更 新 闻 题 就 变 为 : 求 从 wv 到 vs 的 最 长 路 问题 ,计算 结果 表明 : v1 一 v2 一 
v3 一 vs 一 vs 为 最 长 路 ,路 长 为 17。 即 在 第 一 年 .第 二 年 .第 三 年 年 末 设 备 各 更 新 一 次 ,再 
用 到 第 五 年 年 末 为 最 优 决 策 。 这 时 5 年 的 总 收益 为 17 万 元 。 

管理 实践 中 ,常常 会 遇 到 选 址 问题 ,如 有 若干 销售 点 的 物流 网 络 中 ,要 选择 一 个 地 方 
设置 仓库 ,就 是 寻求 网 络 的 中 心 或 重心 问题 。 所 谓 网 络 的 中 心 ,是 指 在 个 点 的 网 络 中 ， 
已 知 各 点 间 的 距离 ,选择 某 个 点 ,使 其 余 各 点 中 到 该 点 的 距离 最 远 的 点 距离 最 近 , 也 就 是 
使 最 大 运输 距离 达到 最 小 。 这 个 点 称 为 该 网 络 的 中 心 。 这 类 问题 也 可 用 Dijkstra 算法 求 
解 , 参 见习 题 8-24。 

例 9 某 连 锁 企 业 在 某 地 区 有 6 个 销售 点 ,已 知 该 地 区 的 交通 网 络 如 图 8-32 所 示 ， 
其 中 点 代表 销售 点 , 边 表示 公路 , 必 为 销售 点 间 公 路 距离 , 问 仓库 应 建 在 哪个 小 区 ,可 使 离 
仓库 最 远 的 销售 点 到 仓库 的 路 程 最 近 ? 


12.75 
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解 ” 这 是 个 选 址 问题 ,实际 要 求 出 图 的 中 心 ,可 以 化 为 一 系列 求 最 短路 问题 。 先 求 出 
Ul 到 其 他 各 点 的 最 短路 长 dj , 令 D(v)=max(di,d:,*….,ds) ,表示 车 仓库 建 在 T1， 则 离 
仓库 最 远 的 销售 点 距离 为 D(ui) 一 63。 再 依次 计算 得 D(vw) 一 50,D(Cv) 一 33,D(Cv) 
63,D(vs) 二 48,D(ve) 二 63。 由 于 D(Cvs) 二 33 最 小 ,所 以 仓库 应 建 在 ws ,此 时 离 仓库 最 远 
的 销售 点 (w 和 ve) 距离 为 33。 
二 、Floyd 算法 

某 些 问题 中 ,要 求 网 络 上 任意 两 点 间 的 最 短路 ,如 例 9 就 是 这 样 。 这 类 问题 可 以 用 
Dijkstra 算法 依次 改变 起 点 的 办 法 计算 ,但 比较 烦琐 。 这 里 介绍 的 Floyd 方法 (1962 年 ) 
可 直接 求 出 网 络 中 任意 两 点 间 的 最 短路 。 

为 计算 方便 , 令 网 络 的 权 和 抢 阵 为 D=(di wx 为 w 到 vj; 的 距离 。 

所 当 (vi,v) EE 


其 中 . 
1 其 他 


算法 基本 步骤 为 ， 
(1) 输入 权 和 矩阵 DY 二 DD。 
(2) 计算 D 一 (Cd 多)。xn (RE 一 1,2,3，…,7) 

其 中 dP==min[d$? ,dK 了 ?十 d$-?] 
(3) D" 二 (d 外 ),xn 中 元 素 d 名 就 是 v; 到 vj 的 最 短路 长 。 
例 10 求 图 8-32 所 示 的 图 G 中 任意 两 点 间 的 最 短路 。 
解 ” 由 图 8-32 得 到 


0 20 co co 15 ui 
20 0 20 60 25 |v 
co 20 0 30 18 colvs 
p=B = | 60 30 0 co oolv, DT?=D"® 
15 25 18 oo 0 15|v 
co oo co ceo 15 0jv 
Ul V2 V3 Va Vs ve 
0 20@O01 ~ 0 20 40@ 15 co] 
20 0 20 60 25 co 20 ‘0 20 25 co 
下 20 0 30 18 co po | 2 0 30 18 % 
k9 io 3 00~ 人 的 3 0 ~ 
15 25 18 €y 0 15 15 25. 8 0 6 
oo co co ce 15 0 co co ce co 15 0j 
矩阵 中 4 多 二 min[dP ,d 久 十 d 贸 ] 表 示 从 vw 点 到 v 点 或 直接 有 边 或 经 v1 为 中 间 点 
时 的 最 短路 长 ,dP ,d 多 分 别 表 示 从 u 到 vw 最 多 经 中 间 点 wyuw 与 v1,vowvs 的 最 短路 
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长 。 圆 圈 中 数字 为 更 新 元 。 


0 20 69 15 60) 
20 0 50 265 
@ 20 30 18 的 
(9 DY (5) 一 (6) DY 
ep G9 50 30 0 48 a 2 
本 i 0 
OOBO!:.， 


由 于 4d 久 表示 从 vi 点 到 vj; 点 ,最 多 经 由 中 间 点 ,vse，… ,ve 的 所 有 路 中 的 最 短路 长 ， 
所 以 D ”就 给 出 了 任意 两 点 间 不 论 几 步 到 达 的 最 短路 长 。 
如 果 和 硕 望 计算 结果 不 仅 给 出 任意 两 点 的 最 短路 长 ,而 且 给 出 具体 的 最 短路 径 , 则 在 运 
算 过 程 中 要 保留 下 标 信息 , 即 di 十 dw 二 dw 等 。 
如 在 例 10 中 D22 的 qd 时 一 85, 是 dd 中 十 4 外 一 60 十 25 得 到 的 ,所 以 4 你 可 写成 8542s， 
又 如 d 置 是 由 d 中 十 d 轨 十 d 办 = 二 30 十 18 十 15==63 得 到 的 ,所 以 d 久 可 写 为 634ss6 等 。 
由 此 ， 
0 20 331s3 631s34 15 301s6 
20 0 20 50z34 25 40zs6 
33s5 20 0 30 18 333s6 
634351 50432 30 0 48435 634356 
15 25 18 48534 0 15 
3065 406s2 336ss 636s34 15 0 


第 四 节 ”最 大 流 问 题 


最 大 流 问题 是 一 类 应 用 极为 广泛 的 问题 ,例如 在 交通 运输 网 络 中 有 人 流 、 车 流 、 货 物 
流 , 供 水 网 络 中 有 水 流 , 金 融 系统 中 有 现金 流 . 通 信 系统 中 有 信息 流 ,等 等 。20 世纪 50 年 
代 福 特 (Ford)、 富 克 逊 (Fulkerson) 建 立 的 “网 络 流 理论 ”是 网 络 应 用 的 重要 组 成 部 分 。 


一 、 最 大 流 有 关 概 念 


如 果 我 们 把 图 8-33 看 做 输油管 道 网 ,v, 为 起 
点 :ut 为 终点 ,机 ,vo,v3,vs 为 中 转 站 , 边 上 的 数 表 
示 该 管道 的 最 大 输 油 能 力 . 问 应 如 何 安排 各 管道 输 
油 量 ,才能 使 从 wv, 到 vw, 的 总 输 油 量 最 大 ? 

管道 网 络 中 每 边 的 最 大 通过 能 力 即 容量 是 有 
限 的 ,实际 流量 应 不 超过 容量 ,上 述 问题 就 是 要 讨 i 
论 如 何 充分 利用 装置 的 能 力 , 以 取得 最 好 效果 ( 流 图 8-33 


De 一 
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量 最 大 ) ,这 类 问题 通常 称 为 最 大 流 问 题 。 

定义 20 设 有 向 连通 图 G 二 (V,E).G 的 每 条 边 (v,v;) 上 有 非 负 数 cr 称 为 边 的 容 
量 , 仅 有 一 个 人次 为 0 的 点 vs 称 为 发 点 ( 源 ) ,一 个 出 次 为 0 的 点 w 称 为 收 点 ( 汇 ) ,其 余 点 
为 中 间 点 ,这 样 的 网 络 G 称 为 容量 网 络 , 常 记 做 G=(V.,E,C)。 

对 任 一 G 中 的 边 (vi,v;) 有 流量 方 , 称 集合 /一 { 方 } 为 网 络 G 上 的 一 个 流 。 称 满足 
下 列 条 件 的 流 / 为 可 行 流 : 

(1) 容量 限制 条 件 : 对 G 中 每 条 边 (vi,vj), 有 0fs 志 ci; 

(2) 平衡 条 件 : 对 中 间 点 vi, 有 2)f5 一 Df : 即 物 资 的 输入 量 与 输出 量 相等 。 

对 收发 点 ww; 有 2)fs 二 >)fx 二 W ,W 为 网 络 流 的 总 流量 。 

可 行 流 总 是 存在 的 ,例如 /一 {0} 就 是 一 个 流量 为 0 的 可 行 流 。 所 谓 最 大 流 问 题 就 是 
在 容量 网 络 中 ,寻找 流量 最 大 的 可 行 流 。 

一 个 流 f= 二 { 记 ) , 当 方 一 ci , 则 称 流 了 对 边 (vi,vj) 是 饱和 的 ,否则 称 了 对 (vi,wj) 不 
饱和 。 最 大 流 问题 实际 是 个 线性 规划 问题 ,但 是 利用 它 与 图 的 紧密 关系 ,能 更 为 直观 简便 

定义 21 容量 网 络 G 二 (V,E,C) ,wu 为 发 , 收 点 , 若 有 边 集 已 为 下 的 子 集 , 将 G 分 
为 两 个 子 图 G1.G; ,其 顶点 集合 分 别 记 $S,S$S,SUS=V,SnS= 人 四 ,ou 分 属 S,S, 满 足 : 
Q@G(V.,E 一 E') 不 连通 ; @E 为 E' 的 真子 集 , 而 G(V,E 一 E”) 仍 连通 , 则 称 E 为 G 的 制 
集 , 记 E’=(S,S)。 

割 集 (S.S) 中 所 有 始点 在 S. 终 点 在 S 的 边 的 容量 之 和 , 称 为 (S,S) 的 割 集 容量 , 记 
为 C(S,S)。 如 图 8-33 中 , 边 集 {(uyu), (ov), (vvs), yu) (wu)) 和 边 集 
{v01) wyos) usu)) 都 是 G 的 割 集 ,它们 的 割 集 容量 分 别 为 9 和 11。 容 量 网 络 G 
的 割 集 有 多 个 ,其 中 割 集 容 量 最 小 者 称 为 网 络 G 的 最 小 割 集 容量 (简称 最 小 割 ) 。 


二 、 最 大 流 -最 小 割 定 理 


由 割 集 的 定义 不 难看 出 ,在 容量 网 络 中 割 集 是 由 w 到 vw, 的 必 经 之 路 ,无 论 拿 掉 哪个 
割 集 ,w 到 vw, 便 不 再 相通 ,所 以 任何 一 个 可 行 流 的 流量 不 会 超过 任 一 割 集 的 容量 ,也 即 网 
络 的 最 大 流 与 最 小 割 容量 (最 小 割 ) 满 足下 面 定理 。 

定理 10 设 /为 网 络 G 二 (V.E.C) 的 任 一 可 行 流 .流量 为 W.,(S,S) 是 分 离 wu 的 
任 一 割 集 . 则 有 W 二 CC(S,S)。( 证 明 略 ) 

由 此 可 知 , 若 能 找到 一 个 可 行 流 . 广 . 一 个 割 集 (S* ,5S ), 使 得 f* 的 流量 W' 一 
C(S ,SS ), 则 广 一 定 是 最 大 流 . 而 (S* .S* ) 就 是 所 有 制 集中 容量 最 小 的 一 个 。 下 面 证 
明 最 大 流 - 最 小 割 定理 ,定理 的 证 明 实 际 上 就 是 给 出 了 寻求 最 大 流 的 方法 。 

定理 11 (最 大 流 -最 小 割 定理 ) 任 一 个 网 络 G 中 ,从 vw, 到 vw, 的 最 大 流 的 流量 等 于 分 
离 wu 的 最 小 割 的 容量 。 
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证 明 设 /" 是 一 个 最 大 流 , 流 量 为 W, 用 下 面 的 方法 定义 点 集 S”: 

邻 WES"s 

车 点 viES’ , 且 户 <c, 则 令 wES ， 

若 点 wES", 且 庆 >0, 则 令 wES"。 

在 这 种 定义 下 ,vw 一定 不 属于 S” , 若 否 ,wES- , 则 得 到 一 条 从 vw; 到 w 的 链 ,规定 wv 
到 vw 为 链 jy 的 方向 , 链 上 与 方向 一 致 的 边 称 为 前 向 边 ,与 久 方 向 相反 的 边 称 为 后 向 边 ， 
即 如 图 8-34 中 (wi ,vz) 为 前 向 边 ,(vs ,vz) 为 后 向 边 。 vl Ta 


根据 S* 的 定义 ,wz 中 的 前 向 边 (w,uw) 上 必 有 记过 cs， a 
后 向 边 上 必 有 f; >0， A SR 


[5 一 万 当 (wsu) 为 前 向 边 

I 当 (uw,uw) 为 后 向 边 

取 6 二 min{65) ,显然 6 二 0。 
我 们 把 /" 修改 为 了 7 : 


令 5% = 


户 十 9 (Cuyu) 为 ky 上 前 向 边 
太一 1 亡 一 6 (visvj) 为 jy 上 后 向 边 
[i 
不 难 验 证 /7 仍 为 可 行 流 ( 即 满 足 容量 限制 条 件 与 平衡 条 件 ), 但 是 广 的 总 流量 等 于 
了 的 流量 加 9, 这 与 "为 最 大 流 矛 盾 , 所 以 vv 不 属于 S*。 
令 S*=V\S'* ., 则 vwES°。 
于 是 得 到 一 个 割 集 (S* ,S* ) ,对 制 集中 的 边 (vi,wj) 显 然 有 


cy vcEcS' ucsS 
fi -1 区 
0 wwES',uES’ 
但 流量 W 又 满足 
到 二 ”男人 
weES” ES WES’ wvES” 
=c(S* .3 ) 


所 以 最 大 流 的 流量 等 于 最 小 割 的 容量 ,定理 得 到 证 明 。 
定义 22 容量 网 络 G. 若 5 为 网 络 中 从 uw, 到 vw, 的 一 条 链 . 给 定向 为 从 vw, 到 vw,,y 
上 的 边 凡 与 w 同 向 称 为 前 向 边 , 凡 与 六 反 向 称 为 后 向 边 ,其 集合 分 别 用 / 心 和 /Ap 表示 ,了 
是 一 个 可 行 流 ,如 果 满 足 
人 es (V0) Ept 


cfi>0 (v0) Ep 
则 称 y 为 从 v, 到 wv, 的 (关于 的) 可 增 广 链 。 
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推论 可 行 流 了 是 最 大 流 的 充 要 条 件 是 不 存在 从 vw: 到 vw, 的 (关于 了 的 ) 可 增 广 链 。 

可 增 广 链 的 实际 意义 是 : 沿 着 这 条 链 从 w 到 输送 的 流 ,还 有 潜力 可 挖 ,只 需 按照 
定理 证 明 中 的 调整 方法 ,就 可 以 把 流量 提高 ,调整 后 的 流 , 在 各 点 仍 满足 平衡 条 件 及 容量 
限制 条 件 , 即 仍 为 可 行 流 。 这 样 就 得 到 了 一 个 寻求 最 大 流 的 方法 : 从 一 个 可 行 流 开 始 , 寻 
求 关于 这 个 可 行 流 的 可 增 广 链 , 若 存在 , 则 可 以 经 过 调整 ,得 到 一 个 新 的 可 行 流 , 其 流量 比 
原来 的 可 行 流 要 大 ,重复 这 个 过 程 , 直 到 不 存在 关于 该 流 的 可 增 广 链 时 就 得 到 了 最 大 流 。 
三 、 求 最 大 流 的 标号 算法 

设 已 有 一 个 可 行 流 /, 标 号 的 方法 可 分 为 两 步 : 第 1 步 是 标号 过 程 ,通过 标号 来 寻找 
可 增 广 链 ; 第 2 步 是 调整 过 程 , 沿 可 增 广 链 调整 上 以 增加 流量 。 

1. 标号 过 程 

(1) 给 发 点 以 标号 (A, 十 cc) 。 

(2) 选择 一 个 已 标号 的 顶点 ,对 于 wi 的 所 有 未 给 标号 的 邻接 点 按 下 列 规则 
处 理 : 

@ 车 边 (v ,vi)EE, 且 访 >0, 则 令 6 二 min(fi,6;) ,并 给 v; 以 标号 (一 vi,6))。 

@ 若 边 (vi,v) EE, 且 据 二 cy 时 , 令 人 = 二 min(cs 一 ,07) ,并 给 vj; 以 标号 (十 vi,6;)。 

(3) 重复 (2) 直 到 收 点 wv 被 标号 或 不 再 有 顶点 可 标号 时 为 止 。 

车 w 得 到 标号 .说 明 存在 一 条 可 增 广 链 , 转 (第 2 步 ) 调 整 过 程 。 若 w 未 获得 标号 , 标 
号 过 程 已 无 法 进行 时 ,说 明 /已 是 最 大 流 。 

2. 调整 过 程 

方 十 8 车 (vi,vj) 是 可 增 广 链 上 的 前 向 边 
(DD) 令 户 = 和 fs 一 6 车 (vi,vj) 是 可 增 广 链 上 的 后 向 边 
fs 若 (vi,v;) 不 在 可 增 广 链 上 

(2) 去 掉 所 有 标号 , 回 到 第 1 步 , 对 可 行 流 六 重新 标号 。 

例 11 图 8-35 表明 一 个 网 络 及 初始 可 行 流 ,每 条 边 上 的 有 序数 表示 (cs ,fs), 求 这 
个 网 络 的 最 大 流 。 TI (52) ws 

先 给 v, 标 以 (A, 十 oo)。 

检查 v, 的 邻接 点 ,v2,w, 发 现 v 点 满 
足 (v,,v)EE, 有 有 f2=2<=<cz=4, 令 2 一 
min[2, 十 ceo] 王 2, 给 mm 以 标号 [十 ww ,2]。 同 理 
给 ws 点 以 标号 [十 w ,1]。 

检查 vs 点 的 尚未 标号 的 邻接 点 vs .ve 发 
现 vs 满足 (vs,vs)EE, 有 目 fz 一 0<czs 一 3, 令 
6 一 min[3,2] 二 2, 给 vs 以 标号 [十 wz ,2]。 

检查 与 vs 点 邻接 的 未 标号 点 有 viv 发 现 色 点 满足 (v1,vs)EE, 上 且 太一 3 二 0, 令 
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6 一 min[3,2] 一 2, 则 给 ww 点 以 标号 [一 vs ,2]。 

ww 点 未 标号 ,与 vi 邻接 , 边 (w ,v4)EE, 目 fw 二 2 之 cw 二 5, 所 以 令 和 一 min[3,2] 一 
2 ,给 vu 以 标号 [十 wm ,2]。 

二 类 似 前 面 的 步骤 ,可 由 vs 得 到 标号 [十 ww ,2]。 

由 于 vw 已 得 到 标号 ,说 明 存在 可 增 广 链 ,所 以 标号 过 程 结束 , 见 图 8-36, 增 广 链 为 


UU UU ”UUo 


8-36 


转 入 调整 过 程 , 令 3 二 6 二 2 为 调整 量 ,从 w 点 开始 ,由 逆 可 增 广 链 方向 按 标号 
[十 w ,2] 找 到 点 ww , 令 4 二 fu 十 2。 

再 由 w 点 标号 [十 w ,2] 找 到 前 一 个 点 ww, 并 令 4 二 fu4 十 2。 按 ww 点 标号 找到 
点 Uso 

由 于 标号 为 一 vs ,(vs ,v1) 为 反 向 边 , 令 fis 二 f1s 一 2。 

由 vs 点 的 标号 再 找到 ww , 令 fs 二 fzs 十 2。 

由 vz 点 找到  ,' 令 fa=fe +2。 

调整 过 程 结 束 ,调整 中 的 可 增 广 链 见 图 8-36 中 的 粗 线 边 ,调整 后 的 可 行 流 见 图 8-37。 


图 8-37 


重新 开始 标号 过 程 ,寻找 可 增 广 链 , 当 标 到 vs 点 为 [十 v;,1] 以 后 .与 v;,vs 点 邻接 的 
wi,v2，ve 点 都 不 满足 标号 条 件 ,所 以 标号 过 程 无 法 再 继续 ,而 w 点 并 未 得 到 标号 ,如 
图 8-37 所 示 。 
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这 时 WW 二 fa 十 fs 十 fs 二 fu 十 fs 十 fa 二 11, 即 为 最 大 流 的 流量 ,算法 结束 。 

用 标号 法 在 得 到 最 大 流 的 同时 ,可 得 到 一 个 最 小 割 。 即 如 图 8-37 中 虚线 所 示 。 

标号 点 集合 为 S, 即 S= {v, ,vs); 

未 标号 点 集合 为 S= {vi ,vz ,vsvs ,ve sv); 

此 时 制 集 (S,S)=={(v v1) ,Cuyuz), (vs ,ve)); 

割 集 容量 C(S,S) 王 ca 十 cz 十 cxs 王 11. 与 最 大 流 的 流量 相等 。 

由 此 也 可 以 体会 到 最 小 割 的 意义 ,网 络 从 发 点 到 收 点 的 各 通路 中 ,由 容量 决定 其 通过 
能 力 , 最 小 割 则 是 这 些 路 中 的 咽喉 部 分 ,或 者 叫 瓶 口 ,其 容量 最 小 , 它 决定 了 整个 网 络 的 最 
大 通过 能 力 。 要 提高 整个 网 络 的 运输 能 力 ,必须 首先 改造 这 个 咽喉 部 分 的 通过 能 力 。 

求 最 大 流 的 标号 算法 还 可 用 于 解决 多 发 点 多 收 点 网 络 的 最 大 流 问 题 , 设 容量 网 络 G 有 
若干 个 发 点 zi ,x2，… ,zm; 若干 个 收 点 yyz，…， 
yr， 可 以 添加 两 个 新 点 wuw :用 容量 为 cc 的 有 向 gry a 
边 分 别 连 接 ww 与 ,ze Xm sy yz syn 与 vy < | | > v, 
vi, 得 到 新 的 网 络 G',G 为 只 有 一 个 发 点 v;, 一 个 
收 点 w 的 网 络 , 求 解 G 的 最 大 流 问题 即 可 得 到 G 
的 解 ,如 图 8-38 所 示 。 


四 、 最 大 匹配 问题 


考虑 工作 分 配 问题 。 有 个 工人 .m 件 工作 ,每 个 工人 能 力 不 同 ,各 能 胜任 其 中 某 几 
项 工作 。 假 设 每 件 工 作 只 需 一 人 做 ,每 人 只 做 一 件 工作 ,怎样 分 配 才能 使 尽量 多 的 工作 有 
人 做 ,更 多 的 人 有 工作 ? 

这 个 问题 可 以 用 图 的 语言 描述 ,如 图 8-39 所 示 。 其 中 zj,zz,…',zw 表示 工人 ,yi， 
2，… ,ym 表示 工作 , 边 (xi,yj) 表 示 第 zx; 个 人 能 胜任 第 y; 项 工作 ,这 样 就 得 到 了 一 个 二 
部 图 G, 用 点 集 X 表示 {zi'zz，…zo) 点 集 工 表示 (yy yn) 二 部 图 G 一 (X,Y， 
E)。 上 述 的 工作 分 配 问 题 就 是 要 在 图 G 中 找 一 个 边 集 E 的 子 集 ,使 得 集中 任何 两 条 边 没 
有 公共 端点 ,最 好 的 方案 就 是 要 使 此 边 集 的 边 数 尽 可 能 多 ,这 就 是 匹配 问题 。 

定义 23 二 部 图 G 二 (X.Y,E).,M 是 边 集 E 的 子 集 , 若 M 中 的 任意 两 条 边 都 没有 公 
共 端 点 , 则 称 M 为 图 G 的 一 个 匹配 (也 称 对 集 ) 。 

M 中 任 一 条 边 的 端点 v 称 为 (关于 M 的 ) 饱 和 点 ,G 中 其 他 顶点 称 为 非 饱和 点 。 

车 不 存在 另 一 匹配 Mi .使 得 |M | 二 |MI(|M | 表示 集合 M 中 边 的 个 数 ) , 则 称 M 为 
最 大 匹配 。 

例如 图 8-40 中 用 粗 线 标 出 的 各 边 组 成 图 G 的 一 个 匹配 M={(zx1,y1), (zs, ys)， 
(zsyyz),(ztyys)}, 且 为 最 大 匹配 。 8-40 还 有 另 一 最 大 匹配 由 边 (zi,yi),(Czz,ys)， 
(zs,yi), Crzyy) 组 成 , 即 一 个 图 的 最 大 匹配 中 所 含 边 数 是 确定 的 ,但 匹配 方案 可 以 不 同 。 
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x ys 
8-39 8-40 


二 部 图 中 最 大 匹配 问题 ,可 以 化 为 最 大 流 问题 求解 。 类 似 于 多 发 点 多 收 点 最 大 流 问 


题 ,在 二 部 图 中 增加 两 个 新 点 v,、v 分 别 作 为 发 点 、 收 点 ,并 用 有 向 边 把 它们 与 原 二 部 图 
中 顶点 相连 , 令 全 部 边 上 的 容量 均 为 1。 那 么 当 这 个 网 络 的 流 达 到 最 大 时 ,如 果 (zi,y;) 上 


的 流量 为 1, 就 让 zx; 作 y; 工作 ,这 样 的 方案 就 是 最 大 匹配 的 方案 。 
例 12 设 有 5 位 待业 者 ,5 项 工作 ,他 们 各 自 能 胜任 工作 情况 如 图 8-41 所 示 , 要 求 设 
计 一 个 就 业 方 案 , 使 尽量 多 的 人 能 就 业 。 


图 8-41 


解 ” 按 前 述 方法 增加 虚拟 的 发 . 收 点 w,uw, 用 求 最 大 流 的 标号 法 求解 得 到 图 8-41， 
在 图 中 略 去 容量 ,只 标 出 流量 。 边 (zi,yz),(Czs,yi),(zs,ys),(zsyy) 上 的 流量 都 是 1， 
所 以 让 ri,za ,zs,zs 分 别 干 ,yys,y 工作 可 得 最 大 就 业 方 案 , 即 最 多 可 以 安排 四 个 
人 就 业 。 


第 五 节 最 小 费用 流 问题 


上 一 节 讨论 的 寻求 网 络 最 大 流 问 题 ,只 考虑 了 流 的 数量 .没有 考虑 流 的 费用 。 实 际 上 
许多 问题 要 考虑 流 的 费用 最 小 问题 。 
最 小 费用 流 问 题 的 一 般 提 法 : 已 知 容量 网 络 G 二 (V.,E.0) ,每 条 边 (v;.wvj;) 除 了 已 给 
出 容量 cf 外 ,还 给 出 了 单位 流量 的 费用 dj (三 0). 记 G 二 (V.E,C,d)。 求 G 的 一 个 可 行 
流 /一 { 方 ) .使 得 流量 W( 有 = 二 v. 且 总 费用 最 小 。 
a 2 


(wo)EE 


特别 地 , 当 要 求 f 为 最 大 流 时 .此 问题 即 为 最 小 费用 最 大 流 问 题 。 
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最 小 费用 流 问 题 的 常用 算法 有 两 种 : 四 原始 算法 ; 四 对 偶 算法 。 下 面 只 介绍 第 二 种 
算法 ,本 算法 是 有 效 算法 。 

定义 24 已 知 网 络 G 一 (V,E.C,d) ,8 是 G 上 的 一 个 可 行 流 ,w 为 从 ww 到 uw 的 (关于 
的 ) 可 增 广 链 , dy) = > dy 一 2 as 称 为 链 / 的 费用 。 


如 图 8-42 所 示 的 可 增 广 链 六 中 : 


pp: (Cu Vas Us), vssv4), (usyu))} 


A: (Cuayu) ,vssv4))} 
vs 
v, vw 7 6 
3 2 
%, , 
vl 全 
8-42 


边 上 权 为 费用 ds , 则 链 yy 的 费用 d (py) 二 (3 十 4 十 1 二 6) 一 (5 十 7) 二 2。 

若是 从 wv, 到 vw, 所 有 可 增 广 链 中 费用 最 小 的 链 , 则 称 y* 为 最 小 费用 可 增 广 链 。 

对 偶 算 法 的 基本 思路 : 先 找 一 个 流量 为 WC ) 二 wv 的 最 小 费用 流 /1 ,然后 寻找 从 
v, 到 vw 可 增 广 链 y, 用 最 大 流 方法 将 /调整 到 fm, 使 1” 流量 为 WC ) 十 0, 且 保证 
/是 在 W(fJ"”) 十 0 流量 下 的 最 小 费用 流 ,不 断 进行 到 W(f*) 二 vv 为止。 

定理 12 车 /是 流量 为 W(/) 的 最 小 费用 流 ,yx 是 关于 了 的 从 wv, 到 vw, 的 一 条 最 小 费 
用 可 增 广 链 , 则 /经 过 jy 调整 流量 0 得 到 新 可 行 流 /'( 记 为 六 三 10)., 一 定 是 流量 为 
W( 放 十 9 的 可 行 流 中 的 最 小 费用 流 ( 证 明 略 )。 

由 于 di; 宇 0,f 三 (0) 就 是 流量 为 0 的 最 小 费用 流 , 所 以 初始 最 小 费用 流 可 以 取 /三 
{0) ,余下 的 问题 是 如 何 寻 找 关 于 三 的 最 小 费用 可 增 广 链 。 为 了 计算 方便 ,我 们 构造 长 度 
网 络 。 

定义 25 对 网 络 G 三 (V,E,C,d), 有 可 行 流 太保 持原 网 络 各 点 ,每 条 边 用 两 条 方向 
相反 的 有 向 边 代替 ,各 边 的 权 必 按 如 下 规则 
ds 当 fy<es 
十 ce 当 方 一 cr 
(其 中 十 cs 的 意义 是 : 这 条 边 已 饱和 ,不 能 再 增 大 流量 ,否则 要 花费 很 高 的 代价 ,实际 无 法 
实现 ,因此 权 为 十 cc 的 边 可 从 网 络 中 去 掉 。) 

2. 当 边 (vj ,vi) 为 原来 G 中 边 (vi,v;) 的 反 向 边 , 令 

—ds 当 fs>0 

， ce 当 方 =0 

(这 里 十 ce 的 意义 是 此 边 流量 已 减少 到 0, 不 能 再 减少 , 权 为 十 cc 的 边 也 可 以 去 掉 。) 


1. 当 边 (ww)E 巨 , 令 -| 


全 
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这 样 得 到 的 网 络 L(7) 称 为 长 度 网 络 ( 将 费用 看 成 长 度 ) 。 

显然 在 G 中 求 关于 /的 最 小 费用 可 增 广 链 等 价 于 在 长 度 网 络 工 ( 轧 中 求 从 w 到 
的 最 短路 。 

对 偶 算法 的 基本 步骤 如 下 : 

(1) 取 零 流 为 初始 可 行 流 , 即 /二 0)。 

(2) 车 有 /* ,流量 为 W(f“，) 一 v, 构 造 长 度 网 络 L(f*")。 

(3) 在 长 度 网 络 L(J*“，) 中 求 从 wv 到 vw 的 最 短路 。 若 不 存在 最 短路 , 则 f“ "已 为 
最 大 流 ,不 存在 流量 等 于 vv 的 流 ,停止 ; 否则 转 (4)。 

(4) 在 G 中 与 这 条 最 短路 相应 的 可 增 广 链 y 上 ,做 中 二 /4-?0。 
其 中 0 一 min{ min(cy — fminfy?} 
此 时 /中 的 流量 为 WCA*?) 十 0, 车 WC(f* 下 ) 十 0==v 则 停止 ,否则 令 /中 代 震 f*-? 返 
回 (2)。 

例 13 在 图 8-43(a) 所 示 运 输 网 络 上 , 求 流量 " 为 10 的 最 小 费用 流 , 边 上 括号 内 为 
(cy»dy)。 

解 从 f=(0) 开 始 , 作 L(fY) 如 图 8-43(b), 用 Dijkstra 算法 求 得 LC ) 网 络 中 
最 短路 为 v, 一 v2 一 wiv, 在 网 络 G 中 相应 的 可 增 广 链 Ap 一 {uwyv ou 上 用 最 大 流 算 
法 进行 流 的 调整 : 


十 


AL 一 { 人 (wsuz) ou Coyw)} 
和 一 9 
和 一 min{8.,5.7} 一 5 

f+5 (wyu) E At 
六 -| 

fn 其 他 


WC)=5, df)=5X1+5X2+5X1= 20 
结果 见 图 8-43(c) 。 

作 工 CF 2) 如 图 8-43(d) ,由 于 边 上 有 负 权 ,所 以 求 最 短路 不 能 用 Dijkstra 算法 ,可 用 
逐次 逼近 法 。 最 短路 为 v, 一 v1 一 v,, 在 网 络 G 内 相应 的 可 增 广 链 上 进行 调整 ,得 流 /2 ， 
如 图 8-43(e) 所 示 。 

W(f?)=7, d(f®)=4xX2+5Xx1l+5X2+7Xx1= 30 

作 工 CF52 ) 如 图 8-43(f) .得 到 从 w 到 ww, 的 最 短路 为 wv 一 vs 一 v3 一 v,, 在 网 络 G 内 调 
整 得 流 f'”, 如 图 8-43(g) 所 示 。 

W(f®)=10=v 
d(f®)=2xX4+8X1+5X2+3X3+3x2+7x1= 48 
了 ” 即 为 所 求 的 最 小 费用 流 。 


Us 


(b LA 人 JU 


WW 3 PA 


(d) LC) (e) /f° 


ww 3 Us 


(DAP) (Cg) 7 


图 8-43 


习 题 


8.1 有 8 种 化 学 药品 A、B.C.D.E、F、G、H 要 放 进 储藏 室 。 从 安 
全 角度 考虑 ,下 列 各 组 药品 不 能 储存 在 同一 室内 : A 一 C, A 一 F, 人 A 
H,B—D,B—F,B—H;C—D;C—G,D—E,D—G6,E—G,E—FF—G, 
G 一 HH: 问 至 少 需要 几 间 储藏 室 存 放 这 些 药品 。 
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8.2 下 列 说 法 中 正确 的 有 : 
(1) 具有 个 顶点 的 完全 图 有 去 n(n 一 1) 条 边 ; 


(2) 具有 个 顶点 的 二 部 图 恒 有 去 n(n 一 条 边 ; 


(3) 任 一 图 G 中 . 当 点 集 V 确定 后 , 树 图 是 G 中 边 数 最 少 的 连通 图 ; 
(4) 一 个 连通 图 中 奇 点 的 总 数 可 以 是 奇数 个 .也 可 以 是 偶数 个 。 
8.3 判定 图 8-44 中 的 两 个 图 能 否 一 笔画 出 , 若 能 , 则 用 图 形 表示 其 画 法 。 
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8.4 求解 如 图 8-45 所 示 的 中 国 邮 路 问题 ,A 点 是 邮局 。 
8.5 分 别 用 深 探 法 、 广 探 法 、 破 圈 法 找 出 图 8-46 所 示 图 的 一 个 生成 树 。 


8.6 设计 如 图 8-47 所 示 的 锅炉 房 到 各 座 楼 铺设 暖气 管道 的 路 线 ,使 管道 总 长 度 最 
小 (单位 : m) 。 
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8.7 将 本 章 例 5 求 最 小 生成 树 的 问题 ( 见 图 8-23(a)) 转 化 为 一 个 求解 数学 规划 的 
问题 ,要 求 列 出 这 个 规划 问题 的 数学 模型 。 
8.8 分 别 用 避 圈 法 和 破 圈 法 求 图 8-48 所 示 各 图 的 最 小 树 。 
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8.9 ”最 优 检索 问题 。 使 用 计算 机 进行 图 书 分 类 。 现 有 五 类 图 书 共 100 万 册 , 其 中 有 
A 类 50 万 册 , 有 B 类 20 万 册 .C 类 5 万 册 ,D 类 10 万 册 ,E 类 15 万 册 。 问 如 何 安排 分 检 
过 程 ,可 使 总 的 运算 (比较 ) 次 数 最 小 ? 

8.10 ”如 图 8-49 ,vw 是 一 仓库 ,ws 是 商店 ,用 Dijkstra 算法 求 一 条 从 w 到 vs 的 最 
短路 。 

8.11 用 Floyd 算法 求 图 8-50 中 任意 两 点 间 的 最 短路 。 


8. 12 ”将 本 章 例 7( 见 图 8-28) 求 w 到 we 最 短路 的 问题 : (1) 表 达 为 一 个 求解 数学 规 
划 的 问题 ,要 求 列 出 该 规划 问题 的 模型 ; (2) 建 立 动态 规划 模型 并 求解 。 

8.13 若 题 8. 11( 见 图 8-50) 中 ,vw,… ,ws 分 别 代表 5 个 村 子 ,已 知 各 村 小 学 生 人 数 
分 别 为 40、50、10、20、25 人 。 现 准备 合 建 一 所 小 学 , 问 小 学 应 设 于 哪 一 个 村 ,使 小 学 生 上 
下 学 走 的 路 最 短 ? 

8.14 使 用 最 短路 方法 求解 上 一 章 习题 7. 14 的 汽车 更 新 问题 。 
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8.15 求 图 8-51 中 网 络 最 大 流 , 边 上 数 为 (ci , 方 )。 要 求 : (1) 将 求 最 大 流 问题 列 出 
线性 规划 模型 ; (2) 用 标号 算法 求解 。 

8.16 如 图 8-52 ,发 点 sa 分 别 可 供应 10 个 和 15 个 单位 , 收 点 4,ts 可 以 接收 10 
个 和 25 个 单位 , 求 最 大 流 , 边 上 数 为 ci 。 


图 8-52 


8.17 ”如 图 8-53, 从 vo 派 车 到 ws ,中 间 可 经 过 mm,…,uz 各 站 , 若 各 站 间 道 路 旁 的 数 
字 表 示 单 位 时 间 内 此 路 上 所 能 通过 的 最 多 车 辆 数 , 问 应 如 何 派 车 才能 使 单位 时 间 到 达 vs 
的 车 辆 最 多 ? 


vw 10 Vs 10 vs 


S 
-A 
3 


vo 


图 8-53 


8. 18 ”菜单 位 招收 懂 俄 . 英 、 日 . 德 .法 文 翻译 各 1 人 ,有 5 人 应 聘 。 已 知 : 乙 懂 俄 文 ， 
甲乙 、 丙 慌 英 文 , 甲 .两 、 丁 懂 日 文 . 乙 、 戊 懂 德 文 ,成 懂 法 文 , 问 这 5 个 人 是 否 都 能 得 到 聘 
书 ? 最 多 几 人 能 得 到 招聘 ,各 从 事 哪 一 方面 的 翻译 任务 ? 

8.19 甲乙 丙丁 成 .已 6 人 组 成 一 个 小 组 ,检查 5 个 单位 的 工作 , 若 第 1 单位 和 
乙 ` 两 ` 丁 三 人 有 工作 联系 , 则 用 { 乙 ,再 , 丁 } 表示 ， (65) 只 
其 余 四 个 单位 依次 分 别 为 { 甲 , 戊 ,已 ),{ 甲 , 乙 ， 
成 ,已 },{ 甲 , 乙 , 丁 ,已 ),{ 甲 , 乙 , 丙 }。 若 到 一 个 ww 
单位 去 检查 工作 的 人 只 需 1 人 ,但 必须 是 和 该 单 
位 没有 联系 的 人 , 问 应 如 何 安排 ? 

8.20 图 8-54 所 示 网 络 中 ,有 向 边 旁 数字 为 
(ci ,di ) ,cs 表示 容量 ,di 表示 单位 流量 费用 , 试 求 
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从 vw, 到 vw 流 值 为 6 的 最 小 费用 流 。 
某 种 货物 由 2 个 仓库 Al、A: 运送 到 3 个 配 货 中 心 Bi 、B:、Bs。Al、Az 的 库存 
量 分 别 为 每 天 13t、9t; Bi、B:、Bs 每 天 需求 分 别 为 9t、5t 和 6t。 各 仓库 到 配 货 中 心 的 运输 
能 力 、 单 位 运费 如 表 8-2, 求 运费 最 省 的 运输 方案 。 


8.21 


表 8-2 
运程 运 量 限制 /(t/d) 运费 /( 百 元 /D 
Al 一 B 8 3 
Al -~B。 x 证 
Ai 一 Bs 5 10 
A: 一 Bi 6 8 
A: 一 B 3 
A: ->Bs 5 4 


8.22 表 8-3 给 出 某 运 输 问题 的 产销 于 
小 费用 最 大 流 问 题 , 画 出 网 络 图 。 


FF 衡 表 和 单位 运 价 表 , 要 求 将 此 问题 转化 为 最 


表 8-3 
销 地 
B > 
产地 B: Bs 量 
Ai 20 24 5 8 
A: 30 22 20 7 
销量 4 5 6 


8.23 有 5 批 货物 ,要 用 船只 从 XI、Xs* 地 分 别 运往 Yi Ysz Ys 地 。 规 定 每 批 货物 出 
发 日 期 如 表 8-4 所 示 ,又 知 船只 航行 所 需 时 间 (d) 如 表 8-5 所 示 。 每 批 货 物 只 需 一 条 船 装 
运 ,在 空 载 和 重 载 时 航行 时 间 相 同 ,要 求 制订 计划 ,以 最 少 的 船只 完成 这 5 项 运输 任务 。 


表 8-4 表 8-5 
地 点 Y Y; Y, 地 点 Yi TY Ys 
Xi 5 10 J Xi 2 3 2 
X, 次 12 18 Xz 1 bp 


HAPTER 9 
第 九 章 
络 计 划 


20 世纪 50 年 代 以 来 ,国外 陆续 出 现 了 一 些 计 划 管 理 的 新 方法 ,如 关键 路 线 法 
(critical path method, CPM) .计划 评审 方法 (program evaluation &. review technique， 
PERT) 等 ,这 些 方法 都 是 建立 在 网 络 模型 基础 上 , 称 为 网 络 计 划 技 术 。 我 国 已 故 著 名 数 
学 家 华罗庚 先生 将 这 些 方法 总 结 概括 称 为 统筹 方法 ,在 20 世纪 60 年 代 初 引入 我 国 , 著 名 
科学 家 钱学森 将 其 应 用 于 航天 工程 项 目的 研制 。 目 前 ,这 些 方法 被 世界 各 国 广泛 应 用 于 
工业 ,农业 .国防 .科研 等 计划 管理 以 及 工程 项 目的 招 投标 等 管理 中 ,对 缩短 工期 ,节约 人 
力 、 物 力 和 财力 ,提高 经 济 效益 发 挥 了 重要 作用 。 

20 世纪 后 半 叶 , 随 着 不 确定 因素 在 科学 研究 以 及 在 大 型 工程 和 服务 系统 中 的 作用 、 
影响 越 来 越 大 ,陆续 出 现 了 图 示 评 审 法 (graphical evaluation and review technique， 
GERT) 、 风 险 评审 技术 (venture evaluation review technique, VERT) 等 网 络 技术 ,它们 以 
随机 网 络 为 工具 ,可 以 解决 更 多 复杂 的 项 目 管理 问题 。 


第 一 节 网 络 图 


网 络 图 又 称 箭头 图 ,由 带 箭头 的 线 和 节点 组 成 。 箭 线 表示 工作 (或 工序 、 活 动 ) ,节点 
表示 事项 。 工 作 是 组 成 整个 任务 的 各 个 局 部 任务 ,需要 一 定 的 时 间 与 资源 ,而 事项 则 是 表 
示 一 个 或 若干 个 工作 的 开始 或 结束 ,与 工作 相 比 , 它 不 需要 时 间或 所 需 时 间 少 到 可 以 忽略 


不 计 。 例 如 某 工作 a 可 以 表 为 
© a © 


圆圈 和 里 面 的 数字 代表 各 事项 , 写 在 箭 杆 中 间 的 数字 5 为 完成 本 工作 所 需 时 间 , 即 工 
作 a; (1,2) ,事项 : 1,2。 

虚 工 作用 虚 箭 线 “---- 盖 ”表示 。 它 表示 工时 为 零 , 不 消耗 任何 资源 的 虚构 工作 。 
其 作用 只 是 为 了 正确 表示 工作 的 前 行 . 后 继 关系 。 


一 、 画 网 络 图 的 规则 


把 表示 各 个 工作 的 箭 线 按 照 先后 顺序 及 逻辑 关系 ,由 左 至 右 排 列 画 成 图 。 再 给 节点 
统一 编号 ,节点 1 表示 整个 计划 的 开始 (总 开工 事项 ) ,图 中 最 大 的 数码 n 表示 计划 结束 事 
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项 (总 完工 事项 ) ,节点 由 小 到 大 编号 ,对 任 一 工序 (zi,7) 来 讲 , 要 求 j >i。 
在 绘制 网 络 图 时 ,还 要 注意 以 下 规则 : 
(1) 网 络 图 只 能 有 一 个 总 起 点 事项 ,一 个 总 终点 事项 
图 9-1 中 有 两 个 总 起 点 事项 四 、@; 三 个 总 终点 事项 田 .@ .@ ,不 符合 规则 。 
(2) 网 络 图 是 有 向 图 ,不 允许 有 回路 
图 9-2 中 国 一 @@ 一 @ 一 四 是 回路 ,不 符合 规则 。 


Re © a 


1 9-2 


(3) 节点 i 之 间 不 允许 有 两 个 或 两 个 以 上 的 工作 

如 图 9-3 不 符合 规则 。 

(4) 必须 正确 表示 工作 之 间 的 前 行 、 后 继 关系 

如 图 9-4 中 ,4 道 工 作 a.b,c,d 的 关系 为 : c 必须 在 a ,6b 均 完成 后 才能 开工 ,而 d 只 要 
在 4 完工 后 即 可 开工 ,因此 该 图 是 错误 的 ,本 来 与 a 工作 无 关 的 工作 d 被 错误 地 表 为 必须 
在 a 完成 后 才能 开工 。 


(5) 虚 工 作 的 运用 
如 前 面 不 符合 规则 的 图 9-1 .图 9-3、 图 9-4 用 添加 虚 工作 的 方法 分 别 改 画 为 图 9-5、 
图 9-6、 图 9-7 就 是 正确 的 了 。 
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虚 工 作 还 可 以 用 于 正确 表示 平行 工作 与 交叉 工作 。 一 道 工作 分 为 几 道 工作 同时 进 
行 , 称 为 平行 工作 ,如 图 9-8(a) 中 市 场 调研 (2.3) 需 12d, 如 增加 人 力 分 为 三 组 同时 进行 ， 
可 画 为 图 9-8(b)。 


OnOma@ 
(市 场 调研 ) 
(a) 
9-8 


两 件 或 两 件 以 上 的 工作 交叉 进行 , 称 为 交叉 工作 。 如 工作 A 与 工作 B 分 别 为 挖 沟 和 
埋 管 子 , 那 么 它们 的 关系 可 以 是 挖 一 段 埋 一 段 ,不 
必 等 沟 全 部 挖 好 再 埋 。 这 就 可 以 用 交叉 工作 来 表 
示 , 如 把 这 两 件 工作 各 分 为 三 段 ,A=ai 十 as 十 as， 
B= 十 bz 十 bs ,可 用 图 9-9 表示 。 

遵循 上 述 画 图 规则 是 为 了 保证 网 络 图 的 正确 9-9 
性 ,此 外 为 了 使 图 面 布局 合理 .层次 分 明 、 条 理 清 
楚 还 要 注意 画图 技巧 。 

如 要 尽量 避免 稍 杆 的 交叉 ,图 9-10(a) 中 许多 交叉 的 箭 杆 实际 可 以 避免 ,整理 改 画 为 
图 9-10(b) 就 比较 清晰 了 。 


通常 网 络 图 的 工作 箭 杆 画 成 水 平方 式 .以 便 阅 读 和 计算 ,如 图 9-10(b) 。 
二 、 实 例 
一 般 绘 制 网 络 图 可 分 为 三 步 。 我 们 用 某 新 产品 投产 前 全 部 准备 工作 来 说 明 。 
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(1) 任务 的 分 解 
一 个 任务 首先 要 分 解 成 若干 项 工作 ,并 分 析 清 楚 这 些 工作 之 间 在 工艺 上 和 组 织 上 的 
联系 及 制约 关系 ,确定 各 工作 的 先后 顺序 , 列 出 工作 项 目 明细 表 , 见 表 9-1。 


表 9-1 
正 作 工作 内 容 紧 前 工作 工时 ( 周 ) 
A 市 场 调查 / 4 
B 资金 筹备 A 10 
和 需求 分 析 A 3 
D 产品 设计 A 6 
E 产品 研制 D 8 
F 制订 成 本 计划 CE 委 
G 制订 生产 计划 F 3 
H 筹备 设备 B,G 2 
I 筹备 原材料 B,G 8 
J 安装 设备 H 5 
K 调集 人 员 G 2 
I 准备 开工 投产 1.J,K 1 


(2) 绘制 网 络 图 
按照 明细 表 中 所 示 的 工作 遵循 前 面 的 画图 规则 作出 网 络 图 ,并 在 箭 线 上 标 出 工时 ,如 
图 9-11。 


图 9-11 


(3) 节点 编号 
事项 节点 编号 要 满足 前 述 的 要 求 , 即 从 始点 到 终点 要 从 小 到 大 编号 , 且 工 序 (i,j) 要 
求 i 二 j。 编 号 不 一 定 连 续 , 留 些 间隔 便于 修改 和 增添 工作 。 

以 上 介绍 的 网 络 图 画 法 是 用 箭 线 表示 工作 .每 个 工作 用 其 首尾 两 端 事项 表示 ,如 
GJ)。 这 种 网 络 图 称 为 双 代号 网 络 图 。 双 代号 网 络 图 由 于 常常 要 加 入 虚 工 作 , 使 图 显得 
比较 复杂 。 与 此 相应 ,国际 上 还 流行 一 种 单 代 号 网 络 图 。 它 用 节点 表示 工作 ,用 箭 线 表 明 
工作 之 间 的 关系 构成 网 络 . 表 9-1 例子 的 单 代 号 网 络 图 如 图 9-12。 
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9-12 


由 图 9-12 可 以 看 出 ,图 中 没有 虚 箭 线 , 工 作 关系 比较 清晰 ,但 由 于 节点 就 是 工作 ,在 
检查 工作 进度 时 ,不 如 双 代 号 使 用 方便 。 本 章 后 面 内 容 将 只 述 及 双 代 号 的 网 络 图 。 


三 、 网 络 图 分 类 


网 络 图 可 以 根据 不 同 指标 分 类 。 

(1) 确定 型 与 概率 型 网 络 图 

按 工时 估计 的 性 质 分 类 : 每 个 工作 的 预计 工时 只 估 一 个 值 , 这 通常 是 因为 这 些 工作 
的 实际 完成 情况 一 般 地 可 按 预计 工时 达到 , 即 实现 的 概率 等 于 或 近 于 1, 称 为 确定 型 网 络 
图 。 而 每 个 工作 用 三 种 特定 情况 下 的 工时 一 一 最 快 可 能 完成 工时 、 最 可 能 完成 工时 、 最 慢 
可 能 完成 工时 来 估计 时 , 称 为 概率 型 ( 非 确定 型 ) 网 络 图 。 

(2) 总 网 络 图 与 多 级 网 络 图 

如 按 网 络 图 的 综合 程度 分 类 ,同一 个 任务 可 以 画 成 几 种 详 略 程度 不 同 的 网 络 图 : 总 
网 络 图 .一 级 网 络 图 .二 级 网 络 图 等 ,分 别 供 总 指挥 部 .基层 部 门 . 具 体 执行 单位 使 用 。 

总 网 络 图 画 得 比较 概括 、 综 合 , 可 反映 任务 的 主要 组 成 部 分 之 间 的 组 织 联系 ,这 种 图 
一 般 是 指挥 部 门 使 用 ,一 则 重点 突出 ,二 则 便于 领导 掌握 任务 的 关键 路 线 与 关键 部 门 。 一 
级 .二 级 网 络 图 则 一 级 比 一 级 更 为 细微 .具体 ,便于 具体 部 门 及 单位 在 执行 任务 时 使 用 。 
为 了 便于 管理 ,各 级 网 络 图 中 工作 和 事项 应 实行 统一 编号 。 

除 此 之 外 ,网 络 图 还 可 以 根据 其 他 指标 划分 为 各 种 类 型 ,如 按 有 、\ 无 时 间 坐标 区 分 ,网 
络 图 可 分 为 有 时 间 坐 标 和 无 时 间 坐 标 两 种 。 有 时 间 坐 标 网 络 图 中 附 有 工作 天 或 日 历 天 的 
标 度 ,表示 工作 的 箭 杆 长 度 要 按 工 时 长 度 准确 画 出 。 


第 二 节 时间 参数 的 计算 


计算 网 络 图 中 有 关 的 时 间 参 数 , 主 要 目的 是 找 出 关键 路 线 , 为 网 络 计 划 的 优化 ` 调 整 
和 执行 提供 明确 的 时 间 概 念 。 

图 9-13 是 一 个 简单 的 网 络 图 。 从 始点 四 到 终点 加 共有 4 条 路 线 , 可 以 分 别 计算 出 每 
条 路 线 所 需 的 总 工时 。 


这 4 条 路 线 分 别 为 : 


OO-~~O-~@-~@O-@ 4 十 5 十 1 十 3 二 13( 周 ) 
(OudOndOnd Ond Om 4 十 3 十 4 十 2 十 4 一 17( 周 ) 
O00”® 4 十 2 十 2 十 4 一 12( 周 ) 
OO-~O-~G@--~@-~@-~O-~@ 14 十 5 十 2 十 4 十 2 十 4 一 21( 周 ) 


可 以 看 出 OQ 一 @ 一 @ 一 @@ 一 一 @ 所 需 时 间 最 长 , 它 表明 整个 任务 的 总 完工 期 
为 21 周 。 很 明显 ,这 条 线 上 的 工作 ,车 有 一 个 延迟 ,整个 工期 就 要 推迟 ; 若 某 一 工作 能 提 
前 ,整个 任务 就 可 以 提前 完成 。 而 不 在 这 条 路 上 的 工作 对 总 工期 则 没有 这 种 敏感 的 影响 
关系 ,如 工作 @ 一 @, 可 以 在 @ 一 加 工作 开始 后 四 周 就 开始 ,最 晚 可 以 推迟 到 第 13 周 再 开 
工 , 都 不 影响 总 完工 期 。 通 常 把 网 络 图 中 需 时 最 长 的 路 叫 作 关键 路 ,在 图 中 用 双 线 画 出 。 
关键 路 线 上 的 工作 称 为 关键 工作 。 要 想 使 任务 按期 或 提前 完工 ,就 要 在 关键 路 线 的 关键 
工作 上 想 办 法 。 网 络 图 的 关键 路 线 可 以 通过 时 间 参 数 的 计算 求 得 。 

网 络 图 的 时 间 参 数 包 括 工 作 所 需 时 间 、 事 项 最 时 .最 迟 时 间 、 工 作 的 最 早 . 最 迟 时 间 及 
时 差 等 。 进 行 时 间 参 数 计算 不 仅 可 以 得 到 关键 路 线 ,确定 和 控制 整个 任务 在 正常 进度 下 
的 最 早 完工 期 ,而 且 在 掌握 非 关键 工作 基础 上 可 进行 人 、 财 . 物 等 资源 的 合理 安排 ,进行 网 
络 计划 的 优化 。 

下 面 介绍 各 种 时 间 参 数 及 有 关 的 计算 公式 。 


一 、 工 作 时 间 上 ,7 的 确定 


工作 (人力 的 所 需 工 时 可 记 为 5. 力 , 有 以 下 两 种 确定 方法 。 

(1) 确定 型 

在 具备 工时 定额 和 劳动 定额 的 任务 中 ,工作 的 工时 ki, 力 可 以 用 这 些 定额 资料 确定 。 
有 些 工作 虽 无 定额 可 查 , 但 有 关 工 作 的 统计 资料 ,也 可 利用 统计 资料 通过 分 析 来 确定 工作 
的 工时 。 

(2) 概率 型 

对 于 开发 性 试制 性 的 任务 .或 对 工作 所 需 工 时 难以 准确 估计 时 ,可 以 采用 三 点 时 间 估 
计 法 来 确定 工作 的 工时 。 这 种 方法 对 每 道 工 作 先 要 作出 下 面 三 种 情况 的 时 间 估 计 : 
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可 能 完成 时 间 ( 最 乐观 时 间 ); 

可 能 完成 时 间 ; 

4b 一 一 最 慢 可 能 完成 时 间 ( 最 悲观 时 间 )。 

利用 3 个 时 间 a,m.b, 每 道 工作 的 期 望 工 时 可 估计 为 

4 (9.1) 


Li 四 一 
方差 为 
= ( 续 2) (9. 2) 
华罗庚 教授 曾 对 式 (9.1) 、 式 (9.2) 的 由 来 做 了 以 下 说 明 : 由 实际 工作 情况 表明 ,工作 
进行 时 出 现 最 顺利 和 最 不 利 情况 都 比较 少 ,更 多 的 是 在 最 可 能 完成 时 间 内 完成 ,工时 的 分 
布 近似 服从 于 正 态 分 布 。 假定 m 的 可 能 性 两 倍 于 a 或 2 的 可 能 性 ,应 用 加 权 平 均 法 。 
在 (a,m) 间 的 平均 值 为 E22， 


在 Cm,0) 间 的 平均 值 ab, 


a 二 2m 


-时 的 分 布 可 以 用 4 二 22 与 2 各 以 二 可 能 性 出 现 的 分 布 来 代表 


i Ey 人 十 b 4 b 
平均 (期 望 ) 工 时 L(G, 让) (4 +t) 和 ， 


(ee 人生 +( 疆 各 4 ze) ] (与 <). 


而 方差 

概率 型 网 络 图 与 确定 型 网 络 图 在 工时 确定 后 ,对 其 他 时 间 参 数 的 计算 基本 相同 ,没有 
原则 性 的 区 别 。 
二 、 事 项 时 间 参 数 

(1) 事项 的 最 早 时 间 
事项 j 的 最 早 时 间 用 4e(j) 表 示 . 它 表明 以 它 为 始点 的 各 工作 最 早 可 能 开始 的 时 间 ， 
也 表示 以 它 为 终点 的 全 部 工作 的 最 早 可 能 完成 时 间 . 它 等 于 从 始点 事项 到 该 事项 的 最 长 
路 线 上 所 有 工作 的 工时 总 和 。 事 项 最 时 时间 可 用 下 列 递 推 公式 ,按照 事项 编号 从 小 到 大 
的 顺序 逐个 计算 。 

设 总 开工 事项 编号 为 (1) 。 


te(1) 一 0 
1 (9. 3) 
LE(j) = max{te(i) + 70i,))} 


式 中 : Le(D) 与 事项 j 相 邻 的 各 紧 前 事项 的 最 早 时 间 。 
设 终点 事项 编号 为 n, 则 终点 事项 的 最 早 时 间 te(n) 显 然 就 是 整个 工程 的 总 最 早 完 
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工期 。 
(2) 事项 的 最 迟 时 间 

事项 i 的 最 迟 时 间 用 (让 表示 , 它 表 明 在 不 影响 任务 总 工期 条 件 下 ,以 它 为 始点 的 
工作 的 最 迟 必 须 开始 时 间 .或 以 它 为 终点 的 各 工作 的 最 迟 必须 完成 时 间 。 由 于 一 般 情况 
下 ,我们 都 把 任务 的 最 早 完工 时 间作 为 任务 的 总 工期 ,所 以 事项 最 迟 时 间 的 计算 公式 为 


LL(n) 一 总 工期 (或 (2z)) 
1 (9.4) 
tL.(2) = min(tL 0) —1(i,7))} 
式 中 : 4.(j) 一 一 与 事项 i 相 邻 的 各 紧 后 事项 的 最 迟 时 间 。 
式 (9.4) 也 是 递 推 公式 ,但 与 式 (9. 3) 相 反 , 是 从 终点 事项 开始 , 按 编号 由 大 至 小 的 顺 


序 逐 个 由 后 向 前 计算 。 
三 、 工 作 的 时 间 参 数 
(1) 工作 的 最 早 可 能 开工 时 间 与 工作 的 最 早 可 能 完工 时 间 
一 个 工作 GD 的 最 早 可 能 开工 时 间 用 4e(Gi 力 表示 。 任 何 一 件 工作 都 必须 在 其 所 有 
紧 前 工作 全 部 完工 后 才能 开始 。 工 作 (i,7) 的 最 早 可 能 完工 时 间 用 sr(i7) 表 示 。 它 表示 
工作 按 最 早 开工 时 间 开 始 所 能 达到 的 完工 时 间 。 它 们 的 计算 公式 为 
les(1,))=0 
les(i,j) = max{les(k.i) + 1(k.i)} (9.5) 


LEFGisj) = Les(isj) 十 Li 
这 组 公式 也 是 递 推 公式 。 即 所 有 从 总 开工 事项 出 发 的 工作 (1.7) ,其 最 早 可 能 开工 时 
间 为 零 ; 任 一 工作 (i, 站 的 最 早 开工 时 间 要 由 它 的 所 有 紧 前 工作 (k, 让 的 最 早 开 工时 间 决 
定 ; 工作 (Gi, 站 的 最 早 完 工时 间 显然 等 于 其 最 早 开工 时 间 与 工时 之 和 。 
(2) 工作 的 最 迟 必 须 开 工时 间 与 工作 的 最 迟 必须 完工 时 间 
一 个 工作 (zi7) 的 最 迟 必 须 开 工时 间 用 xs(i7) 表 示 。 它 表示 工作 (7) 在 不 影响 整 
个 任务 如 期 完成 的 前 提 下 ,必须 开始 的 最 迟 时 间 。 
工作 (z7) 的 最 迟 必须 完工 时 间 用 (i, 站 表示 。 它 表示 工作 (i,j) 按 最 迟 时 间 开 工 ， 
所 能 达到 的 完工 时 间 。 它 们 的 计算 公式 为 
tLF(isn) 一 总 完工 期 (或 te (i,n)) 
ts(isj) 一 min(irsCjohk) 一 人) (9. 6) 


tLF(i,j) = tis(isj) + 1(i,7) 

式 (9.6) 是 按 工作 的 最 迟 必 须 开工 时 间 由 终点 向 始点 逐个 递 推 计算 。 凡 是 进入 总 完 
工事 项 nn 的 工作 (i,n) ,其 最 迟 完工 时 间 必 须 等 于 预定 总 工期 或 等 于 这 个 工作 的 最 早 可 能 
完工 时 间 。 任 一 工作 (7 的 最 迟 必 须 开 工时 间 由 它 的 所 有 紧 后 工作 (7 ,&) 的 最 迟 开工 时 
间 确 定 。 而 工作 (Gz.7) 的 最 迟 完工 时 间 显 然 等 于 本 工作 的 最 迟 开工 时 间 加 工时 。 
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由 于 任 一 个 事项 i( 除 去 始点 事项 和 终点 事项 ). 既 表示 某 些 工作 的 开始 又 表示 某 些 
工作 的 结束 。 所 以 从 事项 与 工作 的 关系 考虑 ,用 式 (9. 5) 、 式 (9. 6) 求 得 的 有 关 工 作 的 时 间 
参数 也 可 以 通过 事项 的 时 间 参 数 式 (9. 3) , 式 (9. 4) 来 计算 。 如 工作 (i, 店 的 最 早 可 能 开工 
时 间 tes (i, 站 就 等 于 事项 i 的 最 早 时 间 te(i)。 工 作 (i. 门 的 最 迟 必 须 完工 时 间 等 于 事项 j 
的 最 迟 时 间 。 

四 、 时 差 

工作 的 时 差 又 叫 工 作 的 机 动 时 间或 富裕 时 间 , 常 用 的 时 差 有 两 种 。 

(1) 工作 的 总 时 差 

在 不 影响 任务 总 工期 的 条 件 下 , 某 工 作 (i, 站 可 以 延迟 其 开工 时 间 的 最 大 幅度 , 叫 作 
该 工作 的 总 时 差 , 用 R(i, 由 表示 。 

其 计算 公式 为 


R(i,j) = trr(isj) — ter(i,j) (9. 7a) 
或 
RO(i,j) = ts(i,)) — ies(i,j) (9.7b) 
(2) 工作 的 单 时 差 
工作 的 单 时 差 是 指 在 不 影响 紧 后 工作 的 最 早 开工 时 间 条 件 下 ,该 工作 可 以 延迟 其 开 
工时 间 的 最 大 幅度 ,用 (7 表示 。 
其 计算 公式 为 
r(isj) = Les(j sk) — Ler ij) (9. 8) 
即 单 时 差 等 于 其 紧 后 工作 的 最 早 开工 时 间 与 本 工作 的 最 早 完工 时 间 之 差 。 
工作 总 时 差 和 单 时 差 的 区 别 与 联系 可 以 通过 图 9-14 来 说 明 。 在 图 9-14 中 ,工作 4 
与 工作 c 同 为 工作 a 的 紧 后 工作 。 可 以 看 出 ,工作 a 的 单 时 差 不 影响 紧 后 工作 的 最 早 开 
工时 间 ,而 其 总 时 差 却 不 仅 包括 本 工作 的 单 时 差 , 而 且 包 括 了 工作 2,c 的 时 差 , 使 工作 c 
失去 了 部 分 时 差 而 工作 4b 失去 了 全 部 自由 机 动 时 间 。 所 以 占用 一 道 工 序 的 总 时 差 虽然 不 
影响 整个 任务 的 最 短工 期 , 却 有 可 能 使 其 紧 后 工作 失去 自由 机 动 的 余地 。 


T 作 a EF LF 
3 1 !ESiLS EF LF 
| + t 工作 b 
| !Es! LS EF LF 
和 工作 c 
单 时 差 本 本 
1 
总 时 其 1 
1 
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五 、 时 间 参 数 的 图 上 计算 法 


网 络 图 时 间 参 数 的 计算 方法 很 多 ,如 图 上 计算 法 、 表 上 计算 法 、 和 矩阵 法 以 及 使 用 计算 
机 计算 等 。 下 面 结 合 例 1 分 别 介绍 图 上 计算 法 和 表 上 计算 法 。 

例 1 资料 数据 见 图 9-15, 它 同 于 由 表 9-1 实例 画 出 的 网 络 图 9-11。 

(1) 先 计 算 事项 的 时 间 参 数 
事项 的 最 早 时 间 从 总 开工 事项 @@ 开 始 ,利用 式 (9. 3) ,在 图 上 由 编号 小 一 大 逐个 计 
算 , 如 


teE(2) = 0+4=4 
te(3) = 4+6=10 
te(4) = max{(4 十 3,10 十 8} = 18 


ie(10) = 32 


图 9-15 


把 计算 结果 标 和 人 图 中 相应 事项 编号 上 方 矩形 框 的 上 部 ,然后 计算 事项 的 最 迟 时 间 ,从 总 完 
工事 项 四 开始 .由 后 向 前 利用 式 (9.4) 逐 个 进行 计算 . 当 任务 给 定 完工 期 限时 ,事项 四 的 最 
迟 时 间 就 等 于 规定 期 限 ,否则 就 等 于 刚 计算 出 的 事项 四 的 最 早 时 间 32。 如 

lO) = 

1.(9) = 32—1= 31 

Xe) = T= 6 

1.(7) = min{31 — 8.26— 2) = 23 


tL.(1)=4—4=0 
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计算 结果 标 和 上述 框 的 下 部 。 全 部 计算 结果 见 图 9-15。 

(2) 工作 时 间 参 数 的 计算 

计算 过 程 及 结果 见 图 9-16。 

在 图 上 计算 工作 的 时 间 参 数 时 ,只 用 式 (9. 5) 、 式 (9.6) 计 算出 工作 的 最 早 开工 时 间 和 
最 迟 开工 时 间 填 入 图 中 。 这 是 由 于 图 中 标 有 工作 的 工时 ,所 以 工作 的 最 早 及 最 迟 完 工时 
间 极 易 算 出 ,不 在 图 中 标 出 。 

与 计算 事项 的 时 间 参 数 类 似 , 先 用 式 (9. 5) 从 始点 开始 ,逐个 计算 工作 的 最 早 可 能 开 
工时 间 iss(Gi,j), 标 入 箭 杆 上 方 的 菱形 方 框 的 上 半 部 。 然 后 从 终点 由 后 向 前 按 式 (9. 6) 逐 
个 计算 工作 最 迟 必 须 开 工时 间 As(i,7) , 填 和 人 萎 形 方 框 的 下 半 部 。 
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然后 用 式 (9.7) 计 算 总 时 差 填 和 人 图 中 [ ] 处 。 由 于 图 上 没有 wer(i,j) ,只 有 Les(i,j) 和 

4(i, 站 ,所 以 将 式 (9. 8) 变 形 为 
r(i,j) = tes (jk) — Les(isj) — (i,j) (9. 9) 

用 此 式 来 计算 工作 的 单 时 差 , 填 入 图 中 ( ) 内 , 见 图 9-16。 

由 关键 路 线 的 意义 可 知 .这 条 线 在 时 间 上 没有 回旋 余地 , 即 每 个 关键 工作 应 满足 “最 
早 开工 时 间 等 于 最 迟 必须 开工 时 间 ” 的 条 件 , 而 非 关 键 工作 则 有 富裕 时 间 。 所 以 总 时 差 为 
零 的 工作 链 就 是 关键 路 线 。 

检查 图 9-16 中 各 工作 的 总 时 差 , 得 到 其 关键 路 线 为 : 

OO 一 @ 一 DO 一 @ 一 四 .总 工期 : 32( 周 ), 见 图 9-16 中 双 线 所 示 。 

确定 及 掌握 任务 的 关键 路 线 可 使 我 们 在 实施 计划 时 做 到 心中 有 数 。 就 本 例 来 讲 , 对 
照 表 9-1 看 出 ,关键 工作 含 : 市 场 调查 、 产 品 设计 、 产 品 研制 .制订 成 本 计划 等 项 ,要 严格 
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控制 按 预定 工时 进行 ,否则 会 拖 长 整个 任务 的 工期 。 相 对 来 讲 , 非 关键 工作 由 于 有 了 时差 存 
在 ,在 资源 或 人 力 不 足 时 .可 适当 调整 这 些 工作 的 工时 及 开工 时 间 ,不 会 影响 总 工期 。 

通过 这 个 例子 还 可 以 进一步 了 解 总 时 差 与 单 时 差 的 区 别 , 我 们 把 图 9-16 中 部 分 工作 
的 链 取 出 来 观察 ,如 图 9-17。 


CD) 10 
今 下 全 Bi eri 
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工作 (1,7) 有 单 时 差 13, 如 果 把 工作 (1,7) 拖 至 13 周 开工 ,对 它 后 面 的 工作 最 早 开工 
时 间 及 时 差 等 没有 影响 ,对 整个 工期 也 没有 影响 。 而 只 有 总 时 差 没 有 单 时 差 的 工作 则 不 
然 ,如 工作 (7,8) 有 总 时 差 1 而 没有 单 时 差 ,如 果 让 工作 (7,8) 推 迟 1 周 于 24 周 开工 时 , 虽 
然 总 工期 不 受 影响 ,但 其 后 面 工作 的 最 早 时 间 及 时 差 都 要 受 影响 , 变 为 图 9-18 情况 。 所 
以 使 用 时 差 来 调整 工作 时 应 尽量 先 用 单 时 差 。 


六 、 时 间 参 数 的 表 上 计算 法 


在 网 络 图 上 直接 计算 时 间 参 数 , 方 法 简便 直观 。 但 是 当 工 作 数 目 多 ,图 形 复杂 时 容易 
遗漏 和 出 错 ,故常 常 采用 表 上 计算 法 。 下 面 仍 结合 本 章 例 1 讲述 。 

表 上 计算 首先 要 列 出 计算 用 表 , 如 表 9-2 的 表 头 ,注意 工作 的 排列 应 严格 按照 箭 尾 事 
项 编号 由 小 到 大 的 顺序 排列 , 箭 尾 事项 相同 的 工作 , 按 其 箭头 事项 由 小 到 大 排列 。 将 已 知 
各 工作 的 工时 (第 3 列 ) 填 入 表 中 。 

首先 计算 工作 的 最 早 开 工时 间 和 最 早 完工 时 间 ,利用 式 (9. 5) 由 上 至 下 逐个 计算 填 人 
表格 中 的 第 4 列 、 第 5 列 。 

其 次 计算 并 填写 工作 的 最 迟 开工 和 最 迟 完工 时 间 ,. 即 表 中 第 6 列 . 第 7 列 , 计 算 和 填 
写 顺 序 是 由 下 至 上 ,利用 式 (9. 6) 进 行 。 

最 后 计算 并 填写 总 时 差 和 单 时 差 。 第 8 列 总 时 差 可 由 各 工作 第 6 列 与 第 4 列 上 的 数 
相 减 求 得 , 即 用 式 (9.7), 也 可 以 由 第 7 列 与 第 5 列 相 减 求 得 。 第 9 列 单 时 差 是 用 式 (9. 8) 
由 紧 后 工作 的 第 4 列 与 该 项 工作 第 5 列 相应 数字 相 减 得 到 。 

按 总 时 差 为 零 选 出 关键 工作 写 和 人 第 10 列 . 得 到 关键 路 线 。 

例 1 用 表 上 计算 法 计算 结果 见 表 9-2。 
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表 9-2 
工 作 工作 工时 | 最 早 开工 | 最 早 完工 | 最 迟 开工 | 最 迟 完工 | 总 时 差 | 单 时 差 | 关键 

箭 尾 ; 箭头 ) | ED) | tmG) | tspGin)) | asG7) | arG) | RG | rG.7 | 工作 

1 2 3 4 5 6 ” 8 9 10 

0 加 4 0 4 0 4 0 0 IO=®@ 

0 @O 10 0 10 13 23 13 13 

@ @ 6 4 10 4 10 0 0 |@=>®@ 

© 四 3 4 7 15 18 11 11 

@ @ 8 10 18 10 18 0 0 |@—@ 

@ [@) 2 18 20 18 20 0 0 |@O-~@ 

© © 8 20 23 20 23 0 0 |@O-~@ 

@ @O 0 23 23 23 23 0 0 |@-@O 

© ®@ 2 23 25 29 31 6 6 

(@) ® 2 23 25 24 26 1 0 

(@) @ 8 23 31 23 31 0 0 |O-~@ 

® @ 5 25 30 26 31 1 1 

四 四 1 31 32 31 32 0 0 I>0 


七 、 概 率 型 网 络 图 的 时 间 参 数 计算 

由 前 面 知道 ,对 于 概率 型 网 络 图 , 当 求 出 每 道 工作 的 平均 期 望 工时 上 和 方差 o? 后 ,就 
可 以 同 确定 型 网 络 图 一 样 , 用 式 (9.3) 一 式 (9.8) 计 算 有 关 时 间 参 数 及 总 完工 期 Tz。 

由 于 它们 的 工作 工时 本 身 包 含 着 随机 因素 .所 以 整个 任务 的 总 完工 期 也 是 个 期 望 工 
期 。 它 是 关键 路 线 上 各 道 工 作 的 平均 工时 之 和 Tz 一 >》)4, 所 以 总 完工 期 的 方差 就 是 关 
键 路 上 所 有 工序 的 方差 之 和 >)o”。 若 工作 足够 多 ,每 一 工作 的 工时 对 整个 任务 的 完工 期 
影响 不 大 时 ,由 中 心 极 限定 理 可 知 ,总 完工 期 服从 以 Tz 为 均值 ,以 > )c? 为 方差 的 正 态 分 
布 。 

为 达到 严格 控制 工期 ,确保 任务 在 计划 期 内 完成 的 目的 ,我 们 可 以 计算 在 某 一 给 定期 
限 T, 前 完工 的 概率 。 可 以 指定 多 个 完工 期 T, ,直到 求 得 有 足够 可 靠 性 保证 的 计划 完工 
期 T; ,将 其 作为 总 工期 。 


二 (这 下 = 人 xl(rz， V5 )a 


ra 


=| VE N(0, Dd 


dk 渍 沁 


Ze 


= (9. 10) 
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式 中 , N (Tz， 信和) 以 Tz 为 均值 ，V >)c? 为 均 方差 的 正 态 分 布 。 
N(0,1) 一 一 以 0 为 均值 ,1 为 均 方差 的 标准 正 态 分 布 。 
例 2 已 知 某 一 计划 ( 见 图 9-19) 中 各 件 工作 的 em,2 值 (单位 为 月 ), 见 表 9-3 的 第 
2.3\4 列 。 要 求 : 


(1) 每 件 工作 的 平均 工时 1 及 均 方 差 c; 
(2) 夯 出 网 络 图 ,确定 关键 路 线 ; 
(3) 在 25 个 月 前 完工 的 概率 。 


解 
(1) 用 式 (9. 1) 和 式 (9. 2) 计 算出 各 项 工作 的 平均 工时 上 和 vc, 填 人 表 9-3 第 5、6 
列 中 。 
表 9-3 
工作 a m b t o 
D0-® ? 8 9 8 0.333 
D>® 5 ed 8 6. 833 0.5 
@O® 6 9 12 9 1 
@>@ 4 4 4 4 0 
@—@ 7 8 10 8. 167 0.5 
g@-~@ 10 13 19 13.5 下 
Q@-~@ 3 4 6 4. 167 0.5 
@~@ 4 5 - 5.167 0.5 
(Dus) 9 11 9 0.667 
©*0 3 4 8 4.5 0. 833 


(2) 按 4 值 计算 出 各 工作 的 最 早 开 工时 间 ies 和 最 迟 开 工时 间 lis, 总 时 差 尺 见 
表 9-4。 
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表 9-4 
工作 ts tLs R 
CO-O 0 3. 333 3. 333 
O-~@ 0 0 0 
@-~~@ 8 1 333 3.333 
@—@ 6.833 6. 999 0. 166 
(Gag) 6.833 6. 999 0. 166 
@~@ 6.833 6. 833 0 
Q@~~@ 10. 833 10. 999 0.166 
”© 15 15. 166 0.166 
(Hid) 15 15. 833 0. 833 
©“0 20.333 20. 333 0 

从 表 9-4 中 可 知 , 时 差 为 零 的 工作 为 (1,3)、(3,6)、(6,.7), 所 以 关键 路 线 为 上 一 四 一 

@ 一 @ ,总 完工 期 为 24. 833( 月 ) 。 


(3) 由 于 关键 工作 为 (1,3)、(3,6)、(6,7) ,所 以 
V2 =VoTtstoetod = V0. 于 二 15 二 0.8337 21.787 
应 用 式 (9.10) ,在 25 个 月 前 完工 概率 
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PT 25) | N(0,Ddi 二 @B(0.099) = 53.98%( 查 正 态 分 布 表 得 出 ) 

即 此 计划 在 25 个 月 前 完工 概率 为 0. 539 8。 

应 用 类 似 办 法 ,可 以 求 得 任务 中 某 一 事项 i 在 指定 日 期 T,( 引 前 完成 的 概率 ,只 需 把 
式 (9.10) 中 Tz 换 为 事项 i 的 最 早 可 能 时 间 4e( 让 .而 >)a? 的 含义 变 为 事项 i 的 最 长 的 先 
行 工作 路 线 所 需 时 间 的 方差 即 可 , 即 

PT 二 TD) = | 人 人 
V2 

计算 出 每 一 事项 按期 完工 概率 后 ,具有 和 较 小 概率 的 事项 应 特别 注意 ,凡是 以 它 为 完工 
时 间 的 工作 均 应 加 快 工作 进度 。 

另外 ,还 应 注意 那些 从 始点 到 终点 完工 日 期 与 总 工期 相近 的 次 关键 路 线 , 计 算 它 们 按 
总 工期 完工 的 概率 ,实施 计划 时 要 对 其 中 完工 概率 较 小 的 一 些 路 线 从 严 控制 进度 。 


第 三 节 ”网络 计 划 的 优化 


通过 画 网 络 图 并 计算 时 间 参 数 , 已 得 到 了 一 个 初步 的 网 络 计 划 。 而 网 络 计划 技术 的 
核心 却 在 于 从 工期 成本、 资源 等 方面 对 这 个 初步 方案 做 进一步 的 改善 和 调整 ,以 求 得 最 
佳 效果 。 这 一 过 程 , 就 是 网 络 计划 的 优化 。 衡 量 一 个 计划 的 优 劣 ,本 应 从 工期 .成 本 ,资源 
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消耗 等 方面 综合 评价 ,但 是 目前 还 没有 一 个 能 全 面 反 映 这 些 指标 的 综合 数学 模型 ,一般 只 
是 按照 某 一 个 或 两 个 指标 来 衡量 计划 的 优 劣 ,如 以 工期 最 短 为 指标 的 时 间 优 化 问题 ; 要 
求 在 资源 有 限 条 件 下 争取 工期 最 短 的 优化 问题 ; 兼顾 成 本 与 工期 的 最 低 成 本 日 程 和 最 低 
成 本 赶 工 等 优化 问题 。 

不 同 的 优化 目标 有 不 同 的 优化 方法 ,下 面 举例 说 明 优化 的 几 种 方法 。 


一 、 把 串联 工作 改 为 平行 工作 或 平行 交叉 工作 


为 了 缩短 整个 任务 的 完工 期 ,达到 时 间 优 化 的 目标 ,可 以 研究 关键 路 线 上 串联 的 每 一 
个 工作 有 无 可 能 改 为 平行 工作 或 交叉 进行 的 工作 ,以 缩短 工期 。 如 在 图 9-8 中 , 原 计划 市 
场 调研 需 12 天 ,如 增加 人 力 改 为 三 组 同时 进行 , 则 只 需 4 天 即 可 。 又 如 图 9-9 所 示 之 例 ， 
挖 沟 工 作 A 需 9 天 , 埋 管子 工作 B 需 6 天 ,串联 工作 需 时 15 天 ,而 变 为 三 段 交叉 工作 ,只 
需 11 天 。 这 种 方法 虽然 简单 ,但 是 行 之 有 效 。 


二 、 利 用 时 差 

由 于 网 络 图 中 的 非 关 键 路 工作 都 有 时 差 , 所 以 这 些 工 作 在 开工 时 间 上 ,具体 工时 上 都 
具有 一 定 的 弹性 。 为 了 缩短 任务 的 总 工期 ,可 以 考虑 放 慢 非 关 键 工 作 的 进度 ,减少 这 些 工 
作 的 人 力 ,资源 , 转 去 支援 关键 工作 ,以 使 关键 工作 的 工时 缩短 来 达到 目的 。 
三 、 有 限 资源 的 合理 分 配 


一 项 任务 的 可 用 资源 总 是 有 限 的 ,因此 时 间 计 划 必 须 考 虑 资源 问题 。 

以 人 力 资源 为 例 。 图 9-20 所 示 的 网 络 图 ,已 计算 出 关键 路 线 为 D 一 @ 一 @ 一 加 一 
@ ,总 工期 为 11 天 。 箭 杆 上 人 入 中 标注 数字 为 工作 每 天 所 需 人 力 数 (假设 所 有 工作 都 需要 
同一 种 专业 工人 )。 


ON 


A 


图 9-20 


天 ) 


4 
全 和 从 和 ZE | 
CD 2 2) 2 %G) 站 4 
A (单位 : 


画 出 带 日 程 的 网 络 图 及 资源 动态 曲线 ,如 图 9-21( 图 中 虚线 为 非 关 键 工作 的 总 时 差 ) 。 

由 图 9-21 可 见 , 若 按 每 道 工 作 的 最 早 开工 时 间 安 排 , 人 力 需 求 很 不 均匀 ,最 多 者 为 
20 人 /日 ,最 少 为 1 人 /日 ,这 种 安排 即使 在 人 力 资源 充足 条 件 下 也 是 很 不 经 济 的 。 现 假 
设 资源 有 限 , 每 日 可 用 人 力 为 10 人 .下面 进 行 计划 调整 ,希望 能 不 延迟 总 工期 或 尽量 少 延 
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迟 。 调 整 的 基本 原则 可 以 有 : 

(1) 尽量 保证 关键 工作 的 日 资源 需求 量 。 

(2) 利用 非 关 键 工作 的 时 差错 开 各 工作 的 使 用 资源 时 间 。 

(3) 在 技术 章程 允许 条 件 下 ,可 适当 延长 时 差 大 的 工作 的 工时 ,或 切断 某 些 非 关 键 工 
作 , 以 减少 日 总 需求 量 。 

具体 方法 是 按 资源 的 日 需求 量 所 划分 的 时 间 段 逐步 从 始点 向 终点 进行 调整 ,本 例 中 ， 
第 一 个 时 间 段 为 [0,2] ,需求 量 为 18 人 /日 ,在 调整 时 要 对 本 时 间 段 内 各 工作 按 总 时 差 的 
递增 顺序 排队 编号 ,如 : 

工作 (1,2) ,总 时 差 0, 编 为 1# 

工作 (1,4) ,总 时 差 1, 编 为 2# 

工作 (1,6) ,总 时 差 7, 编 为 3# 

对 编号 小 的 优先 满足 资源 需求 量 , 当 累计 和 超过 10 人 时 ,未 得 到 人 力 安排 的 工作 应 
移入 下 一 时 间 段 ,本 例 中 工作 (1,2) 与 (1,4) 人 力 日 需求 量 为 9, 而 工作 (1,6) 需 9 人 /日 ， 
所 以 应 把 (1,6) 移 出 [0.2] 时 间 段 后 开工 , 见 图 9-22。 

接着 调整 [2,3] 时 间 段 。 在 编号 时 要 注意 ,如 果 已 进行 的 非 关键 工作 不 允许 中 断 , 则 
编号 要 优先 考虑 ,把 它们 按照 新 的 总 时 差 与 最 早 开始 时 间 之 和 的 递增 顺序 排列 ,和 否则 同 于 
第 一 段 的 编号 规则 。 

以 后 各 时 间 有 段 类 似 处 理 .经 过 几 次 调整 ,可 得 图 9-23。 此 时 人 力 日 需求 量 已 满足 不 
超过 10 人 的 限制 ,总 工期 未 受 影响 ,必要 时 总 工期 可 能 会 延迟 。 

需要 说 明 的 是 ,由 于 编号 及 调整 规则 只 是 一 种 原则 ,所 以 调整 结果 常常 是 较 好 方案 ， 
不 一 定 是 工期 最 短 方案 。 由 于 求 精 确 解 有 时 很 繁 难 , 网 络 优化 中 多 采用 这 类 近似 算法 。 
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四 、 最 低 成 本 日 程 


项 目 或 任务 的 成 本 一 般 包括 直接 费用 和 间接 费用 两 部 分 。 直 接 费 用 是 完成 各 项 工作 
直接 所 需 人 力 资源. 设备 等 费用 ,为 缩短 工作 的 作业 时 间 , 需 采用 一 些 技 术 组 织 措施 , 相 
应 会 增加 一 些 费用 ,在 一 定 范围 内 ,工作 的 作业 时 间 越 短 , 直 接 费用 越 大 。 间 接 费 用 则 包 
括 管理 费 , 办 公费 等 , 常 按 任务 期 长 短 分 摊 , 在 一 定 条 件 下 ,工期 越 长 ,间接 费用 越 大 。 它 
们 与 工期 的 关系 如 图 9-24 所 示 : 工期 缩短 时 直接 费用 要 增加 而 间接 费用 减少 ,总 成 本 是 
由 直接 费用 与 间接 费用 相 加 而 得 。 通 过 计算 网 络 计 划 的 不 同 完 工期 相应 的 总 费用 ,以 求 
得 成 本 最 低 的 日 程 安排 就 是 “最 低 成 本 日 程 ", 又 称 * 工 期 一 成 本 ”优化 。 

直接 费用 与 工作 所 需 工 时 关系 , 常 假定 为 直线 关系 ,如 图 9-25, 工 作 (i,j) 的 正常 工时 
为 D; ,所 需 费 用 Mi ; 特急 工时 为 d; ,所 需 费 用 wm ,工作 (i,j) 从 正常 工时 每 缩短 一 个 单 
位 时 间 所 需 增 加 的 费用 称 为 成 本 斜率 .用 ci 表示 。 


攻 ms 一 Ms 
j= 
Dr —ds 


费用 


间接 费用 


ss 本 
ss 下 
直接 费用 而 
1 
OE 


最 低 成 本 日 程 工期 


图 9-24 9-25 
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下 面 通过 简 例 说 明 最 低 成 本 日 程 的 计算 方法 。 
例 3 已 知 网 络 计 划 各 工作 的 正常 工时 .特急 工时 及 相应 费用 如 表 9-5, 网 络 图 
如 图 9-26 。 


表 9-5 
二 正常 工时 特急 工时 成 本 斜率 ci 
时 间 /d 费用 /元 时 间 /d 费用 /元 /( 元 /d) 

OO~Q@ 24 5 000 16 7 000 250 
OO-~~Q@ 30 9 000 18 10 200 100 
©@—@ 22 4 000 18 4800 200 
@~~@ 26 10 000 24 10 300 150 
四 一 @ 24 8 000 20 9 000 250 
@~~@ 18 5 400 18 5 400 一 
@~~@ 18 6 400 10 6 800 50 


按 正常 工时 从 图 9-26 中 计算 出 总 工期 为 74 天。 关键 路 线 为 上 中 一 加 一 四 一 @, 由 
表 9-5 可 计算 出 正常 工时 情况 下 总 直接 费用 为 47 800 元 。 


图 9-26 


设 正常 工时 下 ,任务 总 间接 费用 为 18 000 元 ,工期 每 缩短 一 天 ,间接 费用 可 节省 330 
元 , 求 最 低 成 本 日 程 。 

解 以 图 9-26 所 示 的 原始 网 络 为 基础 ,计算 按 下 列 步骤 进行 : 

(1) 从 关键 工作 中 选 出 缩短 工时 所 需 直 接 费 用 最 少 的 方案 ,并 确定 该 方案 可 能 缩短 
的 天 数 。 

(2) 按照 工作 的 新 工时 ,重新 计算 网 络 计划 的 关键 路 线 及 关键 工作 。 

(3) 计算 由 于 缩短 工时 所 增加 的 直接 费用 。 

不 断 重复 上 述 三 个 步骤 ,直到 工期 不 能 再 缩短 为 止 。 

下 面 结合 例 3 说 明 : 

从 图 9-26 看 出 ,关键 路 线 上 的 三 道 关键 工作 (1,3)、(3,4)、(4,6) 中 ,工作 (1,3) 的 成 
本 斜率 相 比 之 下 最 小 ,应 选择 在 工作 (1,3) 上 缩短 工时 , 查 表 9-5 知 ,最 多 可 缩短 12 天 , 即 
取 工 作 (1,3) 新 工时 为 30 一 12 二 18( 天 )。 重 新 计算 网 络 图 时 间 参 数 ,结果 如 图 9-27(a) 所 
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示 ,关键 路 线 为 0 一 四 一 四 一 @ .工期 为 64 天 ,实际 只 缩短 了 10 天。 这 意味 着 (1,3) 工 作 
没有 必要 减少 12 天 ,(1,3) 工 时 应 取 30 一 10 王 20( 天 )。 重 新 计算 ,结果 如 图 9-27(b) ,总 
工期 为 64 天 ,有 两 条 关键 路 线 : DO 一 @ 一 Q@~@ 与 0 一 @ 一 四 一 @ ,此 次 调整 增加 直接 
费用 10X 100 王 1 000( 元 ) 。 


9-27 


重复 步骤 (1)、(2)、(3) ,必须 注意 两 条 关键 路 线 应 同时 缩短 。 有 如 下 几 个 方案 可 
选择 : 

(1) 在 (1,3) 与 (1,2) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费 用 100 十 250 二 350( 元 ); 

(2) 在 (1,3) 与 (2,4) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费用 100 十 200 一 300( 元 ); 

(3) 在 (3,4) 与 (1,2) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费 用 150 十 250 一 400( 元 ); 

(4) 在 (3,4) 与 (2,4) 上 同时 缩短 一 天 , 需 费 用 150 十 200 王 350( 元 ) 。 

取 费 用 最 小 方案 为 方案 (2) ,(1,3) 最 多 可 缩短 2 天 ,(2,4) 可 缩短 4 天, 取 其 中 小 者 
即将 (1,3) 与 (2,4) 的 工时 分 别 改 为 20 一 2 二 18( 天 ) .22 一 2 一 20( 天 )。 重 新 计算 网 络 图 时 
间 参 数 ,结果 见 图 9-28。 总 工期 为 62 天 ,这 时 关键 路 线 仍 为 2 条 : 四 一 加 一 田 一 四 与 
Q@ 一 @ 一 @ 一 @. 增 加 直接 费用 2X300= 二 600( 元 )。 


再 进行 第 三 次 调整 ,结果 见 图 9-29。 总 工期 为 60 天 ,关键 路 线 为 : DO 一 @ 一 @ 一 @O， 
四 一 四 一 @@ 一 @ 和 四 一 @ 一 加 一 @ ,所 增加 的 直接 费用 为 2X350 一 700( 元 )。 

由 于 一 条 关键 路 线 @ 一 @ 一 @@ 一 @ 上 各 工作 工时 已 不 能 缩短 ,计算 结束 。 

全 部 计算 过 程 及 相应 费用 变化 列 成 表 9-6。 由 表 中 可 见 ,最 低 成 本 日 程 为 62 天 ,总 成 
本 为 63 440 元 。 
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可 缩短 | 实际 缩短 | 总 直接 总 间接 总 成 本 总 工期 


计算 过 程 工作 名 称 


天 数 /d 天 数 /d 费用 /元 | 费用 /元 /元 /d 
0 一 一 一 47 800 18 000 65 800 74( 正 常 ) 
1 (1,3) 12 10 48 800 14 700 63 500 64 
2 (1,3) 与 (2,4) 2,4 49 400 14 040 63 440 62 
3 (3,4) 与 (2,4) 2,2 2 50 100 13 380 63 480 60 


关于 最 低 成 本 日 程 的 计算 步骤 ,也 可 改 为 计算 总 费用 ,并 与 上 一 次 的 总 费用 进行 比 
较 , 若 费用 不 能 再 降低 则 停止 计算 。 

网 络 计划 技术 是 先进 的 科学 方法 ,但 毕竟 只 是 计划 ,在 制订 时 就 包含 着 许多 不 确定 的 
因素 ,所 以 在 计划 的 实施 阶段 还 必须 不 断 检查 ,进行 分 析 , 及 时 地 采取 措施 修订 计划 ,才能 
确保 计划 的 实现 。 完 整 的 网 络 计划 技术 是 一 个 管理 系统 , 即 最 优 的 计划 、 精 确 的 情报 信 
息 ,再 加 上 系统 管理 , 才 是 网 络 计划 技术 的 全 部 精 艇 。 


第 四 节 图解 评审 法 简介 


前 面 介绍 的 网 络 计划 方法 主要 研究 以 时 间 为 主要 参数 的 确定 型 网 络 模型 。 其 中 提 到 
的 概率 型 网 络 模型 也 只 是 讨论 工作 工时 的 不 确定 性 ,并 没有 对 事项 或 工作 的 不 确定 性 进 
行 讨论 。 由 于 这 类 网 络 模型 的 建立 有 严格 的 规则 ,大 量 研 究 与 开发 类 的 计划 尚 无 法 用 它 
们 表达 。 

例 4 新 产品 研制 问题 

某 工 厂 研 制 一 种 新 产品 的 过 程 是 研制 检测 ,经 检测 后 ,或 成 功 (鉴定 ,概率 为 0.7)， 
或 失败 (作废 品 处 理 , 概 率 为 0.1) ,或 修改 图 纸 , 进 一 步 研制 (概率 为 0.2)。 用 确定 型 网 络 
图 表示 上 述 过 程 . 暂 不 考虑 工作 的 工时 ,括号 内 为 工作 实现 的 概率 。 如 图 9-30 所 示 。 


OO 研制 测试 鉴定 (0.7) -G) 


品 处 理 (0.1 
废品 处 理 (0.1) 
研制 


图 9-30 中 出 现 : 

(1) @ 一 Q@ 一 @ 一 @ 回 路 。 

(2) 事项 节点 加 后 边 的 三 个 工作 不 是 确定 要 进行 的 ,而 是 按 一 定 概 率 随 机 发 生 的 ,三 
个 工作 上 只 能 出 现 一 个 。 
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(3) 有 两 个 终点 事项 @ .@ ,研制 成 功 或 失败 都 只 能 以 一 定 的 概率 实现 。 

(4) 整个 研制 工作 经 由 哪 几 个 工作 到 达 哪 个 终点 是 随机 的 。 这 与 网 络 图 要 求 的 规则 
相 违背 ,网 络 图 要 求 “ 不 允许 有 回路 ",“ 流 入 一 个 事项 节点 的 工作 必须 在 该 节点 实现 以 前 
完成 “一 个 事项 节点 流出 的 工作 必须 开始 且 完 成 ", 因 此 例 4 这 类 问题 不 能 采取 前 述 网 
络 模 型 处 理 。 

为 解决 这 类 不 确定 性 的 网 络 规划 问题 ,1966 年 普 列 芯 克 (Pritsker) 提 出 了 图 解 评审 
法 。 下 面 介绍 GERT 方法 的 建 模 与 求解 。 


一 、 随 机 网 络 (GERT 网 络 ) 


随机 网 络 为 双 代 号 网 络 ,由 节点 和 边 组 成 ,节点 分 为 输入 侧 和 输出 侧 。 输 入 侧 有 3 种 
逻辑 关系 ,输出 侧 有 两 种 逻辑 关系 ,可 得 到 6 种 不 同 的 节点 ,如 图 9-31 所 示 。 

(1) 输入 侧 

异 或 型 : 输入 边 为 互 斥 型 , 即 在 规定 时 间 内 
只 能 有 一 个 边 实 现 , 该 节点 实现 。 

或 型 : 输入 该 节点 的 任 一 边 实现 ,该 节点 实 
现 。 实 现 的 时 间 是 各 输入 边 中 完成 时 间 最 短 者 。 

与 型 : 输入 该 节点 的 全 部 边 均 实现 ,该 节点 
才能 实现 ,实现 的 时 间 是 各 输入 边 中 完成 时 间 最 
长 者 。 

(2) 输出 侧 

确定 型 : 该 节点 输出 的 边 都 必须 实现 (各 边 实现 概率 均 为 1) 。 

概率 型 : 该 节点 输出 的 边 只 有 一 条 实现 (全 部 输出 边 之 实现 概率 和 为 1) 。 

GERT 网 络 中 每 条 边 表 示 工 作 , 一 般 有 两 项 参数 (P,1): P 为 该 工作 实现 的 概率 ; 
为 工作 工时 ,可 以 是 常数 或 随机 变量 . 若 为 随机 变量 ,: 表示 均值 。 

例 4 的 问题 可 以 用 图 9-32 表示 。 各 边 上 括号 内 为 (P.,1)。 


(0.7.8) 
鉴定 
(0.12) 


废品 
修改 图 纸 ”处 理 


(1,30) 
研制 


(1.4) 
测试 


(1,20) 


进一步 (0.2,15) 
研制 


图 9-32 


由 上 所 述 ,可 知 前 面 各 节 介 绍 的 确定 型 网 络 模型 ,其 节点 输入 侧 为 与 型 ,输出 侧 为 确 
定型 ,工作 实现 概率 为 1, 只 是 GERT 网 络 模型 的 一 个 特例 。 
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二 、 图解 评 审 法 的 基本 原理 


由 于 随机 网 络 所 描述 的 问题 ,工作 与 事项 的 实现 都 具有 随机 性 ,所 要 解决 的 目标 随 之 
也 有 变化 ,不 再 是 简单 地 计算 计划 的 确定 工期 与 关键 路 线 。 像 例 4 的 目标 为 求 研制 过 程 
所 需 的 平均 工时 及 研制 成 功 的 概率 。 

为 此 ,图 解 评审 法 解决 问题 的 步骤 为 : 

(1) 进行 系统 分 析 , 明 确 问题 的 目标 ,各 工作 间 的 关系 ,正确 绘制 GERT 网 络 图 。 

(2) 对 工作 工时 及 出 现 概率 等 参数 进行 认真 测算 与 估计 。 如 果 工 时 是 随机 变量 , 需 
测 辨 其 所 服从 的 概率 分 布 与 密度 函数 ,以 及 期 望 值 和 方差 ,作为 计算 的 依据 。 

(3) 对 模型 进行 分 析 、 计 算 , 计 算 内 容 依 系统 目标 决定 。 一 般 地 说 ,不 但 要 求解 网 络 
中 所 消耗 的 时 间 、 费 用 和 资源 .而 且 还 要 求 得 网 络 中 的 流 。 

(4) 对 计算 结果 进行 分 析 和 评价 ,作出 预测 或 决策 指导 或 监控 计划 的 实施 。 
三 、 图 解 评审 法 的 基本 解法 

目前 有 两 大 类 解法 。 

解析 法 : 直接 使 用 网 络 中 的 参数 进行 计算 .把 随机 和 概率 问题 化 为 确定 问题 求解 。 
或 采用 信号 流 图 理论 ,用 等 效 函 数 法 求解 。 

模拟 法 : 在 计算 机 上 进行 模拟 实验 ,用 反复 进行 随机 抽样 方法 模拟 各 种 概率 及 随机 
变量 ,进而 通过 统计 模拟 结果 得 到 网 络 问题 的 解 。 

1. 解析 法 

这 里 只 介绍 直观 的 手工 计算 的 方法 。 

例 5 生产 一 批零 件 ,经 过 加 工 1 完成 后 送 检查 1, 检 查 1 工作 完成 后 ,合格 品 转 到 加 
[2, 不 合格 品 转 到 返修 工作 进行 修理 加 工 , 然 后 再 送 检 查 2, 其 中 返修 合格 者 转 到 加 工 
2 ,不 合格 者 报废 。 加 工 2 完成 后 的 产品 转 到 检查 3. 其 中 合格 品 和 人 库 , 不 合格 品 报废 。 试 
求 成 批 生产 这 种 零件 .每 个 成 品 平均 需要 的 加 工时 间 及 成 品 率 。 图 9-33 描述 了 整个 零件 
加 工 过 程 , 表 9-7 给 出 了 各 工作 完成 概率 、 工 时 及 各 工作 关系 。 


(0.95,1) 
检查 3 成 品 


(1,4) (0.75,e;) 
加 工 1 检查 1 


(1,10) 
加 工 2 


查 2 检查 3 0.05.1 
(0.25,e1) 检查 1 和 ( ) 
(13) (03,e) 
s 返修 检查 2 We 


9-33 


表 9-7 
工作 名 称 | 工作 代号 | 完成 概率 工时 /h 紧 后 工作 
加 工 1 1-2 1 4( 常 数 ) 检查 1 
3 Gs @1: 均值 =1. 方 差 =1 不 合格 ， 
检查 1 (一 0 一 1 ,指数 分 布 ) 转 返 修 
二 本 ez: 均值 一 1, 方 差 一 1 合格 , 转 
(py 一 0,4 一 1, 指 数 分 布 ) 加 工 2 
返修 3-4 1 3( 常 数 ) 检查 2 
es: 均值 =2, 方 差 =0.5 合格 ,加 
4-5 0.7 
检查 2 (1 一 0 以 一 0.5, 指 数 分 布 ) 工 2 
和 人 es: 均值 =2, 方 差 =0.5 不 合格 ， 
(wp 一 0 一 0.5, 指 数 分 布 ) 报废 
加 工 2 5-6 10( 常 数 ) 检查 3 
对 6- 0.05 1( 常 数 ) 报废 
本 6-8 0.95 1( 常 数 ) 品 


从 对 图 9-33 的 分 析 可 以 看 出 ,零件 的 生产 过 程 可 以 是 以 下 5 条 路 线 中 的 一 条 : 


(a) > -> > > 
由 (1,4) © (0.75,1) © cla & (0.95,1) 


该 条 路 线 实现 的 概率 为 
P. 一 1X0.75X1X0.95 一 0.7125 
所 需要 的 时 间 为 
T. 一 4 十 1 十 10 十 1 一 16 
(b) @ 


二 (0. 351 my 7 CI0) 
该 条 路 线 实 现 的 概率 为 

已 一 1X0.25X1X0.7X1X0.95 一 0.16625 
所 需要 的 时 间 为 
五 一 4 十 1 十 3 十 2 十 10 十 1 一 21 


(ce) > > >| > 
2 (1.4) 2 (0.75,1) @ (1.10) @ (0.05,1) 


该 条 路 线 实现 的 概率 为 
P. 王 1X0.75X1X0.05 一 0.0375 
所 需要 的 时 间 为 
T. 一 4 十 1 十 10 十 1 一 16 
(d) OO 


(0. 95,1) 


© @ © © 


(1.4) (0.25,1) 9 (1,3) (0.7,2) (1,10) 


(0.05,1) . 
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Pu 一 1X0.25X1X0.7X1X0.05 一 0.00875 
所 需要 的 时 间 为 
Ts 二 4 十 1 十 3 十 2 十 10 十 1 二 21 


(e) >| > > > 
3 (1,4) © (0.25,1) 号 (1.3) » (0.3,2) 


该 条 路 线 实现 的 概率 为 
P.= 1Xx0.25Xx1XxX0.3= 0.075 
所 需要 的 时 间 为 
T. 一 4 十 1 十 3 十 2 一 10 
其 中 零件 加 工 为 成 品 人 库 , 则 只 能 经 过 路 线 Ca) 或 (0) ,所 以 成 品 率 为 
卫 . 十 已 一 0.7125 十 0.166 25 一 0.87875 
每 个 成 品 零件 所 需 平均 加 工时 间 为 


1 
Bt Ce Th I ens 


一 16.946(h) 


X (0.7125X16 十 0.16625X21) 


因此 可 以 得 出 零件 的 废品 率 为 
1 一 (P. 十 P,) 一 1 一 0.87875 一 0.12125 (或 Pe 十 Ps 二 P.) 

由 本 问题 的 计算 过 程 可 知 解析 法 求解 随机 网 络 的 基本 思路 和 方法 ,但 是 当 事 项 与 工 
作 增 多 时 ,计算 量 将 大 大 增加 , 比较 烦琐 。 一 般 可 用 信号 流 图 理论 中 的 等 效 函 数 ,将 
GERT 网 络 中 的 概率 分 支 和 随机 变量 问题 用 等 效 的 手段 ,变换 为 确定 的 问题 求解 ,这 里 
不 再 介绍 。 

2. 模拟 法 

通过 例 5, 我 们 知道 GERT 网 络 中 有 两 类 不 确定 因素 : 每 个 工作 是 以 某 种 概率 转移 
到 下 一 工作 ; 工作 的 工时 可 以 是 服从 某 种 概率 分 布 的 随机 变量 。 模 拟 法 的 基本 思路 是 : 
在 计算 机 上 通过 产生 随机 数 来 决定 每 个 零件 可 能 经 过 的 加 工 路 线 以 及 随机 变量 的 值 , 随 
机 地 确定 一 个 子 网 络 (一 次 试验 对 应 一 个 子 网 络 ,一 个 子 网 络 表 示 一 个 加 工 过 程 ) ,并 对 模 
拟 的 子 网 络 进行 计算 ,通过 多 次 (例如 500 次 ) 模 拟 , 对 其 结果 进行 统计 分 析 , 得 出 随机 网 
络 的 解 ,如 终点 的 实现 概率 、 平 均 时 间 等 。 

结合 例 5 ,模拟 法 的 基本 步骤 如 下 。 

(1) 每 个 零件 经 过 的 加 工 路 线 是 由 始点 事项 @ 开 始 , 每 个 工作 以 概率 P; 转移 到 紧 后 
工作 ,直到 终点 事项 加 或 @。 若 P; 服从 (0 过 已 过 1) 的 均匀 分 布 , 则 每 个 零件 加 工 路 线 可 
以 在 计算 机 上 产生 随机 数 来 模拟 。 根 据 可 能 出 现 的 两 个 (或 若干 个 ) 紧 后 工作 的 概率 值 将 
[0, 菇 分 为 两 个 (或 若干 个 ) 区 间 ,产生 的 随机 数落 在 哪个 区 间 ,就 认为 那个 区 间 对 应 的 工 
作 被 实现 。 

例如 结 点 @@ 、.@@ 输 出 侧 为 概率 型 ,如 图 9-34。 第 一 次 模拟 在 结 点 @ 处 产生 的 随机 数 
为 0.303, 由 图 9-34(a) 知 落 在 区 间 1. 表 示 工 作 @ 一 回 实现 。 在 @ 处 产生 随机 数 0. 623， 
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由 图 9-34(b) 知 工作 @ 一 @ 实 现 。 则 第 一 次 模拟 的 加 工 路 线 为 : D 一 一 昌 一 @ 一 @， 


0 ‘wh 0.75 1 
oe 1 1 a 让 
区 间 1(0.75) 区 间 2(0.25) 
(a) 
0 0. 0.95 1 
L 1 1 1 h P 1 1 i 
区 间 1(0.93) 区 间 2(0.05) 
(b) 
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(2) 不 同 的 加 工 路 线 上 ,各 工作 所 需 时 间 若 是 服从 某 种 分 布 的 随机 变量 ,其 取 值 也 可 
以 通过 抽取 服从 (0,1) 均 匀 分 布 的 随机 数 , 用 公式 逆 变 或 者 逐 段 逼近 的 方法 来 得 到 。 

(3) 通过 步骤 (1)、 步 又 (2) 对 某 个 零件 加 工 路 线 与 所 需 工 时 的 模拟 可 得 到 随机 网 络 
的 一 个 确定 的 子 网 络 。 计 算 每 个 零件 加 工 的 时 间 ,并 记 下 每 个 零件 的 路 径 。 如 对 例 5, 可 
能 出 现 的 模拟 结果 ( 仅 举 几 例 ) 。 


第 一 次 模拟 
0 一 o2*9 二 0 一 9 
Ti 二 4 十 0.9 十 10 十 1 == 15.9(h) 
第 二 次 模拟 
0 一 oo 一 oo 一 0 一 @ 
T; a 21(h) 
第 三 次 模拟 
0 0 0 0 2+0 
Ts 一 4 十 0.8 十 3 十 2.1 一 9.9(h) 
第 四 次 模拟 …… 


继续 模拟 下 去 ,直到 N 次 。 每 次 模拟 路 线 不 外 乎 是 前 述 5 条 路 线 中 的 一 条 。 
(4) 完成 N 次 模拟 (加 工 数 量 为 N 的 一 批零 件 ) 后 ,可 按 下 述 公式 求 出 每 个 成 品 零件 


的 平均 加 工时 间 及 成 品 率 。 
二 Nk 
> 让 十 > t 大 
=1 j=1 
了 h NY) 
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式 中 : 4 一 一 第 i 个 成 品 零 件 加 工时 间 ; 
一 一 第 j 个 废品 零件 加 工时 间 ; 
k 一 一 成 品 零件 个 数 。 
由 上 所 述 ,GERT 方法 用 随机 网 络 来 表示 不 确定 性 网 络 规划 问题 ,综合 运用 网 络 理 
耸 ,概率 论 .信号 流 图 理论 及 计算 机 模拟 技术 来 求解 。 目 前 GERT 方法 回 员 rias 回 
tn de 有 
和 可 靠 性 研究 .车 辆 交通 网 络 .事故 防范 .计算 机 算法 等 方面 , 随 着 计算 
机 发 展 及 各 种 应 用 软件 的 完善 ,将 有 更 广泛 的 应 用 前 景 。 


习 题 


即 练 即 测 


9.1 有 A,B,C,D,E.F 6 项 工作 ,关系 分 别 如 图 9-35(a ) 一 图 9-35(bs) , 试 分 别 画 出 
网 络 图 。 


(al) (as) 
(by) (bj) 
图 9-35 


9.2 试 画 出 下 列 各 题 的 网 络 图 ( 见 表 9-8 和 表 9-9) ,并 为 事项 编号 。 


(1) (2) 
表 9-8 表 9-9 
工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 | 工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 | 工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 
A D.E A D.B 
bs: LOK B E 
C GH 
C D,.E 
D EsF 
Dp GH E 下 ,下 
EB F I 
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9.3 设 有 如 图 9-36、 图 9-37 网 络 图 .分 别 用 图 上 计算 法 和 表 上 计算 法 计算 事项 时 
间 参 数 , 并 求 出 关键 路 线 。 


图 9-37 


9.4 绘制 表 9-10、 表 9-11 所 示 的 网 络 图 ,分 别 用 图 上 计算 法 和 表 上 计算 法 计算 工 
作 的 各 项 时 间 参 数 、 确 定 关 键 路 线 。 


Cl (2) 
表 9-10 表 9-11 
工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 | 工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 | 工作 | 工时 /d| 紧 前 工作 
本 5 古 4 B,C A 18 = I 6 ID,E 
B 6 一 I | 1 CDiE 
B 8 A.C 6 8 C © 15 A K 6 I,Q 
D | 21 A L :| 
C 3 A H 这 F,G 
E| 27 B M | 12 |L,H,F,G 
D 6 和 I 4 E.H F 15 B N 5 |P,K,M 
G 24 3 x 3 | 
| 0 BD 了 3 We H| 13 D,E lo| 6 cp 


9.5 某 工程 资料 如 表 9-12 所 示 。 

要 求 : 

(1) 画 出 网 络 图 。 

(2) 求 出 每 件 工作 工时 的 期 望 值 和 方差 。 
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最 可 能 时 间 mm 悲观 时 间 6 
8 
12 
17 
| 
9 
21 
7 


(3) 求 出 工程 完工 期 的 期 望 值 和 方差 。 

(4) 计算 工程 期 望 完工 期 提前 3 天 的 概率 和 推迟 5 天 的 概率 。 

9.6 对 图 9-38 所 示 网 络 ,各 项 工作 旁边 的 3 个 数 分 别 为 工作 的 最 乐观 时 间 、 最 可 能 
时 间 和 最 悲观 时 间 ,确定 其 关键 路 线 和 最 早 完工 时 间 的 概率 。 


图 9-38 


9.7 某 项 工程 各 道 工序 时 间 及 每 天 需要 的 人 力 资源 如 图 9-39 所 示 。 图 中 , 箭 线 上 的 
英文 字母 表示 工序 代号 ,括号 内 数值 是 该 工序 总 时 差 , 箭 线 下 左边 数 为 工序 工时 ,括号 内 为 该 
工序 每 天 需要 的 人 力 数 。 若 人 力 资源 限制 每 天 只 有 15 人 , 求 此 条 件 下 工期 最 短 的 施工 方案 。 


c(7) i(7) 


02) m(2) 
4(5) 6(5) 
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9.8 已 知 下 列 网 络 图 有 关 数 据 如 表 9-13., 设 间接 费用 为 15 元 /d, 求 最 低 成 本 日 程 。 


表 9-13 
工作 代号 正常 时 间 _ 特急 时 间 
工时 /d 费用 /元 工时 /d 费用 /元 
OO-~~@O 6 100 4 120 
D-~@ 9 200 5 280 
3 80 2 110 
@~~@ 0 0 0 0 
四 一 加 7 150 5 180 
@O—®© 8 250 3 375 
@~~O 2 120 1 170 
@~~@ 1 100 1 100 
@~@ 4 180 3 200 
0”® 5 130 2 220 


9.9 一 项 小 修 计 划 包 括 的 工作 如 表 9-14 所 示 。 


表 9-14 


工作 网 络 说 明 最 少 工 成 本 斜率 (cs )/ 元 
A (1,2) 6 9 20 
B (1,3) 5 8 25 
C (1,4) 10 15 30 
D (2,4) 5 10 
E (3,4) 6 9 15 
F (4,5) 1 2 40 


(1) 正常 计划 工期 与 最 小 工期 各 是 多 少 天 ? 


(2) 日 常 经 营 费 为 50 元 /d, 最 佳 工期 应 是 多 少 天 ? 列 出 每 项 工作 的 相应 工时 。 
9. 10 ”生产 某 种 产品 , 需 经 以 下 工作 , 见 表 9-15 所 示 。 试 画 出 随机 网 络 图 ,并 假设 产 
品 经 过 工作 g 即 为 成 品 , 试 计算 产品 的 成 品 率 及 平均 加 工时 间 。 
表 9-15 
工作 完成 概率 工时 (常数 或 期 望 值 )/h 紧 后 工作 
一 这 1 25 b 或 f 
b 0.7 6 c 或 d 
5 dr 4 8 
d 0.3 3 已 
e 和 4 c 
I 0.3 6 g 
EE i gs Pe 


第 九 章 ”网 络 计划 总 


9.11 判断 下 列 说 法 ,其 中 正确 的 为 : 

(1) 网 络 关键 路 线 上 的 作业 ,其 总 时 差 与 单 时 差 均 为 零 ; 

(2) 若 一 项 作业 的 总 时 差 为 10h, 说 明 该 作业 安排 时 有 10h 的 机 动 时 间 ; 
(3) 任何 非 关键 路 线 上 的 作业 ,其 总 时 差 与 单 时 差 均 不 为 零 ; 

(4) 当 作 业 时 间 用 a、m.b 三 点 估计 时 ,m 等 于 完成 该 作业 的 期 望 时 间 。 


HAPTER 10 
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第 一 节 引 言 
一 、 排 队 系统 的 特征 及 排队 论 


排队 论 (queueing theory) 是 研究 排队 系统 (又 称 为 随机 服务 系统 ) 的 数学 理论 和 方 
法 ,是 运筹 学 的 一 个 重要 分 支 。 在 日 常生 活 中 ,人 们 会 遇 到 各 种 各 样 的 排队 问题 。 如 进餐 
馆 就 餐 , 到 图 书馆 借 书 ,在 车 站 等 车 ,去 医院 看 病 , 去 售票 处 购 票 ,上 工具 房 领 物品 等 。 在 
这 些 问 题 中 ,餐馆 的 服务 员 与 顾客 .公共 汽车 与 乘客 .图 书馆 的 管理 员 与 借阅 者 、 医 生 与 病 
人 、 售 票 员 与 买 票 人 、 管 理 员 与 工人 等 , 均 分 别 构成 一 个 排队 系统 或 服务 系统 ( 见 
表 10-1) 。 排 队 问题 的 表现 形式 往往 是 拥挤 现象 , 随 着 生产 与 服务 的 日 益 社会 化 ,由 排队 
引起 的 拥挤 现象 会 愈 来 您 普遍 。 


表 10-1 

到 达 的 顾客 要 求 的 服务 服务 机 构 
1. 不 能 运转 的 机 器 修理 修理 工人 
2. 修理 工人 领取 修配 零件 管理 员 
3. 病人 就 诊 医生 
4. 打 电 话 通话 交换 台 
5. 文稿 打字 打字 员 
6. 录入 计算 机 中 的 文件 打印 打印 机 
7. 提货 单 提取 货物 仓库 管理 员 
8. 待 降落 的 飞机 降落 跑道 指挥 机 构 
9. 到 达 港 口 的 货船 装 货 或 印 货 码头 (泊位 ) 
10. 河水 进入 水 库 放水 ,调整 水 位 水 闸 管理 员 


排队 除了 是 有 形 的 队列 外 ,还 可 以 是 无 形 的 队列 。 如 几 个 顾客 打 电 话 到 出 租 汽 车 站 
要 求 派 车 ,如 果 出 租 汽车 站 无 足够 车 辆 , 则 部 分 顾客 只 得 在 各 自 的 要 车 处 等 待 , 他 们 分 散 
在 不 同 地 方 , 却 形成 了 一 个 无 形 队列 在 等 待 派 车 。 

排队 的 可 以 是 人 ,也 可 以 是 物 。 如 超市 收 款 台 前 排队 交 款 的 顾客 ; 因 故 障 而 停止 运 
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转 的 机 器 在 等 待 修理 ; 码头 上 的 船只 等 待 装 货 或 卸货 ; 要 降落 的 飞机 因 跑 道 被 占用 而 在 
空中 盘旋 等 。 当 然 , 提 供 服 务 的 可 以 是 人 ,也 可 以 是 跑道 .自动 售 货 机 、 公 共 汽 车 等 服务 
设施 。 

为 了 一 致 起见, 下 面 将 要 求 得 到 服务 的 对 象 统称 为 顾客”, 将 提供 服务 的 服务 者 称 为 
“服务 员 ” 或 “服务 机 构 ”"。 因 此 ,顾客 与 服务 机 构 ( 服 务 员 ) 的 含义 是 广义 的 ,可 根据 具体 问 
题 而 不 同 。 实 际 的 排队 系统 可 以 千差万别 ,但 都 可 以 一 般 地 描述 如 下 : 顾客 为 了 得 到 某 
种 服务 而 到 达 系 统 , 若 不 能 立即 获得 服务 而 又 允许 排队 等 待 ,. 则 加 入 等 待 队伍 , 待 获得 服 
务 后 离开 系统 , 见 图 10-1 一 图 10-4。 类 似 地 还 可 画 出 许多 其 他 形式 的 排队 系统 ,如 串 并 
混 联 的 系统 ,网 络 排队 系统 等 。 尽 管 各 种 排队 系统 的 具体 形式 不 同 ,但 都 可 由 图 10-5 加 
以 描述 。 


顾客 到 达 队列 完成 后 离 去 
顾客 到 达 队列 PE 服务 完成 后 离 去 
正在 接受 服务 的 顾客 

图 10-1 单 服务 台 排队 系统 


WE 沪 测 
顾客 到 达 _ 队列 


服务 完成 后 离 去 。 


服务 完成 后 离 去 


图 10-2 s 个 并 列 服务 台 . 一 个 队列 的 排队 系统 


完成 后 离 去 
a rea 服务 完成 后 离 去 


o qh 多 对] 服务 完成 后 离 去 


图 10-3 sx 个 服务 台 ,.s 个 队列 的 排队 系统 
顾客 到 达 队列 
人 


10-4 多 个 服务 台 的 串联 排队 系统 
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散 
(输入 ) ds (输出 ) 


10-5 ”随机 服务 系统 


通常 称 由 图 10-5 表示 的 系统 为 一 个 随机 聚 散 服务 系统 , 任 一 排队 系统 都 是 一 个 随机 
聚 散 服务 系统 。 这 里 ,“ 聚 ”表示 顾客 的 到 达 ,“ 散 ”表示 顾客 的 离 去 ,所 谓 随机 性 则 是 排队 
系统 的 一 个 普遍 特点 ,是 指 顾 客 的 到 达 情 况 ( 如 相继 到 达 时 间 间 隔 ) 与 每 个 顾客 接受 服务 
的 时 间 往 往 是 事先 无 法 确切 知道 的 ,或 者 说 是 随机 的 。 一 般 来 说 ,排队 论 所 研究 的 排队 系 
统 中 ,顾客 相继 到 达 时 间 间 隔 和 服务 时 间 这 两 个 量 中 至 少 有 一 个 是 随机 的 ,因此 ,排队 论 
又 称 为 随机 服务 系统 理论 。 


二 、 排 队 系统 的 描述 


实际 中 的 排队 系统 各 有 不 同 , 但 概括 起 来 都 由 3 个 基本 部 分 组 成 : 输入 过 程 、 排 队 及 
排队 规则 和 服务 机 制 , 分 别 说 明 如 下 。 

1. 输入 过 程 

输入 过 程 说 明 顾 客 按 怎样 的 规律 到 达 系 统 ,需要 从 三 个 方面 来 刻 面 一 个 输入 过 程 : 

(1) 顾客 总 体 (顾客 源 ) 数 : 可 以 是 有 限 的 ,也 可 以 是 无 限 的 。 来 到 商店 购物 的 顾客 
总 体 可 近似 认为 是 无 限 的 ,车 间 内 停机 待 修 的 机 器 显然 是 有 限 的 。 

(2) 到 达 方式 : 是 单个 到 达 还 是 成 批 到 达 。 库 存 问 题 中 , 若 把 进来 的 货 看 成 顾客 , 则 
为 成 批 到 达 的 例子 。 

(3) 顾客 (单个 或 成 批 ) 相 继 到 达 时 间 间 隔 的 分 布 : 这 是 刻画 输入 过 程 的 最 重要 的 内 
容 。 令 To 二 0,T, 表示 第 n 个 顾客 到 达 的 时 刻 , 则 有 Te 委 五 委 … 委 刀 委 …, 记 X, 一 
一 Tin 二 1.2,…, 则 XX, 是 第 n 个 顾客 与 第 一 1 个 顾客 到 达 的 时 间 间 隔 。 一 般 , 假 
定 {X,) 是 独立 同 分 布 的 ,并 记 其 分 布 函 数 为 A(L1)。 关 于 {XX} 的 分 布 ,排队 论 中 经 常用 到 
的 有 定 长 分 布 (D) 、 泊 松 (Poisson) 分 布 (M) 、 爱 尔 朗 分 布 (Er) ,任意 分 布 (G) 等 几 种 。 其 
中 泊 松 分 布 的 概率 密度 函数 见 式 (10. 1) , 式 中 4 为 单位 时 间 内 平均 到 达 的 顾客 数 。 


he: 二 0 
ao=1 (1051) 
0 t=0 


2. 排队 及 排队 规则 

(1) 排队 

排队 分 为 有 限 排队 和 无 限 排队 两 类 ,有 限 排队 是 指 排队 系统 中 的 顾客 数 是 有 限 的 , 即 
系统 的 空间 是 有 限 的 , 当 系 统 被 占 满 时 ,后 面 再 来 的 顾客 将 不 能 进入 系统 ; 无 限 排队 是 指 
系统 中 顾客 数 可 以 是 无 限 的 :队列 可 以 排 到 无 限 长 ,顾客 到 达 系 统 后 均 可 进入 系统 排队 或 
接受 服务 ,这 类 系统 又 称 为 等 待 制 排队 系统 。 对 有 限 排队 系统 ,可 进一步 分 为 两 种 : 

a 损失 制 排队 系统 ,这 种 系统 是 指 排队 空间 为 零 的 系统 ,实际 上 是 不 允许 排队 。 当 
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顾客 到 达 系 统 时 ,如 果 所 有 服务 台 均 被 占用 , 则 自动 从 排队 系统 离 去 , 称 这 部 分 顾客 被 损 
失掉 了 。 例 如 某 些 电话 系统 即 可 看 作 损 失 制 排队 系统 。 

@ 混合 制 排队 系统 ,该 系统 是 等 待 制 和 损失 制 系统 的 结合 ,一 般 是 指 允 许 排队 ,但 又 
不 允许 队列 无 限 长 下 去 。 具 体 说 来 ,又 分 为 以 下 三 种 : 

(i) 队长 有 限 , 即 系统 的 等 待 空间 是 有 限 的 。 例 如 最 多 只 能 容纳 个 顾客 在 系统 中 ， 
当 新 顾客 到 达 时 , 若 系统 中 的 顾客 数 (又 称 为 队长 ) 小 于 玉 , 则 可 进入 系统 排队 或 接受 服 
务 ; 和 否则, 便 离开 排队 系统 。 如 医院 每 天 门 珍 的 挂号 数 是 有 限 的 ,旅馆 的 床位 是 有 限 的 。 

(Gii) 等 待 时 间 有 限 , 即 顾客 在 系统 中 的 等 待 时 间 不 超过 某 一 给 定 的 长 度 工 , 当 等 待 时 
间 超 过 了 时 ,顾客 将 自动 离 去 ,并 不 再 回来 。 如 易 损坏 的 电子 元 器 件 的 库存 问题 ,超过 一 
定 存储 时 间 的 元 器 件 被 自动 认为 失效 。 

(iii) 逗留 时 间 ( 等 待 时 间 与 服务 时 间 之 和 ?有限 ,例如 用 高 射 炮 射击 敌 机 , 当 敌 机 飞 
越 高 射 炮 射击 有 效 区 域 的 时 间 为 时, 若 在 这 个 时 间 内 未 被 击落 ,也 就 不 可 能 再 被 击 
落 了 。 

不 难 注 意 到 ,损失 制 和 等 待 制 可 看 成 是 混合 制 的 特殊 情形 ,如 记 s 为 系统 中 服务 台 的 
个 数 , 则 当天 一 * 时 ,混合 制 即 成 为 损失 制 ; 当 KK 二 oo 时 , 即 成 为 等 待 制 。 

(2) 排队 规则 , 当 顾 客 到 达 时 , 若 所 有 服务 台 都 被 占用 且 又 允许 排队 , 则 该 顾客 将 进 
入 队列 等 待 。 服 务 台 对 顾客 进行 服务 所 遵循 的 规则 通常 有 

@ 先 来 先 服 务 (FCFS) , 即 按 顾客 到 达 的 先后 对 顾客 进行 服务 ,这 是 最 普遍 的 情形 。 

G@ 后 来 先 服务 (LCFS) ,在 许多 库存 系统 中 会 出 现 这 种 情形 ,如 钢板 存 人 仓库 后 , 需 
要 时 总 是 从 最 上 面 的 取出 ; 又 如 在 情报 系统 中 ,后 来 到 达 的 信息 往往 更 加 重要 ,被 首先 加 
以 分 析 和 利用 。 

@ 具有 优先 权 的 服务 (PS) ,服务 台 根 据 顾客 的 优先 权 进 行 服务 ,优先 权 高 的 先 接受 
服务 。 如 病危 的 患者 应 优先 治疗 ,加 急 的 电报 电话 应 优先 处 理 等 。 

3. 服务 机 制 

排队 系统 的 服务 机 制 主要 包括 : 服务 员 的 数量 及 其 连接 形式 (串联 或 并 联 ); 顾客 是 
单个 还 是 成 批 接受 服务 ; 服务 时 间 的 分 布 。 在 这 些 因 素 中 ,服务 时 间 的 分 布 更 为 重要 一 
些 , 故 进一步 说 明 如 下 。 记 某 服务 台 的 服务 时 间 为 ,其 分 布 函数 为 B(1) ,密度 函数 为 
0) , 则 常见 的 分 布 有 : 

(1) 定 长 分 布 (D): 每 个 顾客 接受 服务 的 时 间 是 一 个 确定 的 常数 。 

(2) 负 指 数 分 布 (MD : 每 个 顾客 接受 服务 的 时 间 相互 独立 ,具有 相同 的 负 指 数 分 布 : 

6(D) > EY 
二 : 皇 


0 t=0 


(10. 2) 


其 中 ,y 二 0, 为 一 常数 。 
(3) A 阶 爱 尔 朗 分 布 (Ee) : 每 个 顾客 接受 服务 的 时 间 服 从 A 阶 爱 尔 朗 分 布 ,其 密度 也 


攻 
000D 一 多 人 的 Te (10. 3) 


爱 尔 朗 分 布 比 负 指 数 分 布 具 有 更 广泛 的 适应 性 。 当 ==1 时 , 爱 尔 朗 分 布 即 为 负 指 数 
分 布 ; 当 & 增 加 时 , 爱 尔 朗 分 布 逐 渐变 为 对 称 的 。 事 实 上 , 当 k 宇 30 以 后 , 爱 尔 朗 分 布 近 


似 于 正 态 分 布 。 当 Ac 时 ， 由 方差 为 所 = 可 知 , 方 差 将 趋 于 零 , 即 为 完全 非 随机 的 ， 所 


以 ,k 阶 爱 尔 朗 分 布 可 看 成 是 完全 随机 (k 二 1) 与 完全 非 随机 之 间 的 分 布 ,能 更 广泛 地 适应 
现实 世界 。 


三 、 排 队 系统 的 符号 表示 


根据 输入 过 程 、 排 队 规则 和 服务 机 制 的 变化 对 排队 模型 进行 描述 或 分 类 ,可 给 出 很 多 
排队 模型 。 为 了 方便 对 众多 模型 的 描述 ,D. G. Kendall 提出 了 一 种 目前 在 排队 论 中 被 广 
泛 采 用 的 “Kendall 记号 ”, 其 一 般 形 式 为 : 

X/Y/Z/A/B/C 
其 中 ,X 表示 顾客 相继 到 达 时 间 间 隔 的 分 布 ; Y 表示 服务 时 间 的 分 布 ; Z 表示 并 联 服务 台 
的 个 数 ; A 表示 系统 的 容量 , 即 可 容纳 的 最 多 顾客 数 ; B 表示 顾客 源 的 数目 ; C 表示 服务 
规则 。 例 如 ,M/M/1/52/o2/FCFS 表示 了 一 个 顾客 的 到 达 时 间 间 隔 服从 相同 的 负 指 数 
分 布 、 服 务 时 间 为 负 指数 分 布 ,单个 服务 台 、 系 统 容量 为 无 限 ( 等 待 制 )\ 顾 客 源 无 限 、 排 队 
规则 为 先 来 先 服 务 的 排队 模型 。 在 排队 论 中 ,一 般 约定 如 下 : 如 果 Kendall 记号 中 略 去 
后 3 项 时 , 即 是 指 X/Y/ZVce/ce/FCFS 的 情形 。 例 如 M/M/1/o2/co/FCFS 可 表示 为 
M/M/1; MLAM/ 开 则 表示 了 一 个 顾客 相继 到 时 间 间 隔 服从 相同 的 负 指 数 分 布 , 服 务 时 
间 为 负 指数 分 布 、 个 服务 台 、 系 统 容量 为 K、 顾 客 源 无 限 、 先 来 先 服务 的 排队 模型 ,等 等 。 


、 排 队 系 统 的 主要 数量 指标 和 记号 


研究 排队 系统 的 目的 是 通过 了 解 系统 运行 的 状况 ,对 系统 进行 调整 和 控制 ,使 系统 处 
于 最 优 运 行 状态 。 因 此 ,首先 需要 弄 清 系统 的 运行 状况 。 描 述 一 个 排队 系统 运行 状况 的 
主要 数量 指标 有 : 

1. 队长 和 排队 长 

队长 是 指 系 统 中 的 顾客 数 (排队 等 待 的 顾客 数 与 正在 接受 服务 的 顾客 数 之 和 ); 排队 
长 是 指 系统 中 正在 排队 等 待 服务 的 顾客 数 , 队 长 和 排队 长 一 般 都 是 随机 变量 。 对 这 两 个 
指标 进行 研究 时 .当然 是 希望 能 确定 它们 的 分 布 .或 至 少 能 确定 它们 的 平均 值 ( 即 平均 队 
长 和 平均 排队 长 ) 及 有 关 的 矩 (如 方差 等 )。 队 长 的 分 布 是 顾客 和 服务 员 都 关心 的 ,特别 是 
对 系统 设计 人 员 来 说 ,如 果 能 知道 队长 的 分 布 .就 能 确定 队长 超过 某 个 数 的 概率 ,从 而 确 
定 合理 的 等 待 空间 。 
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2. 等 待 时 间 和 逗留 时 间 

从 顾客 到 达 时 刻 起 到 他 开始 接受 服务 止 的 这 段 时 间 称 为 等 待 时 间 , 是 个 随机 变量 ,也 
是 顾客 最 关心 的 指标 ,因为 顾客 通常 是 希望 等 待 时 间 越 短 越 好 。 从 顾客 到 达 时 刻 起 到 他 
接受 服务 完成 止 的 这 段 时 间 称 为 逗留 时 间 ,也 是 个 随机 变量 ,同样 为 顾客 非常 关心 。 对 这 
两 个 指标 的 研究 当然 是 希望 能 确定 它们 的 分 布 ,或 至 少 能 知道 顾客 的 平均 等 待 时 间 和 平 
均 逗 留 时 间 。 

3. 忙 期 和 闲 期 

忙 期 是 指 从 顾客 到 达 空 闲 着 的 服务 机 构 起 ,到 服务 机 构 再 次 成 为 空闲 止 的 这 段 时 间 ， 
即 服务 机 构 连 续 忙 碌 的 时 间 , 这 是 个 随机 变量 ,是 服务 员 最 为 关心 的 指标 ,因为 它 关系 到 
服务 员 的 服务 强度 。 与 忙 期 相对 的 是 闲 期 , 即 服 务 机 构 连续 保持 空闲 的 时 间 。 在 排队 系 
统 中 , 忙 期 和 闲 期 总 是 交替 出 现 的 。 

除了 上 述 几 个 基本 数量 指标 外 ,还 会 用 到 其 他 一 些 重 要 的 指标 ,如 在 损失 制 或 系统 容 
量 有 限 的 情况 下 ,由 于 顾客 被 拒绝 ,而 使 服务 系统 受到 损失 的 顾客 损失 率 及 服务 强度 等 。 

下 面 给 出 上 述 一 些 主要 数量 指标 的 常用 记号 : 

N(0): 时 刻 1 系统 中 的 顾客 数 ( 又 称 为 系统 的 状态 ), 即 队长 ; 

Na(4): 时 刻 4 系统 中 排队 的 顾客 数 , 即 排队 长 ; 

T(D): 时 刻 1 到达 系统 的 顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 ; 

T,(4); 时 刻 : 到达 系统 的 顾客 在 系统 中 的 等 待 时间 。 

上 面 给 出 的 这 些 数量 指标 一 般 都 是 和 系统 运行 的 时 间 有 关 的 随机 变量 , 求 这 些 随机 
变量 的 瞬时 分 布 一 般 是 很 困难 的 。 为 了 分 析 上 的 简便 ,并 注意 到 相当 一 部 分 排队 系统 在 
运行 了 一 定时 间 后 ,都 会 趋 于 一 个 平衡 状态 (或 称 平稳 状态 ) 。 在 平衡 状态 下 ,队长 的 分 
布 、 等 待 时 间 的 分 布 和 忙 期 的 分 布 都 和 系统 所 处 的 时 刻 无 关 , 而 且 系 统 的 初始 状态 的 影响 
也 会 消失 。 因 此 ,我 们 在 本 章 中 将 主要 讨论 与 系统 所 处 时 刻 无 关 的 性 质 , 即 统计 平衡 性 质 。 

记 pn(1) 为 时 刻 1 时 系统 处 于 状态 n 的 概率 , 即 系统 的 瞬时 分 布 。 根 据 前 面 的 约定 ， 
我 们 将 主要 分 析 系统 的 平稳 分 布 , 即 当 系统 达到 统计 平衡 时 处 于 状态 的 概率 , 记 为 pu。 
又 记 

N: 系统 处 于 平稳 状态 时 的 队长 ,其 均值 为 工 , 称 为 平均 队长 ; 

Nau: 系统 处 于 平稳 状态 时 的 排队 长 ,其 均值 为 工 ,, 称 为 平均 排队 长 ; 

T: 系统 处 于 平稳 状态 时 顾客 的 逗留 时 间 ,其 均值 记 为 W, 称 为 平均 逗留 时 间 ; 

Tu: 系统 处 于 平稳 状态 时 顾客 的 等 待 时 间 ,其 均值 记 为 W,, 称 为 平均 等 待 时 间 ; 

h: 当 系 统 处 于 状态 n 时 ,新 来 顾客 的 平均 到 达 率 (单位 时 间 内 来 到 系统 的 平均 
客 数 ) ; 

mm: 当 系 统 处 于 状态 n 时 ,整个 系统 的 平均 服务 率 (单位 时 间 内 可 以 服务 完 的 顾 
客 数 ) ; 

当 ) 为 常数 时 , 记 为 *; 当 每 个 服务 台 的 平均 服务 率 为 常数 时 , 记 每 个 服务 台 的 服务 
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率 为 1, 则 当主 s 时 ,有 jo 一 sp。 因此 ,顾客 相继 到 达 的 平均 时 间 间 隔 为 1/4, 平 均 服务 时 
间 为 1/p。 令 p=4/sp, 称 p 为 系统 的 服务 强度 。 

另外 , 记 忙 期 为 BB, 闲 期 为 7, 平均 忙 期 和 平均 闲 期 分 别 记 为 和 了 , 记 s 为 系统 中 并 
行 的 服务 台数 。 


五 、 排 队 论 研究 的 基本 问题 


排队 论 研究 的 首要 问题 是 排队 系统 主要 数量 指标 的 概率 规律 , 即 研究 系统 的 整体 性 
质 , 然 后 进一步 研究 系统 的 优化 问题 。 与 这 两 个 问题 相关 的 还 包括 排队 系统 的 统计 推 
断 问题 。 

(1) 通过 研究 主要 数量 指标 在 瞬时 或 平稳 状态 下 的 概率 分 布 及 其 数字 特征 ,了 解 系 
统 运行 的 基本 特征 。 

(2) 统计 推断 问题 ,建立 适当 的 排队 模型 是 排队 论 研究 的 第 一 步 ,建立 模型 过 程 中 经 
常会 碰 到 如 下 问题 : 检验 系统 是 否 达 到 平稳 状态 ; 检验 顾客 相继 到 达 时 间 间 隔 的 相互 独 
立 性 ; 确定 服务 时 间 的 分 布 及 有 关 参 数 等 。 

(3) 系统 优化 问题 ,又 称 为 系统 控制 问题 或 系统 运营 问题 ,其 基本 目的 是 使 系统 处 于 
最 优 或 最 合理 的 状态 。 系 统 优化 问题 包括 最 优 设计 问题 和 最 优 运营 问题 ,其 内 容 很 多 ,有 
最 少 费用 问题 ,服务 率 的 控制 问题 .服务 台 的 开关 策略 ,顾客 (或 服务 ) 根 据 优 先 权 的 最 优 
排序 等 方面 的 问题 。 


第 二 节 生 灭 过 程 和 Poisson 过 程 


一 、 生 灭 过 程 简介 


一 类 非常 重要 且 广 泛 存在 的 排队 系统 是 生 灭 过 程 排队 系统 。 生 灭 过 程 是 一 类 特殊 的 
随机 过 程 , 在 生物 学 .物理 学 .运筹 学 中 有 广泛 的 应 用 。 在 排队 论 中 ,如 果 NGC) 表 示 时 刻 / 
系统 中 的 顾客 数 , 则 {N(C) ,全 0} 就 构成 了 一 个 随机 过 程 。 如 果 用 "* 生 ”表示 顾客 的 到 达 ， 
“ 灭 ? 表 示 顾 客 的 离 去 , 则 对 许多 排队 过 程 来 说 ,{N(0O .1 三 0) 就 是 一 类 特殊 的 随机 过 
程 一 一 生 灭 过 程 。 下 面 结合 排队 论 的 术语 给 出 生 灭 过 程 的 定义 。 

定义 1 设 {N(C0 :全 0) 为 一 个 随机 过 程 。 若 N(1) 的 概率 分 布 具 有 以 下 性 质 

(1) 假设 NOD=n, 则 从 时 刻 4 起 到 下 一 个 顾客 到 达 :时刻 止 的 时 间 服 从 参数 为 的 
负 指 数 分 布 ,2 一 0.1.2.… 

(2) 假设 N(CO 一 2: 则 从 时 刻 上 起 到 下 一 个 顾客 离 去 时 刻 止 的 时 间 服 从 参数 为 ww 的 
负 指 数 分 布 ,z 一 0.1.2.… 

(3) 同一 时 刻 时 只 有 一 个 顾客 到 达 或 离 去 。 

则 称 {NC) .1 三 0) 为 一 个 生 灭 过 程 。 
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一 般 来 说 ,得 到 N(7) 的 分 布 p,(1) 二 P{N(D) 二 =n) (n 一 0.1,2,…) 是 比较 困难 的 ,因此 
通常 是 求 当 系统 达到 平稳 状态 后 的 状态 分 布 , 记 为 ,xz 一 0,1,2.…。 

为 求 平稳 分 布 ,考虑 系统 可 能 处 的 任 一 状态 x。 假设 记录 了 一 段 时 间 内 系统 进入 状 
态 n 和 离开 状态 的 次 数 , 则 因为 “进入 ”和 “离开 ”是 交替 发 生 的 ,所 以 这 两 个 数 要 么 相 
等 ,要 么 相差 为 1。 但 就 这 两 种 事件 的 平均 发 生 率 来 说 ,可 以 认为 是 相等 的 。 即 当 系统 运 
行 相 当时 间 而 达到 平稳 状态 后 ,对 任 一 状态 来 说 ,单位 时 间 内 进入 该 状态 的 平均 次 数 和 
单位 时 间 内 离开 该 状态 的 平均 次 数 应 该 相等 ,这 就 是 系统 在 统计 平衡 下 的 “流入 一 流出 ” 
原理 。 根 据 这 一 原理 ,可 得 到 状态 为 0,1,2,…,n,… 时 的 平衡 方程 如 下 : 


0 Ap 一 Aopo 
| Mozpo 十 pz2pz= (M+ pp 
浊 Aipit paps= (hz 十 pa ) 力 > 
: : (10. 4) 
= ns-2 力 。-2 penpn = 〈An-1 pn ) Pn 
n 和 An-1 力 。-1 pntipatl = (AM 十 pn ) 力 。 
由 上 述 平衡 方程 ,可 求 得 
= a 
LA 
pa= Mpit+ Tonp —Aopo) = Mp = Mop 
za2 ea Lz L241 
Eo 
As As3 AL3 AL3A2A1 
es 
pntl | Lntil n+IAn "1 
记 
Ge (10. 5) 
2 4 
则 平稳 状态 的 分 布 为 
pr = Cpo (n= 1,2,.) (10. 6) 
由 概率 分 布 的 要 求 


有 (+ 3c) = 


eM 

1 二 ZC, 
注意 : 式 (10. 7) 只 有 当 级 数 > C, 收敛 时 才 有 意义 , 即 当 > 1C, < = 时 ,才能 由 上 述 

公式 得 到 平稳 状态 的 概率 分 布 。 

二 、Poisson 过 程 和 负 指 数 分 布 


Poisson 过 程 (又 称 为 Poisson 流 、 最 简 流 ) 是 排队 论 中 经 常用 到 的 一 种 用 来 描述 顾客 
到 达 规 律 的 特殊 随机 过 程 。 实 际 上 , 它 是 一 个 纯 生 过 程 ,与 概率 论 中 的 Poisson 分 布 和 负 
指数 分 布 有 密切 的 联系 。 下 面 结合 排队 论 的 术语 ,给 出 Poisson 过 程 的 定义 。 

定义 2 设 N(W) 为 时 间 [0, 相 内 到 达 系 统 的 顾客 数 , 如 果 满 足下 面 三 个 条 件 : 

(1) 平稳 性 : 在 [4,i 十 AL] 内 有 一 个 顾客 到 达 的 概率 为 A 十 oC(AL); 

(2) 独立 性 : 任意 两 个 不 相交 区 间 内 顾客 到 达 情 况 相 互 独立 ; 

(3) 普通 性 : 在 [4,4 十 ALj 内 多 于 一 个 顾客 到 达 的 概率 为 oC(AL)。 
则 称 {N() ,1 三 0) 为 Poisson 过 程 。 

下 面 的 定理 给 出 了 Poisson 过 程 和 Poisson 分 布 的 关系 : 

定理 1 设 N(4) 为 时 间 [0, 赴 内 到 达 系 统 的 顾客 数 , 则 {N (1) ,4 宇 0) 为 Poisson 过 程 
的 充分 必要 条 件 是 : 


于 是 Be (10.7) 


= Qe ti (10. 8) 
n. 


定理 1 说明, 如 果 顾 客 的 到 达 为 Poisson 流 的 话 , 则 到 达 顾 客 数 的 分 布 恰 为 Poisson 
分 布 。 但 无 论 是 从 Poisson 过 程 的 定义 ,还 是 根据 其 概率 分 布 去 对 顾客 的 到 达 情 况 进 行 
分 析 , 都 有 许多 不 便 之 处 。 实 际 问题 中 比较 容易 得 到 和 进行 分 析 的 往往 是 顾客 相继 到 达 
系统 的 时 刻 , 或 相继 到 达 的 时 间 间 隔 。 定 理 2 说明. 顾客 相继 到 达 时 间 间 隔 服从 相互 独立 
的 参数 为 的 负 指 数 分 布 .与 到 达 过 程 为 参数 为 4 的 Poisson 过 程 是 等 价 的 。 

定理 2 设 N() 为 时 间 [0, 沁 内 到 达 系 统 的 顾客 数 , 则 {N(L) ,1 三 0) 为 参数 为 4 的 
Poisson 过 程 的 充分 必要 条 件 是 : 相继 到 达 时 间 间 隔 服从 相互 独立 的 参数 为 的 负 指 数 
分 布 。 


P{NCD = n} 


第 三 节 M/ M/s 等 待 制 排队 模型 


一 、 单 服务 台 模 型 


单 服务 台 等 待 制 模型 M/M/1/~ 是 指 : 顾客 的 相继 到 达 时 间 服 从 参数 为 的 负 指 数 
分 布 , 服 务 台 个 数 为 1, 服务 时 间 V 服从 参数 为 w 的 负 指 数 分 布 .系统 空间 无 限 , 允 许 无 限 
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排队 ,这 是 一 类 最 简单 的 排队 系统 。 
1. 队长 的 分 布 
记 ps, 三 P{N=n})(n 二 0,1,2,…) 为 系统 达到 平稳 状态 后 队长 N 的 概率 分 布 , 则 由 
式 (10.5), 式 (10. 6) 和 式 (10.7), 并 注意 到 42, 二 4,n 二 0,1,2,… 和 jr 二 pn 三 1,2,… 
记 
= 
5 
并 设 o 一 1, 则 由 式 (10.5) 和 式 (10. 6) 得 


其 中 
时 
po (7) 人 1 一 p (10. 9) 
1 十 Dyp" 
nl 
因此 
pr = (1—pp" n=0,1,2,. (10. 10) 


式 (10.9) 和 式 (10. 10) 给 出 了 在 平衡 条 件 下 系统 中 顾客 数 为 ”的 概率 。 由 式 (10. 9) 
不 难看 出 \o 是 系统 中 至 少 有 一 个 顾客 的 概率 ,也 就 是 服务 台 处 于 忙 的 状态 的 概率 ,因而 
也 称 p 为 服务 强度 , 它 反映 了 系统 繁忙 的 程度 。 此 外 , 式 (10. 10) 只 有 在 p 一 二 一 1 的 条 件 
下 才能 得 到 , 即 要 求 顾客 的 平均 到 达 率 小 于 系统 的 平均 服务 率 ,才能 使 系统 达到 统计 
平衡 。 

2， 几 个 主要 数量 指标 

对 单 服务 台 等 待 制 排队 系统 ,由 已 得 到 的 平稳 状态 下 队长 的 分 布 ,可 以 得 到 平均 队长 


工 为 
一 Dp, = be 一 Do 
二 (p 十 2p 十 3P 十 …) 一 (p 十 2p 十 3p' 十 …) 
= (10.11) 
平均 排队 长 为 


2 2 
下 = (10. 12) 
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顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 ,可 说 明 它 服从 参数 为 w 一 4 的 负 指 数 分 布 , 即 
PIT = BE0 
因此 ,平均 逗留 时 间 驳 为 


政 王 全 天 二 5 (10. 13) 
二 
因为 ,顾客 在 系统 中 的 逗留 时 间 为 等 待 时 间 和 接受 服务 时 间 之 和 , 即 

T= T+V 


其 中 ,V 为 服务 时 间 , 故 由 
W= ET = ETY+E(V) = Wt (10. 14) 
可 得 平均 等 待 时 间 W, 为 


和 A 


Wa= WW (10. 15) 
从 式 (10.11) 和 式 (10.13), 可 发 现 平均 队长 工 与 平均 逗留 时 间 W 具有 如 下 关系 
L=AW (10. 16) 
同样 ,从 式 (10. 12) 和 式 (10. 15) ,可 发 现 平均 排队 长 Le 与 平均 等 待 时 间 W。 有 如 下 关系 
和 (10.17) 
式 (10. 16) 和 式 (10.17) 通 常 称 为 Little 公式 ,是 排队 论 中 一 个 非常 重要 的 公式 。 


3. 忙 期 和 闲 期 

在 平衡 状态 下 , 忙 期 B 和 闲 期 工 一 般 均 为 随机 变量 , 求 它 们 的 分 布 是 比较 麻烦 的 。 
因此 ,我 们 来 求 一 下 平均 忙 期 B 和 平均 闲 期 1。 由 于 忙 其 和 闲 期 出 现 的 概率 分 别 为 p 和 
1 一 ,所 以 在 一 段 时 间 内 可 以 认为 忙 期 和 闲 期 的 总 长 度 之 比 为 p: (1 一 p)。 又 因为 忙 期 和 
闲 期 是 交替 出 现 的 ,所 以 在 充分 长 的 时 间 里 ,它们 出 现 的 平均 次 数 应 是 相同 的 。 于 是 , 忙 
期 的 平均 长 度 B 和 闲 期 的 平均 长 度 T 之 比 也 应 是 p : (1 一 o) , 即 
Ss (10. 18) 


又 因为 在 到 达 为 Poisson 流 时 ,根据 负 指 数 分 布 的 无 记忆 性 和 到 达 与 服务 相互 独立 的 假 
设 , 容 易 证 明 从 系统 空闲 时 刻 起 到 下 一 个 顾客 到 达 时 刻 止 ( 即 闲 期 ) 的 时 间 间 隔 仍 服从 参 


数 为 的 负 指 数 分 布 . 且 与 到 达 时 间 间 隔 相互 独立 。 因此 ,平均 闲 期 应 为 工 , 这 样 , 便 求 得 
平均 忙 期 为 


2 (10. 19) 
= 坊 £2—A 


与 式 (10.13) 比 较 , 发 现 平均 逗留 时 间 (W) 一 平均 忙 期 (8B)。 这 一 结果 直观 看 上 去 是 显然 
的 ,顾客 在 系统 中 逗留 的 时 间 越 长 .服务员 连续 忙 的 时 间 也 就 越 长 。 因 此 ,一 个 顾客 在 系 
统 内 的 平均 逗留 时 间 应 等 于 服务 员 平 均 连续 忙 的 时 间 。 


例 1 某 修理 店 只 有 一 个 修理 工 ,要 求 提供 服务 的 顾客 到 达 过 程 为 Poisson 流 , 平 均 
4 人 /h; 修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 需要 6min。 试 求 : (1) 修 理 店 空闲 的 概率 ; (2) 店 
内 恰 有 3 个 顾客 的 概率 ; (3) 店 内 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 ; (4) 在 店内 的 平均 顾客 数 ;(5) 每 
位 顾客 在 店内 的 平均 逗留 时 间 ; (6) 等待 服务 的 平均 顾客 数 ;(7) 每 位 顾客 平均 等 待 服务 
时 间 ;(8) 顾 客 在 店内 等 待 时 间 超过 10min 的 概率 。 

解 ”本 例 可 看 成 一 个 M/M/1/ 吕 排队 问题 ,其 中 


和 尖 加 
4 10 
2a i fr py 5 


(1) 修理 店 空闲 的 概率 
po=1-p=1 一 宇 =0.6 
(2) 店内 恰 有 3 个 顾客 的 概率 
“pa-p- (§) (1—§)- oo 
(3) 店内 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 
PIN>1}=1-p—p==0.4 


(4) 在 店内 的 平均 顾客 数 


2 
泪 二 和 
上 一 这 i 
5 
(5) 每 位 顾客 在 店内 的 平均 逗留 时 间 
WW 二 二 三 7h) = 10Cmin) 
(6) 等 待 服务 的 平均 顾客 数 
i 
放生 兴 人 G5) 0.267( 人 ) 
了 
5 
(7) 每 位 顾客 平均 等 待 服务 时 间 
W= 和 = = (min) 


(8) 顾客 在 店内 逗留 时 间 超 过 10min 的 概率 
P{T>10) = eH) 一 e 一 0.3679 


二 、 多 服务 台 模 型 
设 顾客 单个 到 达 , 相 继 到达 时 间 间 隔 服 从 参数 为 》 的 负 指 数 分 布 ,系统 中 共有 s 个 服 


台 , 每 个 服务 台 的 服务 时 间 相 互 独 立 , 且 服从 参数 为 y 的 负 指 数 分 布 。 当 顾客 到 达 时 ， 
车 有 空闲 的 服务 台 则 可 以 马上 接受 服务 ,否则 便 排 成 一 个 队列 等 待 ,等 待 空间 为 无 限 。 
下 面 来 讨论 这 个 排队 系统 的 平稳 分 布 。 记 ps 二 P(N 二 n}(n 二 0,1,2,…) 为 系统 达到 
平稳 状态 后 队长 N 的 概率 分 布 ,注意 到 对 个 数 为 的 多 服务 台 系 统 , 有 
jj 一 人 7 一 0.1,2.… 


和 


nm 于 二 12 
了 


sy n= ss+l1, 
记 w=o/s 一 六, 则 当 p<1 时 ,由 式 (10. 5), 式 (10. 6) 和 式 (10.7), 有 


二 n= 1,2 ‘5 
C= 到 (10. 20) 
QA/ /IAN A 之 
本 ( ~ 
故 
po 7 一 1 5 
pr=4 ， (10. 21) 
[TREE 
sls 
其 中 
uw 5 -1 
一 和 
po [| (10. 22) 


式 (10. 21) 和 式 (10.22) 给 出 了 在 平衡 条 件 下 系统 中 顾客 数 为 n 的 概率 , 当 n 三 s 时 , 即 系 
统 中 顾客 数 大 于 或 等 于 服务 台 个 数 ,这 时 再 来 的 顾客 必须 等 待 ,因此 记 

~-(s 一 S 一 

cGsyp) Zp Mt i 


式 (10. 23) 称 为 Erlang 等 待 公式 , 它 给 出 了 顾客 到 达 系 统 时 需要 等 待 的 概率 。 
对 多 服务 台 等 待 制 排队 系统 ,由 已 得 到 的 平稳 分 布 可 得 平均 排队 长 L。 为 


到。 3 《一 内 re Si Sp 


n=s+] 
bops ds。 pop'ps 
ap (= pL SO 
或 
Le = SOP (10. 25) 
i 


记 系 统 中 正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 为 s ,显然 s 也 是 正在 忙 的 服务 台 的 平均 数 , 故 
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Sn 
之 二 
nl 3 一 
p p 
pop[ 2 | 
= (10. 26) 
式 (10. 26) 说 明 , 平 均 在 忙 的 服务 台 个 数 不 依 赖 于 服务 台 个 数 ;, 这 是 一 个 有 趣 的 结 


由 式 (10. 26) ,可 得 到 平均 队长 工 为 
L = 平均 排队 长 十 正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 
=Ls+p (10. 27) 
对 多 服务 台 系 统 ,Little 公式 依然 成 立 , 即 有 
下 Ls 1 
WS (10. 28) 


例 2 考虑 一 个 医院 急诊 室 的 管理 问题 。 根 据 统计 资料 ,急诊 病人 相继 到 达 的 时 间 
间隔 服从 负 指 数 分 布 ,平均 每 0. 5h 来 一 个 ; 医生 处 理 一 个 病人 的 时 间 也 服从 负 指 数 分 
布 ,平均 需要 20min。 该 急诊 室 已 有 一 个 医生 ,管理 人 员 现 考虑 是 否 需要 再 增加 一 个 
医生 。 

解 ” 本 问题 可 看 成 一 个 M/M/s/ 排 队 问 题 ,其 中 (时 间 以 bh 为 单位 ) 


X=2 p=3 p=3 s=1,2 


根据 前 面 得 到 的 关于 单 服务 台 和 多 服务 台 等 待 制 排队 系统 的 结果 ,可 将 有 关 计 算 结 果 列 
于 表 :10=52 中 。 


表 10-2 

项 目 5 一 1 5 一 2 
空闲 概率 po 0. 333 055 
有 1 个 病人 的 概率 pi 0. 222 0.333 
有 2 个 病人 的 概率 p 0. 148 0.111 
平均 病人 数 工 2 0.75 
平均 等 待 病人 数 L。 1. 333 0.083 
病人 平均 逗留 时 间 W(h) 1 0.375 
病人 平均 等 待 时 间 W。(h) 0. 667 0.042 
病人 需要 等 待 的 概率 P{1Ts 二 0} 0. 667 0.167 
等 待 时 间 超 过 0. 5 小 时 的 概率 P1Ts 二 0.5} 0. 404 0.022 
等 待 时 间 超 过 1 小 时 的 概率 P{T。 二 1) 0. 245 0.003 


由 表 10-2 的 结果 可 知 , 从 减少 病人 的 等 待 时 间 ,为 急诊 病人 提供 及 时 的 处 理 来 看 ,一 
个 医生 是 不 够 的 。 

例 3 某 售票 处 有 三 个 窗口 .顾客 的 到 达 为 Poisson 流 , 平 均 到 达 率 为 1 一 
0.9 人 /min; 服务 (售票 ) 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 平 均 服务 率 y 二 0.4 人 /min。 现 设 顾 客 到 
达 后 排 成 一 个 队列 ,依次 向 空闲 的 窗口 购 票 ,这 一 排队 系统 可 看 成 一 个 M/M/s/ 吕 系统 ， 
其 中 


a25 peas 


> a sp 3 


大 
由 多 服务 台 等 待 制 系统 的 有 关公 式 , 可 得 到 
(1) 整个 售票 处 空闲 的 概率 
总 | 相 te S73y | 
(2) 平均 排队 长 


0.0748X (2.25)9 X2.25/3 
本 3!(1 一 2.25/3)? 


0.074 8 


人 
平均 队长 


L=L,+p= 1.70+2.25 = 3.95( 人 ) 
(3) 平均 等 待 时 间 


ee ee , 
W, = 0 1.89(min) 
平均 逗留 时 间 
A 
W= 1 0 4. 39(min) 
(4) 顾客 到 达 时 必须 排队 等 待 的 概率 
3 
c(3,2.25) (2.25) x 0.0748= 0.57 


ST = 

在 本 例 中 ,如 果 顾 客 的 排队 方式 变 为 到 达 和 售票 处 后 可 到 任 一 窗口 前 排队 , 且 入 队 后 不 

再 换 队 , 即 可 形成 3 个 队列 。 这 时 ,原来 的 M/M/3/c= 系 统 实际 上 变 成 了 由 3 个 MUM/1/ ce 
子 系统 组 成 的 排队 系统 , 且 每 个 系统 的 平均 到 达 率 为 : 


Mi = Na = = 入 = 0.3CA /mim 


表 10-3 给 出 了 M/M/3/ce 和 3 个 M/M/1Vce 的 比较 ,不 难看 出 一 个 M/M/3/ 吕 系统 比 由 
3 个 M/M/1/ce 系 统 组 成 的 排队 系统 具有 显著 的 优越 性 。 即 在 服务 台 个 数 和 服务 率 都 不 
变 的 条 件 下 , 单 队 排队 方式 比 多 队 排 队 方 式 要 优越 .这 是 在 对 排队 系统 进行 设计 和 管理 的 
时 候 应 注意 的 地 方 。 
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项 目 M/M/3/cc 3 个 M/M/1/~ 
空闲 的 概率 po 0.0748 0.25( 每 个 子 系统 ) 
顾客 必须 等 待 的 概率 0.57 0.75 
平均 队长 工 3.95 9( 整 个 系统 ) 
平均 排队 长 工 。 上 如 2. 25( 每 个 子 系统 ) 
平均 逗留 时 间 W 4.39Cmin) 10Cmin) 
平均 等 待 时 间 W。 1. 89(min) 7.5Cmin) 


第 四 节 M/ M/s 混合 制 排队 模型 


一 、 单 服务 台 混 合 制 模型 


单 服务 台 混 合 制 模 型 M/M/1/K 是 指 : 顾客 的 相继 到 达 时 间 服 从 参数 为 的 负 指 数 
分 布 ( 即 顾客 的 到 达 过 程 为 Poisson 流 ) ,服务 台 个 数 为 1, 服务 时 间 V 服从 参数 为 w 的 负 
指数 分 布 , 系 统 的 空间 为 天 。 
首先 , 仍 来 求 平稳 状态 下 队长 NN 的 分 布 p,= 二 P{N=n} ,2 一 0,1,2,…。 由 于 所 考虑 
的 排队 系统 中 最 多 只 能 容纳 个 顾客 (等 待 位 置 只 有 一 1 个 ) ,因而 有 
扩 n=0,1,2,.…,K—1 


Mn 一 
lo n 宇 K 
wm w= lk 


由 式 (10. 5) , 式 (10. 6) 和 式 (10.7) ,有 
六 二 | (全 ) =p" n=1,2,.,K 


有 (10. 29) 
lo n>>K 
故 
=ppo n=1,2,.%,K 
1 p51 
其 中 po 三 一 一 一 二 (10. 30) 


Ld 2 去 po 一 1 
由 已 得 到 的 单 服务 台 混 合 制 排队 系统 平稳 状态 下 队长 的 分 布 ,可 知 当 p 关 1 时 ,平均 
队长 工 为 


K K 
工 一 Dnp, = pop > no™! 
n=0 n=1 


m2 ) -m0 攻 所 = 后] 


301 


__p 
= 一 只 一 (1 一 o)Kox] 


天 十 1 
一 一 人 土壤 coly 
~ = 


当 p==1 时 ， 
K K 
L= > mp。 一 Dnp'po 


n=0 n=1 


= 二 眩 
一 六 TITZ” (10. 32) 
类 似 地 ,可 得 到 平均 排队 长 L, 为 
天 
Lu 一 > (2 一 1)p 一 了 一 (1 一 加 o) (10. 33) 
n=] 
或 Ls 
2 一 从 二 的 oz1 
Le 一 1 《人 下 (10. 34) 
开 (K 一 1) . 
2( 天 十 1) 0 


由 于 排队 系统 的 容量 有 限 ,只 有 一 1 个 排队 位 置 , 因 此 , 当 系 统 空间 被 占 满 时 ,再 来 
的 顾客 将 不 能 进入 系统 排队 ,也 就 是 说 不 能 保证 所 有 到 达 的 顾客 都 能 进入 系统 等 待 服务 。 
假设 顾客 的 到 达 率 (单位 时 间 内 来 到 系统 的 顾客 的 平均 数 ) 为 4, 则 当 系 统 处 于 状态 KK 时 ， 
顾客 不 能 进入 系统 , 即 顾客 可 进入 系统 的 概率 是 1 一 px 。 因 此 ,单位 时 间 内 实际 可 进入 系 
统 的 顾客 的 平均 数 为 
A =A(1— pr)= pll— Po) (10. 35) 
称 Me 为 有 效 到 达 率 ,而 pr 也 被 称 为 顾客 损失 率 , 它 表示 了 在 来 到 系统 的 所 有 顾客 数 中 不 
能 进入 系统 的 顾客 的 比例 。 下 面 根据 Little 公式 ,可 得 
L 


平均 逗留 时 至 一 有 
均 逗 留 时 间 W a (10. 36) 
等待 时 此 = 
平均 等 待 时 间 Ws= pT Er (10. 37) 
且 仍 有 
枫 一 W 十 十 (10. 38) 
3 


注意 : 这 里 的 平均 逗留 时 间 和 平均 等 待 时 间 都 是 针对 能 够 进入 系统 的 顾客 而 言 的 。 
特别 , 当 KK==1 时 ,M/M/1/1 为 单 服 务 台 损失 制 系统 ,在 上 述 有 关 结 果 中 令 二 1, 可 
得 到 


= 一 ~ 
po I+p pi Tp (10. 39) 
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L=p 一 一 一 (10. 40) 
有 
衣 
Xe =A(1—p1) = Apo Ts (10. 41) 
w=£=2=1 (10. 42) 
Ae A A 
Ls=0 Ws。=0 (10. 43) 


例 4 某 修理 站 只 有 一 个 修理 工 , 且 站 内 最 多 只 能 停放 4 台 待 修 的 机 器 。 设 待 修 机 


器 按 Poisson 流 到 达 修 理 站 ,平均 每 分 钟 到 达 1 台 ; 修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 每 
1.25min 可 修理 1 台 , 试 求 该 系统 的 有 关 指 标 。 


解 ” 该 系统 可 看 成 一 个 M/M/1/4 排队 系统 ,其 中 


1 
1.25 


Ed 庆 


由 式 (10. 30) 得 ， 


0.8 p= 和 = 也 =-1.25 K=4 
2 


0.8 


= = 让 
t= 1h 1 i 0.122 


因而 ,顾客 损失 率 为 
加 =p'po 一 1.254X0.122 一 0.298 
有 效 到 达 率 为 
Xe =A(l— ps) = 1X(1—0.298) = 0.702 
平均 队长 
1.25 (4 十 1) x1.255 
ET 1 二 5 9 
平均 排队 长 
Ls=L—(1—po) 一 2.44 一 (1 一 0.122) = 1.56( 台 ) 
平均 逗留 时 间 
二 让 区 和 
W= 元 0-702 3. 48 (min) 
平均 等 待 时 间 
WW 
A 0.8 


二 、 多 服务 台 混合 制 模型 


多 服务 台 混合 制 模型 M/M/s/K 是 指 顾客 的 相继 到 达 时 间 服 从 参数 为 的 负 指 数 分 


布 ( 即 顾客 的 到 达 过 程 为 Poisson 流 ) ,服务 台 个 数 为 *, 每 个 服务 台 服 务 时 间 相 互 独立 , 且 
服从 参数 为 的 负 指 数 分 布 ,系统 的 空间 为 K。 


由 式 (10. 5)、 式 (10.6) 和 式 (10. 7) ,并 注意 到 在 本 模型 中 


En 运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


A n=0,1,2,…,K—1 
本 
信 ” 划 生 下 
ny 0<n<=s 
a 
sy sn<K 
于 是 


B= 


其 中 
(3 pp Pe -po ) 
sl(1—p:) 


( + 人 CK :+D) 


六 三 1 
由 平稳 分 布 pn 二 0.1,2,…,K ,可 得 平均 排队 长 为 


K 
b = Dn— 3p, 


stl RK pl 
e pp (K — CK—stD) 办 = 
为 求 平均 队长 ,由 
kK 
Lo=D)(n— sp 
K 天 
一 >)zp。 一 2)b。 
K 一 | 
Dnps— Dnp, s(1 Sp) 
所 气 所 
| 


一 工 一 >) (一 S) 加 一 s 
a6 
得 到 


sl a 
工 一 工 ,十 * 十 加 》 (7 一 3)0| 
n=0 


nl 


(10. 44) 


(10. 45) 


(10. 46) 


(10. 47) 


由 系统 空间 的 有 限 性 ,必须 考虑 顾客 的 有 效 到 达 率 4。。 对 多 服务 台 系 统 , 仍 有 


Me 一 和 (1 一 kr) 


(10. 48) 
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再 利用 Little 公式 ,得 到 
La 1 
Ww Re Wo 无 WwW 和 (10. 49) 
平均 被 占用 的 服务 台数 (也 是 正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 ) 为 
4 一 1 K 
5 Sp ta 
| K 
不 
如 [ 忌 nl S| 
| nl 。] nl 
2 se 
pp| 2 Cn—1)! 二 总 | 
= % n K 
pop[ 2 人 1 2 和 | 
K 
=p(1— ;pep') 
=p(1— pr) (10. 50) 
因此 ,又 有 
L=L+7=L +p — pr) (10. 51) 


例 5 某 汽车 加 油 站 设 有 两 台 加 油 机 ,汽车 按 Poisson 流 到 达 , 平 均 每 分 钟 到 达 2 辆 ; 
汽车 加 油 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 加 油 时 间 为 2min。 又 知 加 油 站 上 最 多 只 能 停放 3 辆 
等 待 加 油 的 汽车 ,汽车 到 达 时 , 若 已 满员 , 则 必须 开 到 别 的 加 油 站 去 , 试 对 该 系统 进行 


分 析 。 
解 ”可 将 该 系统 看 作 一 个 M/M/2/5 排队 系统 ,其 中 
A S 
A=2 Os 4 s=2 K 
£ 2 pk 
(1) 系统 空闲 的 概率 
4:[1— (4/2)”2+1] 1 
po = (1+4+ 7 4 } 0. 008 
(2) 顾客 损失 率 
;= SS 一 0.512 
(3) 加 油 站 内 在 等 待 的 平均 汽车 数 
0.008 X 42 x (4/2) a gi 
轩 Da El C4/2)" em — C1—4/2)C5 —2+1)(4/2)?] 
二 2.18( 辆 ) 
加 油 站 内 汽车 的 平均 数 为 
L=L+p(l—ps) 一 2.18 十 4(1 一 0.512) = 4. 13( 辆 ) 


(4) 汽车 在 加 油 站 内 平均 逗留 时 间 为 
下 入 胶 
Xp ,2010 


汽车 在 加 油 站 内 平均 等 待 时 间 为 
= 一 二 = 人 的 一 2 一 儿 niin) 
A 


4.23(min) 


(5) 被 占用 的 加 油 机 的 平均 数 为 
s=L—L,=4.13—2.18= 1.95( 台 ) 
在 对 上 述 多 服务 台 混合 制 排队 模型 M/M/s/K 的 讨论 中 , 当 s 二 K 时 , 即 为 多 服务 台 


损失 制 系统 。 对 损失 制 系统 ,有 


pr = po n= ls2eess (10. 52) 
其 中 
po = [这 全] (10. 53) 
顾客 的 损失 率 为 
BGsp) = p, =| 邱 于 (10. 54) 
式 (10. 54) 称 为 Erlang 损失 公式 ,B(s,p) 亦 表示 了 到 达 系 统 后 由 于 系统 空间 已 被 占 满 而 
不 能 进入 系统 的 顾客 的 百分比 。 
对 损失 制 系统 ,平均 被 占用 的 服务 台数 (正在 接受 服务 的 顾客 的 平均 数 ) 为 
过 = 
up 
3 po 
”| 
Dar) 
=p(1— Bs,p)) (10. 55) 
此 外 ,还 有 
平均 队长 LL=5=p(1 一 B(s,p)) (10. 56) 
平均 逗留 时 间 W= 上 = 人 li 一 BG] 1 (10. 57) 


起 XLl=B(G56] 大 
其 中 4. 二 4(1 一 p;) 为 有 效 到 达 率 。 在 损失 制 系统 中 ,还 经 常用 A 二 4(1 一 p,) 表 示 系 统 的 
绝对 通过 能 力 , 即 单位 时 间 内 系统 实际 可 完成 的 服务 次 数 ; 用 Q 二 1 一 ps 表示 系统 的 相对 
通过 能 力 , 即 被 服务 的 顾客 数 与 请 求 服务 的 顾客 数 的 比值 。 系 统 的 服务 台 利 用 率 ( 或 通道 
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利用 率 ) 为 
了 了 一 区 (10. 58) 


S 


第 五 节 其 他 排队 模型 简介 


一 、 有 限 源 排队 模型 


现在 ,来 分 析 一 下 顾客 源 为 有 限 的 排队 问题 。 这 类 排队 问题 的 主要 特征 是 顾客 总 数 
是 有 限 的 ,如 只 有 m 个 顾客 。 每 个 顾客 来 到 系统 中 接受 服务 后 仍 回 到 原来 的 总 体 ,还 有 
可 能 青 来 ,这 类 排队 间 题 的 典型 例子 是 机 器 看 管 问题 。 如 一 个 工人 同时 看 管 m 台 机 器 ， 
当 机 器 发 生 故障 时 即 停 下 来 等 待 修理 ,修好 后 青 投 入 使 用 ,上 且 仍 然 可 能 青 发 生 故障 。 类 似 
的 例子 还 有 mm 个 终端 共用 一 台 打 印 机 等 ,如 图 10-6 所 示 。 


顾客 源 队列 


10-6 ”有 限 源 排队 系统 


关于 顾客 的 平均 到 达 率 ,在 无 限 源 的 情形 中 是 按 全 体 顾客 来 考虑 的 ,而 在 有 限 源 的 情 
形 下 ,必须 按 每 一 个 顾客 来 考虑 。 设 每 一 个 顾客 的 到 达 率 都 是 相同 的 , 均 为 4( 这 里 4 的 含义 
是 指 单位 时 间 内 该 顾客 来 到 系统 请 求 服务 的 次 数 ), 且 每 一 个 顾客 在 系统 外 的 时 间 均 服从 参 
数 为 的 负 指 数 分布 。 由 于 在 系统 外 的 顾客 的 平均 数 为 m 一 L, 故 系统 的 有 效 到 达 率 为 

Xe 一 和 (7 一 了 ) 

下 面 讨 论 平稳 状态 下 队长 N 的 分 布 p, 二 P{N=n).n 二 0,1.2,…,m。 由 于 状态 间 的 

转移 率 为 
A 一 人 (C7 一 ?1) (n=0,1,2,.%,mO—1) 


np (n= 1,2,.,s) 
“=1 
sp (n= s+1,,m) 
由 式 (10. 5) , 式 (10. 6) 和 式 (10. 7), 有 ( 记 o= 乞 ) 
ml! 本 a 
ee Els (n= 1.2,.",s) 
GO— (10. 59) 
ml! 


0 (m= gm) 
(到 二 DSS 


ml! n 和 SE 
[me (n= 1,2,.,s) 
pr 一 i (10. 60) 
Es . 一 5 
(到 二 DISISTO ,Vn 
其 中 
as m 
ml! 目 ml! 2 
页 | 多 (7 一 DUO 下 之 (一 15 ] a 
下 面 给 出 系统 的 有 关 运 行 指标 : 
Ls = Dn— Sp; (10. 62) 
Sz Lm 
L= Dap tlts(1— Dp,) (10. 63) 
或 一 一] 
Lolat 和 Lom—L) (10. 64) 
入 E i 
= 去 W, 一半 (10. 65) 
特别 ,对 单 服务 台 (s 一 1) 系 统 . 有 
ml 四 a 
pn 一 (n= 1,.,m) (10. 66) 
_[r< ml! | 
zo =[ 2 me | Moe 
Ls=2)(n— lp (10. 68) 
=1 
L=L+(1— po) (10. 69) 
或 
了 上 一 2 一 区 (1 一 如) (10. 70) 
L m 1 1 
Ww ， W WwW is 
We = A . 办 Sua 
系统 的 相对 通过 能 力 Q=1. 绝 对 通过 能 力 
A=A.Q=A(m—L) 4(1— po) 《10.72) 


例 6 设 有 一 工人 看 管 5 台 机 器 ,每 台 机 器 正常 运转 的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 , 平 均 为 
15min。 当 发 生 故 障 后 ,每 次 修理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 为 12min, 试 求 该 系统 的 有 关 
运行 指标 。 

解 ”用 有 限 源 排队 模型 处 理 本 问题 。 已 知 

下 1 


A 5 
A 15 4 一 五 2 入 0 m= 


于 是 ,有 
(1) 修理 工人 空闲 的 概率 


c c ce 一 
站 51(0. 8)° -51(0. 8)1 + 于 (0.8)* 十 下 1C0. 8)3 十 0. 8)4 十 了 10.85 
nl 4 31 


一 0.007 3 
(2) 5 台 机 器 都 出 故障 的 概率 


ps = 中 (0. 8)5po = 0. 287 
(3) 出 故障 机 器 的 平均 数 
L=5 


1 
0.8 


(4) 等 待 修理 机 器 的 平均 数 
Ls = 3.76— (1—0.0073) = 2.77( 台 ) 
(5) 每 台 机 器 发 生 一 次 故障 的 平均 停工 时 间 


w=- 15 = 46(min) 
十 (1 一 0.007 3) 


(6) 每 台 机 器 平均 待 修 时 间 
Wa = 46— 12 = 34(min) 
(7) 系统 绝对 通过 能 力 ( 即 工人 的 维修 能 力 ) 


A= 直 一 0. 007 3) 二 0.083( 台 ) 


即 该 工人 每 小 时 可 修理 机 器 的 平均 台数 为 0.083X60 二 4. 96 台 。 
上 述 结果 表明 ,机 器 停工 时 间 过 长 ,看 管 工 人 几乎 没有 空闲 时 间 , 应 采取 措施 提高 服 
务 率 或 增加 工人 。 


二 、 服 务 率 或 到 达 率 依赖 状态 的 排队 模型 


在 前 面 的 各 类 排队 模型 的 分 析 中 , 均 假设 顾客 的 到 达 率 为 常数 4X, 服务 台 的 服务 率 也 
为 常数 yy。 而 在 实际 的 排队 问题 中 ,到 达 率 或 服务 率 可 能 是 随 系统 的 状态 而 变化 的 。 例 
如 , 当 系 统 中 顾客 数 已 经 比较 多 时 ,后 来 的 顾客 可 能 不 愿意 再 进入 系统 ; 服务 员 的 服务 率 
当 顾 客 较 多 时 也 可 能 会 提高 。 因 此 ,对 单 服 务 台 系 统 ,实际 的 到 达 率 和 服务 率 ( 它 们 均 依 
赖 于 系统 所 处 的 状态 苔 可 假设 为 

Ln 一 np (n= 1.2,) 


CL—0.0073) 3.76( 台 ) 


= 三 i 
一 证 (n=0,1,2,.…) 


对 多 服务 台 系统 ,实际 到 达 率 和 服务 率 假设 为 


np1 ns 
Wn -1 su1 ns 
fi ns—l1 
An 一 
i 


其 中 ,和 ww 分 别 为 系统 处 于 状态 n 时 的 到 达 率 和 服务 率 。 上 述 假设 表明 ,到 达 率 4, 同 
系统 中 已 有 顾客 数 呈 反比 关系 ; 服务 率 y 同系 统 状态 n 呈正 比 关系 。 
由 式 (10. 5) ,对 多 服务 台 系 统 有 


二 一 (n= 1,2,°,s) 
有 ! ， (10.73) 
(CAoVpAa ) Gr = 


TOT PY Po Ded 
下 面 来 看 一 个 简单 的 特例 ,考虑 一 个 到 达 依赖 状态 的 单 服务 台 等 待 制 系统 M/M/1/%， 
其 参数 为 


Mn 一 (n=0,1,2,.°) 


A 
n++l1 
pi = (n= 1,2,..) 


于 是 ,由 式 (10. 6), 式 (10. ,并 设 p 一 六 <1, 有 


pr = po Cn = 1,2,.°) (10.74) 
PR (10. 75) 
平均 队长 
L= Dunps— Dpo—p (10. 76) 
气 气 
平均 排队 长 
Lo= 六 (一 D 思 一 工 一 (1 一 名) = p 十 em 一 1 (10.77) 
= 
有 效 到 达 率 (单位 时 间 内 实际 进入 系统 的 顾客 的 平均 数 ) 
A = DD) Ap, = pl— er) (10. 78) 
一 
平均 逗留 时 间 为 
W= 二 = 一 A 
ee (10. 79) 
平均 等 待 时 间 为 
衫 :二 2 二 仿 三 上 (10. 80) 
人 e £ 
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三 、 非 生 灭 过 程 排队 模型 


一 个 排队 系统 的 特征 是 由 输入 过 程 ,服务 机 制 和 排队 规则 决定 的 。 本 章 前 面 所 讨论 
的 排队 模型 都 是 输入 过 程 为 Poisson 流 , 服 务 时 间 服 从 负 指 数 分 布 的 生 灭 过 程 排队 模型 。 
这 类 排队 系统 的 一 个 主要 特征 是 马尔 可 夫 性 ,而 马尔 可 夫 性 的 一 个 主要 性 质 是 由 系统 当 
前 的 状态 可 以 推断 未 来 的 状态 。 但 是 ,. 当 输入 过 程 不 是 Poisson 流 或 服务 时 间 不 服从 负 
指数 分 布 时 , 仅 知道 系统 内 当前 的 顾客 数 , 对 于 推断 系统 未 来 的 状态 是 不 充足 的 ,因为 正 
在 接受 服务 的 顾客 ,已 经 被 服务 了 多 长 时 间 , 将 影响 其 离开 系统 的 时 间 。 因 此 ,必须 引入 
新 的 方法 来 分 析 具 有 非 负 指数 分 布 的 排队 系统 。 

对 一 般 具 有 非 负 指数 分 布 的 排队 系统 的 分 析 是 非常 困难 的 ,需要 较 多 的 数学 知识 ,已 
超出 了 本 书 的 范围 。 下 面 仅 就 几 种 特殊 情形 给 出 有 关 的 结果 。 

1. M/G/1 排队 模型 

M/G/1 系统 是 指 顾客 的 到 达 为 Poisson 流 , 单 个 服务 台 , 服 务 时 间 为 一 般 分 布 的 排 


队 系统 。 现 假设 顾客 的 平均 到 达 5 率 为 》, 服 务 时 间 的 均值 为 二 ,方差 为 n*, 则 可 证 明 当 


6 一 亿 二 1 时 ， 系统 可 以 达到 平稳 状态 ,而 给 出 平稳 分 布 的 表示 是 比较 困难 的 。 已 有 的 几 个 
结果 为 


po=1—p (10. 81) 
Jazz2 十 2 
bg (10. 82) 
L=p+L, (10. 83) 
Ls 
Wu, 一 学 (10. 84) 
该 二 和 二 (10. 85) 
2 


由 式 (10. 82) 可 看 出 ,LL,W,W 等 仅 依赖 于 p 和 服务 时 间 的 方差 o?, 而 与 分 布 的 类 型 
没有 关系 ,这 是 排队 论 中 一 个 非常 重要 上 且 令 人 人 惊奇 的 结果 , 式 (10. 82) 通 常 被 称 为 
Pollaczek-Khintchine (P-K) 公 式 。 

从 式 (10. 82) 还 不 难 发 现 , 当 服务 率 y 给 定 后 , 当 方 差 o "减少 时 ,平均 队长 和 等 待 时 
间 等 都 将 减少 。 因 此 ,可 通过 改变 服务 时 间 的 方差 来 缩短 平均 队长 , 当 且 仅 当 到 二 0, 即 
服务 时 间 为 定 长 时 ,平均 队长 (包括 等 待 时 间 ) 可 减 到 最 少 水 平 ,这 一 点 是 符合 直观 的 , 因 
为 服务 时 间 越 有 规律 ,等 候 的 时 间 也 就 越 短 。 

例 7 有 一 汽车 冲洗 台 .汽车 按 Poisson 流 到 达 , 平 均 每 小 时 到 达 18 辆 ,冲洗 时 间 V 
根据 过 去 的 经 验 表 明 , 有 EC(V) 二 0.05h/ 辆 ,Var(V) 二 0.01(h/ 辆 )*, 求 有 关 运 行 指 标 ,并 
对 系统 进行 评价 。 
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解 ” 本 例 中 ,4 二 18,p 二 XE(V) 二 18X0.05 二 0.9,0 二 0.01,y 二 20, 于 是 
18? X 0.01 + C0. 9)” 


Ls 一 SD 二 20. 25( 辆 ) 
工 一 20.25 十 0.9 王 21.15( 辆 ) 
本 
本 一 18 1.175(h) 
20. 25 外 
Ws =— Tg = 1.125(h) 
ee et 
机 i 
服务 时 间 的 证 C5 一世 一 22.5 售 (通常 称 及 数 )。 


2. 爱 尔 朗 (Erlang) 排 队 模 型 
在 本 章 第 一 节 中 已 指出 , 爱 尔 朗 分 布 族 比 负 指 数 分 布 族 对 现实 世界 具有 更 广泛 的 适 
应 性 。 因 此 ,下 面 介绍 一 个 最 简单 的 爱 尔 朗 排队 模型 。 由 于 服务 时 间 为 A 阶 Erlang 分 


布 ,其 分 布 密度 函数 为 
(0) = (ee 1 宇 0 (10. 86) 
故 其 均值 和 方差 分 别 为 


[16 on 
£ ky 


将 p= 二 ,一直 代入 式 ( 10. 82) 一 式 (10. 85) ,得 
4 


oz 二 1) pp (一 Do? 


mp Ip ak-p) (10. 87) 
(k— Dp 
| 2 了 
二 1—p 20 一 0 (10. 88) 
__1 wbDo 
LI—p) 2huC1—p) (10. 89) 
-3 (10. 90) 


LI—p) 2hx(l—p) 
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排队 系统 的 优化 问题 分 为 两 类 : 系统 的 最 优 设计 和 最 优 控 制 , 前 者 称 为 静态 最 优 问 
题 ,目的 在 于 使 系统 达到 最 大 效益 .或 者 说 在 一 定 指标 下 使 系统 最 为 经 济 ; 后 者 称 为 动态 
最 优 问题 ,是 指 对 一 给 定 的 系统 ,如 何 运营 可 使 给 定 的 目标 函数 达到 最 优 。 由 于 对 后 一 类 
问题 的 阐述 需要 较 多 的 数学 知识 .所 以 本 节 着 重 介绍 静态 最 优 问题 。 

在 一 般 情形 下 .提高 服务 水 平 (数量 、 质 量 ) 可 减少 顾客 的 等 待 费 用 (损失 ) ,但 却 常 常 


增加 了 服务 机 构 的 成 本 。 因 此 ,优化 的 目标 之 一 
就 是 使 两 者 的 费用 之 和 为 最 小 ,并 确定 达到 最 优 
目标 值 的 服务 水 平 ,如 图 10-7 所 示 。 

假定 在 稳定 状态 下 ,各 种 费用 都 是 按 单位 时 
间 来 考虑 的 。 一 般 说 来 ,服务 费用 (成 本 ) 是 比较 
容易 计算 或 估计 出 来 的 ,而 顾客 的 等 待 费用 就 有 
许多 不 同情 况 。 机 械 故 障 问题 中 的 等 待 费用 (由 服务 水 平 
于 机 器 待 修 而 使 生产 遭受 的 损失 ) 是 可 以 确切 估 10-7 
计 的 ,但 病人 就 诊 的 等 待 费 用 (由 于 拖延 治疗 使 病 
情 恶 化 造成 的 损失 ) ,及 由 于 队列 过 长 而 失掉 的 潜在 顾客 所 造成 的 营业 损失 等 则 是 不 容易 
估计 的 。 

服务 水 平 的 表现 形式 也 可 以 是 不 同 的 ,主要 有 平均 服务 率 w( 代 表 服 务 机 构 的 服务 能 
力 和 经 验 等 ) ,其 次 是 服务 设备 ,如 服务 台 的 个 数 ,以 及 队列 所 占 空间 大 小 决定 队列 最 大 
限制 KK ,服务 水 平 也 可 通过 服务 强度 p( 或 o,) 来 表示 。 

在 优化 问题 的 处 理 方法 上 ,一 般 根据 变量 的 类 型 是 离散 的 还 是 连续 的 ,相应 地 采用 边 
际 分 析 方 法 或 经 典 的 微分 法 ,对 较为 复杂 的 优化 问题 需要 用 非 线性 规划 或 动态 规划 等 
方法 。 


一 、M/M/1 模型 中 的 最 优 服 务 率 


先 考虑 M/M/1/ 吕 模型 . 取 目 标 函 数 = 为 单位 时 间 服 务 成 本 与 顾客 在 系统 中 逗留 费 
用 之 和 的 期 望 值 , 即 


费用 


等 待 费 用 


z 一 c 光 十 coL 
其 中 ,cs 为 当 j 二 1 时 单位 时 间 内 的 服务 费用 ,cu 为 每 个 顾客 在 系统 中 逗留 单位 时 间 的 费 
用 , 则 由 式 (10. 11) ,有 


二 2 
2 
令 
z 看 
pe 
解 出 最 优 服务 率 为 
Ap 一 人 十 AS (10. 91) 


下 面 考虑 M/M/1/K 模型 ,从 使 服务 机 构 利润 最 大 化 来 考虑 。 由 于 在 平稳 状态 下 ， 
单位 时 间 内 到 达 并 进入 系统 的 平均 顾客 数 为 4. 二 4(1 一 pxk), 它 也 等 于 单位 时 间 内 实际 服 
务 完 的 平均 顾客 数 。 设 每 服务 一 个 顾客 服务 机 构 的 收入 为 G 元 ,于 是 单位 时 间 内 收入 的 
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期 望 值 是 4(1 一 pr)G 元 ,; 故 利润 x 为 
z =A(1— pr)G— csp 


i 
= hr — ep (10. 92a) 
—p 
KAr 
一 MG 你 二 rr 一 cy (10.92b) 
dz 
全 一 一 
a 0, 得 


人 Ws 


(1 一 pr12 G (10. 93) 


当 给 定 下 和 全 后 , 即 可 由 式 (10. 93) 得 到 适 于 最 优 利润 的 六 。 


例 8 对 某 M/M/1/3 系统 的 服务 台 进 行 实测 ,得 到 如 下 数据 : 
系统 中 的 顾客 数 (n): 0 1 2 3 
记录 到 的 次 数 (1,): 161 97 53 34 
平均 服务 时 间 为 10min, 服 务 一 个 顾客 的 收益 为 2 元 ,服务 机 构 运行 单位 时 间 成 本 为 1 
元 , 问 服务 率 为 多 少时 可 使 单位 时 间 平 均 总 收益 最 大 ? 
解 ” 首 先 通过 实测 数据 估计 平均 到 达 率 4+。 由 于 该 系统 为 M/M/1/3 系统 , 故 有 


六 
Bn 


因此 ,可 用 下 式 来 估计 p 


s 
~ 1 Nin | EE 
上 = 2 二 (0.60 十 0.55 十 0.64) 一 0.60 


由 /一 6( 人 /hb) ,可 得 4 的 估计 值 为 
X= Bu = 0.6X6= 3.6CA/h) 


为 求 最 优 服务 率 , 根 据 式 (10.93) , 取 K 一 3, 台 一 证 一 0.5, 可 求 出 p* 一 1.21, 故 


p= 和 = 3.6 3(CA/h) 


p LT.2t 
下 面 进行 收益 分 析 。 当 y= 二 6( 人 /h) 时 ,由 式 (10. 92a) ,总 收益 为 
a 1 一 (0.6)* 二 
= 一 2X3.6XT 一 06 一 1X6 一 0.485( 元 /h) 
当 w= 王 3( 人 /hb 时 ,总 收益 为 
1 一 (1.21)s a 
=2X3.6XI— 21 1X6=1.858(N/h) 


单位 时 间 内 平均 收益 可 增加 1.858 一 0.485 一 1. 373( 元 ) 
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二 、M/M/s 模型 中 的 最 优 的 服务 台数 s 


这 里 仅 讨论 MU/M/s/ce 系 统 , 已 知 在 平稳 状态 下 单位 时 间 内 总 费用 (服务 
费用 ) 之 和 的 平均 值 为 


内 


用 与 等 待 


ES (10. 94) 
其 中 ,* 为 服务 台数 ,c: 是 每 个 服务 台 单 位 时 间 内 的 费用 , 是 平均 队长 或 平均 排队 长 。 由 
于 ci ,cw 是 给 定 的 , 故 唯一 可 变 的 是 服务 台数 s, 所 以 可 将 = 看 成 是 s 的 函数 , 记 为 = 一 
xz(s) ,并 求 使 x(s) 达 到 最 小 的 s” 。 
因为 ;只 取 整 数 ,x(s) 不 是 连续 函数 , 故 不 能 用 经 典 的 微分 法 ,下 面 采用 边际 分 析 方 
法 。 根 据 z(s" ) 应 为 最 小 的 特点 ,有 


z(s”) 过 zl(s 一 Di 
(10.95) 
=(s") <z(s" +1)) 
将 式 (10. 94) 代 入 式 (10.95) ,得 
cs* 十 co 工人 GD) 二 cs 一 1) 十 ceE( —1) 
cs* 十 ceoLGs ) 委 cs 十 1) 十 coL(Gs 十 1) 
化 简 后 得 到 
LG7 一 LG 十 1D) 入 于 入 LG 7 一 1) 一 LG”) (10. 96) 
Cw 


依次 求 当 s 二 1,2,3,… 时 工 的 值 .并 计算 相 邻 两 个 值 的 差 。 因 亿 是 已 知 数 ,根据 其 落 在 


哪个 与 有关 的 不 等 式 中 , 即 可 定 出 最 优 的 、” 。 

例 9 某 检验 中 心 为 各 工厂 服务 ,要 求 进行 检验 的 工厂 (顾客 ) 的 到 来 服从 Poisson 
流 , 平 均 到 达 率 为 4 二 48( 次 /d); 每 次 来 检验 由 于 停工 等 原因 损失 6 元 ; 服务 (检验 ) 时 间 
服从 负 指 数 分 布 ,平均 服务 率 为 yy 二 25( 次 /d); 每 设置 一 个 检验 员 的 服务 成 本 为 4 元 /d， 
其 他 条 件 均 适合 M/M/s/ 吕 系统 。 问 应 设 几 个 检验 员 可 使 总 费用 的 平均 值 最 少 ? 


解 已 知 c/ 二 4,cw 二 6,4 二 48,y 二 25, 生 二 1. 92, 设 检验 员 数 为 *, 由 式 (10. 22) 和 
多 
式 (10. 27) 


Se .ly 
加 BD nl G—D! | 
9 )s+1 
L=L+p ee 十 1.92 


(s—1)!(s—1.92)° 
将 ;二 1,2,3,4,5 依次 代入 得 到 表 10-4。 由 于 鱼 一 志 一 0 67 落 在 区 间 (0. 582,21. 845) 之 


间 , 故 s* 一 3, 即 当 设 3 个 检验 员 时 可 使 总 费用 = 最 小 ,最 小 值 为 
z(s” ) 一 z(3) 一 27. 87( 元 ) 


3i6 


v 
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表 10-4 
检验 员 数 平均 顾客 数 L()—L(s+D)~ 总 费用 /( 元 /d) 

s L(Gs) és—1D EY z(s) 
a co co 

2 24.49 21. 845 一 co 154.94 
3 2.645 0. 582 一 21. 845 27387 
4 2.063 0.111 一 0.582 28.38 
5 1.952 二 而 


习 题 


10.1 某 店 仅 有 一 个 修理 工人 ,顾客 到 达 过 程 为 Poisson 流 , 平 均 
3 人 /h, 修 理 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 需 10min。 求 ， 
(1) 店内 空闲 的 概率 ; 
(2) 有 4 个 顾客 的 概率 ; 
(3) 至 少 有 1 个 顾客 的 概率 ; 
(4) 店内 顾客 的 平均 数 ; 
(5) 等 待 服务 的 顾客 的 平均 数 ; 
(6) 平均 等 待 修理 时 间 ; 
(7) 一 个 顾客 在 店内 逗留 时 间 超过 15min 的 概率 。 
10.2 设 有 一 单 人 打字 室 , 顾 客 的 到 达 为 Poisson 流 , 平 均 到 达 时 间 间 隔 为 20min， 


打字 时 间 服 从 负 指 数 分 布 .平均 为 15min。 求 : 


员 。 


的 于 


(1) 顾客 来 打字 不 必 等 待 的 概率 ; 

(2) 打字 室内 顾客 的 平均 数 ; 

(3) 顾客 在 打字 室内 的 平均 逗留 时 间 ; 

(4) 若 顾客 在 打字 室内 的 平均 逗留 时 间 超 过 1. 25h, 则 主人 将 考虑 增加 设备 及 打字 

问 顾客 的 平均 到 达 率 为 多 少时 ,主人 才 会 考虑 这 样 做 ? 

10.3 汽车 按 平均 90 辆 /h 的 Poisson 流 到 达 高 速 公 路 上 的 一 个 收费 关卡 ,通过 关卡 
FF 均 时 间 为 38s。 由 于 驾驶 人 员 反 映 等 待 时 间 太 长 ,主管 部 门 打算 采用 新 装置 ,使 汽车 


通过 关卡 的 平均 时 间 减 少 到 平均 30s。 但 增加 新 装置 只 有 在 原 系统 中 等 待 的 汽车 平均 数 
超过 5 辆 和 新 系统 中 关卡 的 空闲 时 间 不 超过 30% 时 才 是 合算 的 。 根 据 这 一 要 求 ,分 析 采 


用 新 装置 是 否 合算 ? 


Poi 


10.4 某 车 间 的 工具 仓库 只 有 一 个 管理 员 , 平 均 有 4 人 /h 来 领 工具 ,到 达 过 程 为 
sson 流 ; 领 工具 的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 .平均 为 min。 由 于 场地 限制 ,仓库 内 领 工具 


的 人 最 多 不 能 超过 3 人 , 求 : 
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(1) 仓库 内 没有 人 领 工具 的 概率 ; 

(2) 仓库 内 领 工具 的 工人 的 平均 数 ; 

(3) 排队 等 待 领 工具 的 工人 的 平均 数 ; 

(4) 工人 在 系统 中 的 平均 花费 时 间 ; 

(5) 工人 平均 排队 时 间 。 

10.5 某 工厂 买 了 许多 同 种 类 型 的 自动 化 机 器 , 现 需 要 确定 一 个 工人 应 看 管 几 台 机 
器 ,机 器 正常 运转 时 不 需要 看 管 。 已 知 每 台 机 器 的 正常 运转 时 间 服 从 平均 数 为 120min 
的 负 指数 分 布 ,工人 看 管 一 台 机 器 的 时 间 服 从 平均 数 为 12min 的 负 指 数 分 布 ,每 个 工人 
只 能 看 管 自己 的 机 器 ,工厂 要 求 每 台 机 器 的 正常 运转 时 间 不 得 少 于 87. 5%。 问 在 这 些 条 
件 下 ,每 个 工人 最 多 能 看 管 几 台 机 器 ? 

10.6 在 习题 10.1 中 , 若 顾客 的 平均 到 达 率 增加 到 6 人 /h, 服 务 时 间 不 变 , 这 时 增加 
一 个 修理 工人 。 

(1) 根据 和 说 明 增加 工人 的 原因 ， 

(2) 增加 工人 后 店内 空闲 的 概率 ; 店内 至 少 有 2 个 或 更 多 顾客 的 概率 ; 

(3) 求 世 LoW Wi 

10.7 有 一 M/M/1/5 系统 ,平均 服务 率 y 二 10, 就 两 种 到 达 率 4 二 6,4 二 15 已 得 到 相 
应 的 概率 p, ,如 表 10-5 所 示 , 试 就 两 种 到 达 率 分 析 : 

(1) 有 效 到 达 率 和 系统 的 服务 强度 ; 

(2) 系统 中 顾客 的 平均 数 ; 

(3) 系统 的 满员 率 ; 

(4) 服务 台 应 从 哪些 方面 改进 工作 ,理由 是 什么 ? 


表 10-5 
系统 中 顾客 数 n QA=6)p, Q=15)p, 
0 0.42 0.05 
1 0. 25 0.07 
2 .15 0.11 
3 0.09 0.16 
4 0.05 0.24 
5 0.04 O537 


10.8 在 习题 10.1 中 ,如 服务 时 间 服 从 正 态 分 布 , 数 学 期 望 是 10min ,方差 为 0.125， 
求 店 内 顾客 数 的 期 望 值 。 

10.9 某 人 核对 申请 书 时 ,必须 依次 检查 8 张 表格 ,每 张 表格 的 核对 时 间 平 均 需 要 
lmin。 申 请 书 的 到 达 率 平均 为 6 份 /h. 相 继 到 达 时 间 间 隔 为 负 指 数 分 布 ; 核对 每 张 表格 
的 时 间 服 从 负 指 数 分 布 。 求 : 
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(1) 办 事 员 空闲 的 概率 ; 

Co Ebi 

10.10 存货 被 使 用 的 时 间 服 从 参数 为 的 负 指 数 分 布 ,再 补充 之 间 的 时 间 间 隔 服 从 
参数 为 的 负 指 数 分 布 。 如 库存 不 足 时 每 单位 时 间 每 件 存 货 的 损失 费用 为 c,n 件 存货 
在 库 时 的 单位 时 间 存储 费用 为 c1n. 这 里 cz 二 cl。 

(1) 求 每 单位 时 间 平 均 总 费用 C 的 表达 式 ; 


(2) 6 一 全 的 最 优 值 是 什么 ? 


10.11 对 定 长 服务 时 M/D/1/se 模 型 推导 工 .LwW 和 Wo 的 表达 ,并 将 W 的 表达 
式 同 式 (10. 15) 比 较 , 得 出 相应 结论 。 

10.12 来 到 某 餐 厅 的 顾客 流 服 从 Poisson 分 布 ,平均 20 人 /h, 和 餐厅 于 上 午 11: 00 开 
始 营 业 。 试 求 : 

(1) 上 午 11:07 有 18 名 顾客 在 餐厅 时 ,于 上 午 11:12 恰好 有 20 名 顾客 的 概率 (假定 
其 间 无 顾客 离 去 ); 

(2) 前 一 名 顾客 于 11: 25 到 达 , 下 一 名 顾客 在 11: 28 一 11: 30 到 达 的 概率 。 

10.13 考虑 一 个 M/M/1/K 系统 ,具有 A) 王 10 人 /h,y=30 人 /h,K=2。 

(1) 管理 者 想 改进 此 系统 的 服务 ,设想 两 个 方案 : 方案 A 是 增加 一 个 等 待 空间 ,使 
KK 二 3; 方案 B 为 提高 平均 服务 率 到 jy 二 40 人 /h。 设 每 服务 一 个 顾客 的 平均 收入 不 变 , 问 
哪 一 个 方案 获得 的 收入 更 大 ? 

(2) 车 4 增加 到 30 人 /h 时 ,A、B 两 个 方案 哪 一 个 收入 更 大 。 

10.14 一 个 大 型 露天 矿山 ,考虑 修建 一 个 或 两 个 矿山 印 位 比较 经 济 合理 。 已 知 运 砂 
石 的 车 按 Poisson 流 到 达 ,平均 15 辆 /h, 印 矿石 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,平均 每 3min 一 辆 。 
又 知 每 辆 运 矿石 卡车 的 售 价 为 8 万 元 ,修建 一 个 印 位 的 投资 是 14 万 元 。 

10.15 某 电话 总 机 有 三 条 (s 二 3) 中 继 线 ,平均 呼叫 为 0. 8 次 /min, 如 果 每 次 通话 平 
均 时 间 为 1. 5min, 试 求 该 系统 平稳 状态 时 的 概率 分 布 . 通 过 能 力 .损失 率 和 占用 通道 的 平 
均 数 。 

10. 16 一 名 修理 工 负 责 5 台 机 器 的 维修 ,每 台 机 器 平均 每 2h 损坏 一 次 ,修理 工 修复 
一 台 机 器 平均 需 时 18.75min, 以 上 时 间 均 服从 负 指 数 分 布 。 试 求 : 

(1) 所 有 机 器 均 正 常 运转 的 概率 ; 

(2) 等 待 维修 的 机 器 的 期 望 数 ; 

(3) 假如 希望 做 到 有 一 半 时 间 所 有 机 器 都 正常 运转 , 则 该 修理 工 最 多 看 管 多 少 台 

10.17 上 题 中 假如 维修 工 工资 为 8 元 /h. 机 器 不 能 正常 运转 时 的 损失 为 40 元 /h, 则 
该 维修 工 看 管 多 少 台 机 器 较为 经 济 合理 。 

10.18 某 无 线 电 修理 商店 保证 每 件 送 来 的 电器 在 1h 内 修 完 取 货 ,如 超过 1h 则 分 文 
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不 收 ,已 知 该 店 每 修一 件 平均 收费 10 元 ,其 成 本 平均 每 件 5. 50 元 , 即 平均 每 修一 件 租 利 
4.5 元 。 已 知 送 修 电 器 按 Poisson 分 布 到 达 , 平 均 6 件 /h, 每 维修 一 件 的 时 间 为 平均 
7.5min 的 负 指 数 分 布 。 试 回答 : 

(1) 该 商店 在 此 条 件 下 能 否 熏 利 ; 

(2) 当 每 h 送 修 电器 为 多 少 件 时 ,该 商店 经 营 处 于 一 亏 平衡 点 。 

10.19 判断 下 列 说 法 是 否 正确 : 

(1) 若 顾客 到 达 排 队 系统 服从 泊 松 分 布 , 则 按 到 达 间 隔 时 间 统 计 服从 负 指 数 分 布 ; 

(2) 若 到 达 排 队 系统 顾客 来 自 两 个 客 源 , 均 服从 泊 松 分 布 , 则 合 到 一 起 后 仍 为 泊 松 
分 布 ; 

(3) 服务 员 对 顾客 的 服务 分 两 段 进行 ,所 需 时 间 分 别 为 参数 wm 和 js 的 负 指 数 分 布 ， 
则 总 服务 时 间 为 参数 (jn x je ) 的 爱 尔 朗 分 布 ; 

(4) 排队 系统 中 ,顾客 等 待 时 间 不 受 服务 规则 的 影响 。 

10.20 列举 几 个 你 经 常 接触 的 排队 系统 的 例子 (至 少 三 个 ) ,并 提出 你 对 改进 系统 服 
务 的 建议 。 
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第 一 节 ”存储 问题 及 其 基本 概念 


一 、 存 储 问 题 


存储 问题 是 人 们 最 熟悉 又 最 需要 研究 的 问题 之 一 。 例 如 工厂 储存 的 原材料 、 在 制品 
等 ,存储 太 少 ,不 足以 满足 生产 的 需要 ,将 使 生产 过 程 中 断 ; 存储 太 多 ,超过 了 生产 的 需 
要 ,将 造成 资金 及 资源 的 积压 浪费 。 商 店 储存 商品 ,存储 太 少 ,造成 商品 脱销 ,将 影响 销售 
利润 和 竞争 能 力 ; 存储 太 多 .将 影响 资金 周转 并 带 来 积压 商品 的 有 形 或 无 形 损失 。 

一 般 来 说 ,存储 是 协调 供需 关系 的 常用 手段 。 存 储 由 于 需求 (输出 ) 而 减少 ,通过 补充 
(输入 ) 而 增加 。 存 储 论 研究 的 基本 问题 是 ,对 于 特定 的 需求 类 型 ,以 怎样 的 方式 进行 补 
充 ,才能 最 好 地 实现 存储 管理 的 目标 。 根 据 需求 和 补充 中 是 否 包含 随机 性 因素 ,存储 问题 
分 为 确定 型 和 随机 型 两 种 。 由 于 存储 论 研究 中 经 常 以 存储 策略 的 经 济 性 作为 存储 管理 的 
目标 ,所 以 ,费用 分 析 是 存储 论 研 究 的 基本 方法 。 


二 、 存 储 模型 中 的 基本 要 素 


存储 模型 必须 也 只 能 反映 存储 问题 的 基本 特征 。 同 存储 模型 有 关 的 基本 要 素 有 需 
求 、 补 充 、 存 储 策略 和 费用 。 

存储 的 目的 是 为 了 满足 需求 。 随 着 需求 的 发 生 ,存储 将 减少 。 根 据 需 求 的 时 间 特 征 ， 
可 将 需求 分 为 连续 性 需求 和 间断 性 需求 。 在 连续 性 需求 中 , 随 着 时 间 的 变化 ,需求 连续 地 
发 生 , 因 而 存储 也 连续 地 减少 ; 在 间断 性 需求 中 ,需求 发 生 的 时 间 极 短 ,可 以 看 作 瞬 时 发 
生 , 因 而 存储 的 变化 是 跳跃 式 地 减少 。 根 据 需 求 的 数量 特征 ,可 将 需求 分 为 确定 性 需求 和 
随机 性 需求 。 在 确定 性 需求 中 ,需求 发 生 的 时 间 和 数量 是 确定 的 。 如 生产 中 对 各 种 物料 
的 需求 ,或 在 合同 环境 下 对 商品 的 需求 .一 般 都 是 确定 性 需求 ; 在 随机 性 需求 中 ,需求 发 
生 的 时 间或 数量 是 不 确定 的 。 如 在 非 合 同 环境 中 对 产品 或 商品 的 独立 性 需求 ,很 难 在 事 
先知 道 需求 发 生 的 时 间 及 数量 。 对 于 随机 性 需求 .要 了 和 解 需求 发 生 时 间 和 数量 的 统计 规 
律 性 。 
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2. 补充 

通过 补充 来 弥补 因 需 求 而 减少 的 存储 。 没 有 补充 ,或 补充 不 足 , 不 及 时 , 当 存储 耗 尽 
时 ,就 无 法 满足 新 的 需求 。 从 开始 订货 (发 出 内 部 生产 指令 或 市 场 订 货 合同 ) 到 存储 的 实 
现 ( 入 库 并 处 于 随时 可 供 输 出 以 满足 需求 的 状态 ) 需 要 经 历 一 段 时 间 。 这 段 时 间 可 以 分 为 
两 部 分 。 

@ 开始 订货 到 开始 补充 (开始 生产 或 货物 到 达 ) 为 止 的 时 间 。 这 部 分 时 间 如 从 订 
货 后 何 时 得 到 补充 的 角度 看 , 称 为 拖 后 时 间 ; 如 从 为 了 按时 补充 需要 何 时 订货 的 角度 
看 , 称 为 提前 时 间 。 在 同一 存储 问题 中 , 拖 后 时 间 和 提前 时 间 是 一 致 的 ,只 是 观察 的 角 
度 不 同 而 已 。 在 实际 存储 问题 中 , 拖 后 时 间 可 能 很 短 , 以 致 可 以 忽略 ,此 时 可 以 认为 补 
充 能 立即 开始 , 拖 后 时 间 为 零 。 如 拖 后 时 间 较 长 , 则 它 可 能 是 确定 性 的 ,也 可 能 是 随机 
性 的 。 

@ 开始 补充 到 补充 完毕 为 止 的 时 间 ( 即 入 库 或 生产 时 间 )。 这 部 分 时 间 和 拖 后 时 间 
一 样 ,可 能 很 短 ( 因 此 可 以 忽略 ), 也 可 能 很 长 ; 可 能 是 确定 的 ,也 可 能 是 随机 的 。 


3. 存储 策略 

存储 策略 ,是 指 决定 什么 情况 下 对 存储 进行 补充 ,以 及 补充 数量 的 多 少 。 下 面 是 一 些 
比较 常见 的 存储 策略 。 

(1) 上 循环 第 略 : 不 论 实际 的 存储 状态 如 何 ,总 是 每 隔 一 个 固定 的 时 间 4, 补充 一 个 固 
定 的 存储 量 Q。 


(2) (4,S) 策 略 : 每 隔 一 个 固定 的 时 间 4 补充 一 次 ,补充 数量 以 补足 一 个 固定 的 最 大 
存储 量 S 为 准 。 因 此 ,每 次 补充 的 数量 是 不 固定 的 ,要 视 实际 存储 量 而 定 。 当 存储 ( 余 
额 ) 为 工时 ,补充 数量 为 Q 一 S 一 IT。 

(3) CS) 策略 : 当 存 储 (余额 ) 为 工 若 [二 >, 则 不 对 存储 进行 补充 ; 若 1s, 则 对 存 
储 进 行 补充 ,补充 数量 Q=S 一 I。 补 充 后 达到 最 大 存储 量 S。;s 称 为 订货 点 (或 保险 存储 
量 、 安 全 存储 量 、 警 戒 点 等 )。 在 很 多 情况 下 ,实际 存储 量 需 要 通过 盘点 才能 得 知 。 若 每 隔 
一 个 固定 的 时 间 : 盘点 一 次 ,得 知 当时 存储 工 ,然后 根据 工 是 否 超过 订货 点 * ,决定 是 否 订 
货 .订货 多 少 ,这 样 的 策略 称 为 ((,s,S) 策 略 。 

4， 费 上 

在 存储 论 研究 中 , 常 以 费用 标准 来 评价 和 优选 存储 策略 。 为 了 正确 地 评价 和 优选 存 
储 策略 ,不 同 存储 策略 的 费用 计算 必须 符合 可 比 性 要 求 。 最 重要 的 可 比 性 要 求 是 时 间 可 
比 和 计算 口径 可 比 。 经 常 考虑 的 费用 项 目 有 存储 费 、 订 货 费 、 生 产 费 、 缺 货 费 等 。 

各 费用 项 目的 构成 和 属性 大 致 如 下 : 

(1) 存储 费 : 存储 物资 的 资金 利息 、 保 险 以 及 使 用 仓库 、 保 管 物资 .物资 损坏 变质 等 
支出 的 费用 ,一 般 和 物资 存储 数量 及 时 间 成 比例 。 

(2) 订货 费 : 向 外 采购 物资 的 费用 。 其 构成 有 两 类 : 一 类 是 订购 费用 ,如 手续 费 、 差 
旅费 等 , 它 与 订货 次 数 有 关 , 而 和 订货 数量 无 关 ; 另 一 类 蚌 物 资 进货 成 本 .如 货款 、 运 费 
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等 , 它 与 订货 数量 有 关 。 

(3) 生产 费 : 自行 生产 所 需 存储 物资 的 费用 。 其 构成 有 两 类 : 一 类 是 装配 费用 ( 准 
备 结束 费用 ) ,如 组 织 或 调整 生产 线 的 有 关 费 用 , 它 同 组 织 生产 的 次 数 有 关 , 而 和 每 次 
生产 的 数量 无 关 ; 另 一 类 是 与 生产 的 数量 有 关 的 费用 ,如 原材料 和 零 配 件 成 本 直接 加 
工 费 等 。 

(4) 缺 货 费 : 存储 不 能 满足 需求 而 造成 的 损失 。 如 失去 销售 机 会 的 损失 ,停工 待 料 
的 损失 ,延期 交 货 的 额外 支出 ,对 需 方 的 损失 赔偿 等 。 当 不 允许 缺 货 时 ,可 将 缺 货 费 作 无 
穷 大 处 理 。 

一 个 存储 系统 中 ,存储 量 因 需 求 而 减少 , 随 补充 而 增加 。 在 直角 坐标 系 中 ,如 以 时 间 
T 为 横 轴 ,实际 存储 量 Q 为 纵 轴 , 则 描述 存储 系统 实际 存储 量 动态 变化 规律 的 图 像 称 为 
存储 状态 图 , 它 是 存储 论 研究 的 重要 工具 。 


第 二 节 ”确定 型 存储 模型 


一 、 模 型 一 : 不 允许 缺 货 , 补 充 时 间 极 短 


为 了 便于 描述 和 分 析 , 对 模型 作 如 下 假设 : 

(1) 需求 是 连续 均匀 的 , 即 需 求 速度 (单位 时 间 的 需求 量 )R 是 常数 ; 

(2) 补充 可 以 瞬时 实现 . 即 补充 时 间 ( 拖 后 时 间 和 生产 时 间 ) 近 似 为 零 ; 

(3) 单位 存储 费 ( 单 位 时 间 内 单位 存储 物 的 存储 费用 ) 为 C1。 由 于 不 允许 缺 货 , 故 单 
位 缺 货 费 ( 单 位 时 间 内 每 缺少 一 单位 存储 物 的 损失 )C; 为 无 穷 大 。 订 货 费 ( 每 订购 一 次 的 
固定 费用 ) 为 C;。 货 物 (存储 物 ) 单 价 为 K。 

采用 循环 策略 。 设 补充 间隔 时 间 为 1, 补充 时 存储 已 用 尽 , 每 次 补充 量 ( 订 货 量 ) 为 
Q, 则 存储 状态 图 见 图 11-1。 

一 次 补充 量 Q 必须 满足 : 时 间 内 的 需求 , 故 Q= Ri。 因 此 ,订货 费 为 Cs 十 KR4, 而 i 


时 间 内 的 平均 订货 费 为 十 KR。 
由 于 需求 是 连续 均匀 的 , 故 ! 时 间 内 的 平均 存储 量 为 
耻 下 i 
| RTdT = Re 


因此 ,4 时间 内 的 平均 存储 费 为 二 CURL。 
由 于 不 允许 缺 货 , 故 不 需 考虑 缺 货 费用 。 所 以 ,时间 内 的 平均 总 费用 


COD 一 旦 十 KR 十 二 CR: ils 
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CQ() 随 1 的 变化 而 变化 , 其 图 像 见 图 11-2。 从 图 11-2 可 见 , 当 1 二 1* 时 ,C(4*)==C* 
是 C(4) 的 最 小 值 。 


斜率 (-R) 


leg 
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了 +KR 


为 了 求 得 ,可 解 
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je /二 全 
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C*= C0") = V2CICsR 十 KR (11. 4) 
所 以 .按照 上 循环 策略 ,应 当 每 隔 1* 时 间 补 充 存储 量 Q" ,这样 平均 总 费用 为 C* ,是 
最 经 济 的 。 
由 于 存储 物 单 价 玉 和 补充 量 Q 无 关 , 它 是 一 常数 ,因此 ,存储 物 总 价 KQ 和 存储 策略 
的 选择 无 关 。 所 以 ,为 了 分 析 和 计算 的 方便 ,在 求 费用 函数 CC 时 , 常 将 这 一 项 费用 略 
去 。 咯 去 这 一 项 费用 后 ， 


由 此 


C= C0) = Ge (11.5) 

模型 一 是 存储 论 研究 中 最 基本 的 模型 , 式 (11. 3) 称 为 经 济 订 购 批量 Ceconomic 
ordering quantity,EOQ) 公 式 ,. 有 时 ,也 称 为 经 济 批量 (economic lot size) 公 式 。 

例 1 某 商品 单位 成 本 为 5 元 .每 天 保管 费 为 成 本 的 0.1% ,每 次 订购 费 为 10 元 。 已 
知 对 该 商品 的 需求 是 100 件 / 天 ,不 允许 缺 货 。 假 设 该 商品 的 进货 可 以 随时 实现 。 问 应 怎 
样 组 织 进 货 , 才 最 经 济 。 

解 ”根据 题 意 , 知 开 一 5 元 / 件 ,Ci 一 5X0.1% 一 0. 005 元 / 件 ， 天 ,Cs 二 10 元 ,R= 
100 件 / 天 。 

由 式 (11. 2) 式 (11.3) 和 式 (11. 5) .有 


2 3X 10 
0" AGR — ooo0s x 00 — “(RA) 


”王政 一 100X 记 肛 一 的 2( 件 》 


C* = VCCGR = V2 Xo0.005X10X100 = 3.16( 元 /天 ) 

所 以 ,应 该 每 隔 6. 32 天 进货 一 次 ,每 次 进货 该 商品 632 件 ,能 使 总 费用 (存储 费 和 订 
购 费 之 和 ) 为 最 少 ,平均 约 3. 16 元 /天 。 若 按 年 计划 , 则 每 年 大 约 进 货 365/6. 32 过 
58( 次 ) ,每 次 进货 630 件 。 
二 、 模 型 二 : 允许 缺 货 ,补充 时 间 较 长 

模型 假设 条 件 : 

(1) 需求 是 连续 均匀 的 , 即 需 求 速度 R 为 常数 ; 

(2) 补充 需要 一 定时 间 。 不 考虑 拖 后 时 间 , 只 考虑 生产 时 间 。 即 一 旦 需要 ,生产 可 立 
刻 开 始 , 但 生产 需要 一 定 周期 。 设 生产 连续 均匀 ,生产 速度 了 为 常数 , 且 PR; 

(3) 单位 存储 费 为 Ci ,单位 缺 货 费 为 C: ,订购 费 为 C3。 不 考虑 货物 价值 。 

存储 状态 图 见 图 11-3。 


斜率 (P-R) 


斜率 (-R) 


[0, 相 为 一 个 存储 周期 ,4 时 刻 开始 生产 ,ts 时 刻 结束 生产 ; 

[0,tsj 时 间 内 存储 为 零 ,w 时 达到 最 大 缺 货 量 B; 

[4 ,tsj 时 间 内 产量 一 方面 以 速度 RR 满足 需求 ; 另 一 方面 以 速度 (P 一 R) 补 充 [0,4] 
时 间 内 的 缺 货 ,至 is 时刻 缺 货 补 足 ; 

[Le .tsj 时 间 内 产量 一 方面 以 速度 R 满足 需求 ; 另 一 方面 以 速度 (P 一 R) 增 加 存储 。 
至 is 时 刻 达 到 最 大 存储 量 A. 并 停止 生产 ; 

[Le ,J 时 间 内 以 存储 满足 需求 ,存储 以 速度 R 减少。 至 1 时 刻 存储 降 为 零 , 进 入 下 一 
个 存储 周期 。 

下 面 ,根据 模型 假设 条 件 和 存储 状态 图 ,首先 导出 [0,j 时 间 内 的 平均 总 费用 ( 即 费 
函数 ) ,然后 确定 最 优 存储 策略 。 
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从 [o ,看 ,最 大 缺 货 量 B 一 Ra; 从 [4 ,zz] 看 ,最 大 缺 货 量 B= 二 (P 一 R) (tz 一 4)。 故 
有 Ra 一 (P 一 R)(a 一 0) ,从 中 解 得 


-Fe (11.6) 


从 [iz ,6s] 看 ,最 大 存储 量 A 王 (P 一 R) (6 一 上 ); 从 [Le , 门 看 ,最 大 存储 量 A=R( 一 43)。 
故 有 (P 一 R) (ts 一 ts) 二 RG 一 43), 从 中 解 得 


4 = 一 4) (11.7) 


易 知 ,在 [0, 由 时 间 内 : 
存储 费 为 记 C1(P 一 R) G43 一 4) (4 一 4); 


缺 货 费 为 十 CsRnlz 


订购 费 (生产 准备 费 ) 为 Cs 。 
故 [0,W] 时 间 内 平均 总 费用 为 : 


1[3ciP R) Cs —12) C4 —12) + 


将 式 (11.6) 和 式 (11.7) 代 入 ,整理 后 得 
Ee 
2P 


$ CR +C] 


2 下 
Ct = C36 FG 4 69 和 |+ 皇 (11. 8) 
解 方 程 组 
9 C(t2) _ 
FF 
9 CC) _ 


9 


了 FG "0 
可 得 全 一 人 全， /SG VB 及 避 一 (GG) 容易 证 明 ,此 时 的 费用 


CCQ* ,12 ) 是 费用 函数 a 
因此 .模型 二 的 最 优 存储 策略 各 参数 值 为 


最 优 存储 周期 
2Cs C+ Ce BP 
-级 . /2 ‘Vex ily 
经 济 生产 批量 
N 2CsR / Ee 
Q Ri c : -Vs 及 (1107 
缺 货 补足 时 间 
本 一 (ol 
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开始 生产 时 间 
是 二 PF; CL 12) 
结束 生产 时 间 
好 = Re" + (1—E)s (11.13) 
最 大 存储 量 
A: 一 RG" 一 号 ) (11.14) 
最 大 缺 货 量 
B* = Ri (Gh 
平均 总 费用 
Ge =261e" Cl le) 


例 2 企业 生产 某 种 产品 ,正常 生产 条 件 下 可 生产 10 件 / 天 。 根 据 供 货 合同 , 需 按 
7 件 / 天 供 货 。 存 储 费 每 件 0. 13 元 /天 , 缺 货 费 每 件 0.5 元 /天 ,每 次 生产 准备 费用 为 80 元 ， 
求 最 优 存 储 策略 。 

解 ” 依 题 意 ,符合 模型 二 的 条 件 , 且 P=10 件 /天 ,R=7 件 / 天 ,Ci=0. 13 元 /天 。 件 ， 
Cz 二 0.5 元 /天 。 件 ,Cs 二 80 元/ 次。 

利用 式 (11.9) 一 式 (11.16) ,可 得 


了 0 XN x /i Ba 
Q" = 二 7X27.6 == 193.2( 件 /次 ) 

经 -FX27.6 = 5.5( 天 ) 

= x5 5 = 1.7( 天 ) 

有， 一 而 X27.6 二 (1 一 而 )X5.5 一 21.0( 天 ) 


A* =7X (27.6—21.0) = 46.2( 件 ) 
B* =7X17= 11.9( 件 ) 
C= X02 = 
可 以 把 模型 一 看 作 模 型 二 的 特殊 情况 。 在 模型 二 中 ,取消 允许 缺 货 和 补充 需要 一 定 
时 间 的 条 件 , 即 C: 一 cc,P-~co, 则 模型 二 就 是 模型 一 。 事 实 上 ,如 将 C: 一 吕 和 PP 一代 
入 模型 二 的 最 优 存 储 策略 各 参数 公式 .就 可 得 到 模型 一 的 最 优 存储 策略 。 只 是 必须 注意 ， 
按照 模型 一 的 假设 条 件 , 应 有 
二 二 1 二 0 
A = 起 
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B*=0 
三 、 模型 三 : 不 允许 缺 货 , 补 充 时 间 较 长 


模型 三 的 存储 状态 图 见 图 11-4。 
在 模型 二 的 假设 条 件 中 ,取消 允许 缺 货 条 件 ( 即 高 
设 C: 一 吕 ,ts 二 0) ,就 成 为 模型 三 。 因 此 ,模型 三 的 
存储 状态 图 和 最 优 存储 策略 可 以 从 模型 二 直接 旬 束 (由 
导出 。 
最 优 存储 策略 各 参数 : 
最 优 存储 周期 


. ”三 zcP 
4′ TT NORPTR) EA 


经 济 生产 批量 
人 
Q' =R [Ry (11. 18) 
结束 生产 时 间 
六 三 Re: (11. 19) 
最 大 存储 量 
A 代入 一 多 (11. 20) 
平均 总 费用 
etme ye (11. 21) 


例 3 商店 经 销 某 商品 ,月 需求 量 为 30 件 .需求 速度 为 常数 。 该 商品 每 件 进 价 300 
元 ,月 存储 费 为 进 价 的 2%。 向 工厂 订购 该 商品 时 订购 费 每 次 20 元 ,订购 后 需 5 天 才 开 
始 到 货 , 到 货 速 度 为 常数 , 即 2 件 / 天 。 求 最 优 存储 策略 。 
解 ” 本 例 特点 是 补充 除 需 要 和 人 人 库 时 间 ( 相 当 于 生产 时 间 ) 外 ,还 需 考虑 拖 后 时 间 。 因 
此 ， 和 榴 本 加 区 在 本 傅 用 放生 区 放 的 第 天 。 除 此 之 外 ,本 例 和 模型 三 的 假设 条 件 完全 一 
致 。 本 例 的 存储 状态 图 见 图 11- 
S 斜率 (P-R) 


人 Ho 
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从 图 11-5 可 见 , 拖 后 时 间 为 [0,zo], 存 储量 工 应 恰好 满足 这 段 时 间 的 需求 , 故 
工 一 Ri 。 


根据 题 意 , 有 了 一 2 件 /天 , R=1 件 /天 , C1 一 300X2%X 击 一 0.2 元 /天 * 件 ,C; 一 


20 元 /次 ,to 二 5 天 , 王 1X5=5 件 。 代 人 和 人 式 (11.17) 一 式 (11.21) 可 算得 ， 
天 三 区 人 三 站 各 9 三 配件 关 三 直 天 证 ”= 去 元 
在 本 例 中 ,L 称 为 订货 点 ,其 意义 是 每 当 发 现存 储量 降 到 工 或 更 低 时 就 订购 。 在 存 
储 管理 中 , 称 这 样 的 存储 策略 为 定点 订货 *"。 类 似 地 , 称 每 隔 一 个 固定 时 间 就 订货 的 存储 
策略 为 定时 订货 ”, 称 每 次 订购 量 不 变 的 存储 策略 为 “定量 订货 ”。 


、 模 型 四 : 允许 缺 货 ,补充 时 间 极 短 


模型 四 的 存储 状态 图 见 图 11-6。 

在 模型 二 的 假设 条 件 中 ,取消 补充 需要 一 定时 5 
间 的 条 件 ( 即 设 Poo) ,就 成 为 模型 四 。 因 此 ,和 模 4 
型 三 一 样 ,模型 四 的 存储 状态 图 和 最 优 存储 策略 也 
可 以 从 模型 二 中 直接 导出 。 


TS 4 人 


最 优 存储 策略 各 参数 : 0 一 
最 优 存储 周期 ee 
«_ fC Tic) 
= | a ey 
经 济 生产 批量 
QoQ =R: [2RC3 (C+ Cs) cy 
Ci。C2 
生产 时 间 
c 
=4=t=t Gi dll) 
最 大 存储 量 
CsR 2C:CsR 和 
A' =a te GE Fe (11. 25) 
最 大 缺 货 量 
和 Ts 2G1GR 
B" = 外 G CC FC (L126) 
平均 总 费用 
= (030 


对 于 确定 型 存储 问题 .上 述 四 个 模型 是 最 基本 的 模型 。 其 中 ,模型 一 、 模 型 三 、 模 型 四 
又 可 看 作 模 型 二 的 特殊 情况 。 在 每 个 模型 的 最 优 存储 策略 的 各 个 参数 中 ,最 优 存 储 周期 
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4* 是 最 基本 的 参数 ,其 他 各 个 参数 和 它 的 关系 在 各 个 模型 中 都 是 相同 的 。 根 据 模型 假设 
条 件 的 不 同 ,各 个 模型 的 最 优 存储 周期 ，, 之 问 也 有 明显 的 规律 性 。 因 子 (所 二 ) 对 应 


本 是 否 允 许 缺 货 的 假设 条 件 .因子 (万 上 二) 对 应 了 补充 是 否 需 要 时 间 的 假设 条 件 。 


一 个 存储 问题 是 否 允许 缺 货 或 补充 是 否 需 要 时 间 , 完 全 取决 于 对 实际 问题 的 处 理 角 
度 ,不 存在 绝对 意义 上 的 不 允许 缺 货 或 绝对 意义 上 的 补充 不 需要 时 间 。 如 果 缺 货 引 起 的 
后 果 或 损失 十 分 严重 , 则 从 管理 的 角度 应 当 提 出 不 允许 缺 货 的 建 模 要 求 ; 否则 ,可 视 为 允 
许 缺 货 的 情况 。 至 于 缺 货 损 失 的 估计 ,应 当 力 求全 面 和 精确 。 如 果 补 充 需 要 的 时 间 相 对 
于 存储 周期 是 微不足道 的 . 则 可 考虑 补充 不 需要 时 间 的 假设 条 件 ; 否则 ,需要 考虑 补充 时 
间 。 在 考虑 补充 时 间 时 ,必须 分 清 拖 后 时 间 和 生产 时 间 , 两 者 在 概念 上 是 不 同 的 。 


五 、 模 型 五 : 价格 与 订货 批量 有 关 的 存储 模型 


为 了 鼓励 大 批量 订货 , 供 方 常 对 需 方 实行 价格 优惠 。 订 货 批 量 越 大 ,货物 价格 就 越 便 
宜 。 模 型 五 除 含 有 这 样 的 价格 刺激 机 制 外 ,其 他 假设 条 件 和 模型 一 相同 。 

一 般 地 , 设 订货 批量 为 Q, 对 应 的 货物 单价 为 K(Q)。 当 Qi 三 QQ; 时 ,K(Q)==K 
(i 二 1,2,…,n)。 其 中 ,Qi 为 价格 折扣 的 某 个 分 界 点 , 且 0 寺 Q@ 二 Qi1 二 Q: 二 … 过 Qi, Ki! 
Rms 

由 式 (11. 1) ,在 一 个 存储 周期 内 模型 五 的 平均 总 费用 (费用 函数 ) 为 


让 (从 三 去 CR: 十 全 十 RK(Q) 


其 中 ,Q=R。 当 Q- 和 Q=RI 一 Q: 时 ， 
K(Q)=K; 1 一 1.2.… ,7 
CC) 为 关于 /上 的 分 段 函 数 。 为 了 了 解 它 的 性 质 ,以 ?一 3 为 例 , 画 出 其 图 像 , 见 图 11-7。 


所 


\ 


上 
mm/ 
cil 
| 
1 
i 
> 
人 
\ 


C 
2 IRH+ 子 


S 
NDP---7---/- 
Ce--/-- 


| 


从 图 11-7 可 见 ,如 不 考虑 货物 总 价 RK(Q), 则 最 小 费用 点 为 。 但 考虑 货物 总 价 时 ， 
费用 曲线 呈 逐 段 递减 趋势 . 故 z 未 必 真 是 最 小 费用 点 。 因 此 ,推广 到 一 般 情 况 ,模型 五 的 最 
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小 平均 总 费用 订购 批量 Q* 可 按 如 下 步骤 来 确定 : 


(1) 计算 6=R7 = 所 于。 车 Q-1<Q 二 Q, 则 平均 总 费用 C= V2CICIR 十 RK, 
i 六 ' 针 | a i 
(2) 计算 C® Lan.Q + 学 十 RK， ct +RK;,i=j,j+1,.…,n 


(3) 若 min{fC,Co ,C514?,…,C"} 二 C* , 则 C* 对 应 的 批量 为 最 小 费用 订购 批量 
Q" 。 相 应 地 ,和 最 小 费用 C* 对 应 的 订购 周期 1* 二 Q* /R。 

例 4 工厂 每 周 需要 零 配件 32 箱 , 存 储 费 每 箱 每 周 1 元 ,每 次 订购 费 25 元 ,不 允许 
缺 货 。 零 配件 进货 时 若 : (1) 订 货 量 1 一 9 箱 时 ,每 箱 12 元; (2) 订 货 量 10 一 49 箱 时 ,每 箱 
10 元 ; (3) 订 货 量 50 一 99 箱 时 ,每 箱 9. 5 元 ; (4) 订 货 量 100 箱 及 以 上 时 ,每 箱 9 元 。 求 
最 优 存储 策略 。 


解 G fe 2 40( 箱 ) 
因 Q=40 在 10 一 49 之 间 , 故 每 箱 价 格 为 Ks 二 10 元 ,平均 总 费用 C= VZCICSR 十 RK: 一 
V2X1X25X32 十 32X10==360( 元 / 周 )。 


又 因为 “Ce 一 工 X1X50+ 2 2 +32 xX. 5 一 345( 元 ) 


2 
C= 去 X1X100 十 230+32X9 一 346( 元 ) 
min{360,345.,346}) 二 345 二 C3 
故 最 优 订购 批量 Q" 二 50 箱 , 最 小 费用 C" = 二 345 元 / 周 ,订购 周期 1* 二 Q* /R=50/32 过 
1.56 周 <:11 天 。 


第 三 节 单 周 期 的 随机 型 存储 模型 


在 随机 型 存储 问题 中 ,常见 的 随机 性 因素 是 需求 和 拖 后 时 间 。 它 们 的 统计 规律 性 往 
往 需要 通过 历史 统计 资料 的 频率 分 布 来 估计 。 对 于 随机 型 存储 问题 ,有 几 种 基本 的 订货 
策略 。 如 按 决定 是 否 订货 的 条 件 划分 .有 订购 点 订货 法 和 定期 订货 法 ; 如 按 订货 量 的 决 
定 方法 划分 ,有 定量 订货 法 和 补充 订货 法 。 应 用 时 ,可 以 将 上 述 基本 订货 法 组 合 起 来 , 构 
成 适当 的 存储 策略 。 在 对 存储 策略 进行 评价 时 , 常 采 用 损失 期 望 值 最 小 或 获 利润 期 望 值 
最 大 的 准则 。 

本 节 讲 述 单 周 期 的 存储 模型 。 周 期 中 只 能 提出 一 次 订货 ,发 生 短缺 时 也 不 允许 青 提 
出 订货 ,周期 结束 后 ,剩余 货 可 以 处 理 。 


一 、 模 型 六 : 需求 是 离散 随机 变量 
报 童 问题 : 报 童 每 天 售 出 的 报纸 份 数 是 一 个 离散 随机 变量 ,其 概率 P(r) 已 知 。 报 
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童 每 售 出 一 份 报纸 能 赚 4 元 ; 如 售 剩 报纸 , 每 剩 一 份 赔 元 。 问 报 童 每 天 应 准备 多 少 份 
报纸 ? 
报 童 每 天 售 出 份 报纸 的 概率 为 P(7), 2)P(7) 一 1。 
设 报 童 每 天 准备 Q 份 报纸 。 现 采用 损失 期 望 值 最 小 准则 来 确定 Q。 
当 供过于求 (r 入 Q) 时 , 因 报 纸 售 剩 而 遭 到 的 损失 期 望 值 为 
Q 
ZhQ— HP) 
当 供 不 应 求 (rQ) 时 , 因 失 去 销售 机 会 而 少 赚钱 的 损失 期 望 值 为 


Ar 一 Q)PCr-) 


一 QH 


因此 , 当 每 天 准备 Q 份 报纸 时 , 报 童 每 天 总 的 损失 期 望 值 为 
放大 = h3Q-nPpen 十 pp (Cr 一 Q)PC-) 


一 QH+1 
由 于 C(Q) 是 离散 的 ， 故 采用 边际 分 析 法 : 
AC(Q) =C(Q+1)—C(Q) 


Q+1 


Qt HPW th Da 一 1)PCr) 


ja Pr) Vit Q P(r) 
Ee 


r 一 Q+1 


Q Q 
BFI=DPO = 人 DR ] 
A 各 


Lp QQ P(r) 3 Q— P(r) | 
r=Q+1 


三 有 h Spo 一 上 5 P(r) 


r=Q+Hl 


一 ipo) 一 [1 一 六 po] 
气 气 


Q 
k 
=(+h) [DP ps 
2 k 
记 F(® -之 PC N= 


NN 称 为 损益 转折 概率 . 则 
AC(Q) = (十 DCFCQ) 一 N] 
显然 ,AC(Q) 和 [F(Q) 一 NJ] 同 号 , 且 AC(Q) 关 于 Q 严格 单调 增加 。 
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由 于 F(co) = >)P(r) ==1, 故 当 Q 一 品 时 ,AC(Q) 一 记过 0。 

由 于 AC(0) 二 C01) 一 C00) 二 (& 十 h)[P(0) 一 NJ, 故 AC(0) 和 [PC(0) 一 NJ 同 号 。 

车 PC(0) 二 NN, 则 AC(0) 二 0。 此 时 , 由 上 面 分 析 可 知 , 随 着 Q 的 增 大 , A(Q) 从 负 值 过 
渐 增 大 至 正 值 , 也 即 CCQ) 先 下 降 至 某 最 小 值 再 逐渐 增 大 。 设 Q=Q" 时 ，C(CQ”) 一 
,in.CCQ) , 则 对 于 Q 有 

AC(Q" 一 队 到 0 

ed ) 三 0 
因此 ,Q'" 可 由 下 面 关 系 式 确定 : 
FQ NFQ) 

车 P(0) 宇 N, 则 AC(0) 宇 0。 此 时 ,和 P(0) 二 N 时 同样 的 理由 ,可 知 AC(Q) 宇 0 
(Q= 二 0,1,2,…), 即 C(Q@) 是 关于 QQ 不 断 递增 的 。 因 此 .CC(Q) 的 最 小 值 是 C060), 即 Q 二 0。 


但 NP(0) ==F(0) = >) P(r) , 故 这 种 情况 下 ,Q" =0 的 确定 仍 可 采用 上 面 的 关系 式 。 
综 上 所 述 ,模型 六 的 最 佳 订购 量 Q* 同 同 四 国庆 友 丽 业 网 失 


Sp < th < Dj (11. 28) 


如 果 采 用 获 利 期 望 值 最 大 准则 ,可 以 证 明确 定 最 佳 订 购 量 Q" 的 关系 式 仍 是 
式 (11.28)。 这 点 作为 一 道 习 题 留 给 读者 自己 证 明 ( 见 习题 11. 17) 。 

例 5 某 工厂 将 从 国外 进口 150 台 设 备 。 这 种 设备 有 一 个 关键 部 件 , 其 备件 必须 在 
进口 设备 时 同时 购买 ,不 能 单独 订货 。 该 种 备件 订购 单价 为 500 元 .无 备件 时 导致 的 停产 
损失 和 修复 费用 合计 为 10 000 元 。 根 据 有 关 资 料 计算 ,在 计划 使 用 期 内 ,150 台 设 备 因 关 
键 部 件 损坏 而 需要 7 个 备件 的 概率 P(r) 见 表 11-1。 问 工厂 应 为 这 些 设备 同时 购买 多 少 
关键 部 件 的 备件 ? 


解 ” 当 某 设备 的 关键 部 件 损坏 时 ,如 有 备件 替换 , 则 可 避免 10 000 元 的 损失 , 故 边际 
收益 k= 二 10 000 一 500 二 9 500 元 ; 当 备 件 多 余 时 ,每 多 余 一 个 备件 将 造成 500 元 的 浪费 ， 
故 边际 损失 /一 500 元 。 因 此 ,损益 转折 概率 

k 9 500 
k++h 9500+500 


N 0.95 


根据 表 11-1, 计 算 备 件 需 要 量 7 的 累积 概率 F(Q) 一 Yip) 


r=0 
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7 8 
BPO)=00<N=0 < SDPO =096 
气 气 


因此 ,Q 一 8, 即 工厂 应 同时 购买 8 个 关键 部 件 的 备件 ,可 使 损失 期 望 值 最 小 。 
例 6 某 商品 每 件 进 价 40 元 , 售 价 73 元。 商品 过 期 后 将 前 价 为 每 件 20 元 并 一 定 可 
以 售 出 。 已 知 该 商品 销售 量 -~ 服从 泊 松 分 布 : 


a 
P(r) = 4 


rs 


根据 以 往 经 验 ,平均 销售 量 4==6 件 。 问 商店 应 采购 多 少 件 该 商品 ? 
解 每 件 商品 销售 司 利 (边际 收益 )A 一 73 一 40 一 33( 元 ) ,滞销 损失 (边际 损失 )/ 一 


一 元 EE Es 一 
40 一 20 一 20( 元 )。 损 益 转 折 概 率 N 一 55 十 20 一 0. 623。 


二 
销售 量 ~ 累积 概率 F(Q) 二 2》) 一， 56- 。 查 泊 松 分 布 累 积 概率 值 表 可 得 : 


ri 
F(6) = 0.6063 一 0.623 一 F(7) 一 0.7440 
所 以 ,商店 应 采购 7 件 该 商品 ,可 使 损失 期 望 值 最 小 。 
模型 六 是 最 简单 .最 基本 的 随机 型 存储 模型 ,常用 来 解决 独立 的 一 次 性 订货 问题 。 
二 、 模 型 七 : 需求 是 连续 的 随机 变量 
设 单位 货物 进 价 为 &, 售 价 为 p, 存 储 费 为 Ci。 又 设 货物 需求 ”是 连续 型 随机 变量 ， 
其 密度 函数 为 @() ,分布 函 数 为 F(a) 一 | gr)dr(a> 0) 。 问 货物 的 订购 量 (或 生产 量 ) 
Q 为 何 值 时 ,能 使 僵 利 期 望 值 最 大 ? 
当 订 货 量 为 Q、 需 求 量 为 时 ,实际 销售 量 为 min[r, Qj, 因 而 实际 销售 收入 为 
p* min[r,Q]; 
进货 成 本 为 AQ; 
CQ 一 nr<Q 时 
货物 存储 费 为 ceo=| 
0 7 一 Q 时 
因此 , 若 记 订购 量 Q@ 时 的 盘 利 为 W(Q), 则 
W(Q = p.min[r.Q] 一 AQ 一 CCQ) 
而 熏 利 期 望 值 
E[W(Q]= [foeart | pao dr |- AQ -| ceo- DB dr 


2 a oo Q 
| procdr—| prgcDdr 十 | 2QecDdr 一 AQ 一 | CCQ 一 门 GCr)dr 
0 Q Q 9 


oo Q 
= 三 (一 [| 2 一 Q)gcDdr 十 | CQ 一 DecodrTAQ | 
Q 0 
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容易 知道 ,第 一 项 PE(r) 二 p| rg@(m)dr 为 平均 榴 利 , 同 订购 量 Q 无 关 , 是 一 常数 ， 


中 括号 内 第 一 项 为 缺 货 损失 期 望 值 ( 只 考虑 失去 销售 机 会 而 未 实现 的 收入 ); 第 二 项 为 滞 
销 损失 期 望 值 ( 只 考虑 存储 费 支 出 ); 第 三 项 为 货物 进货 成 本 。 因 此 ,中 括号 内 三 项 表示 
损失 期 望 值 ( 含 货物 进货 成 本 ) 。 


记 E[C(Q)] = [pr -Qart hcQ— nN)dr ti , 则 有 等 式 


E[W(Q)] 十 E[C(Q)] = pE(r) 
从 这 个 等 式 可 以 看 到 ,模型 七 和 模型 六 一 样 ,不 论 订购 量 Q 为 何 值 ,盈利 期 望 值 和 损失 期 
望 值 之 和 总 是 一 个 常数 , 即 平均 盈利 pE(r)。 这 是 这 类 问题 的 固有 性 质 。 根 据 这 一 性 质 ， 
原 问 题 maxE[W(Q)] 可 转化 为 问题 minE[C(Q)]。 下 面 求解 问题 minELCCQ)]。 


dE[C(®]_ df a 
加 此 [| ec Q)ocDdr+| ca DocDdr+kQ | 


Q oo 
一 cl| ,ecopdr 一 p| Bdr+e 


Q 
= (Ci 十 六 | odr— (p—&k) 
令 dE[CCQ)] 
一 OF 0 


Q 
p—k 
F(Q) = | epdr 2 二 Ci 《11. 29) 


由 式 (11. 29) 确 定 的 Q 记 为 Q" :Q 为 ELCCQ)] 的 驻 点 。 容 易 证 明 ,Q "为 ELC(Q)] 的 最 
小 值 点 ,也 即 ELW(Q)] 的 最 大 值 点 。 所 以 ,Q "就 是 最 佳 订 货 量 。 

当 p 一 k=0 时 . 式 (11.29) 不 成 立 。 但 这 种 情况 表示 订购 货物 无 利 可 图 (p 二 k) , 故 不 
应 生产 或 订购 , 即 Q* =0。 

当 缺 货 损 失 不 只 是 考虑 销售 收入 的 减少 (如 还 要 考虑 赔偿 需 方 损失 等 ) 时 ,单位 缺 货 
费 C; 二 p, 此 时 ,只 需 在 前 面 推导 过 程 中 用 C: 代替 p 即 可 。 所 以 ,这 种 情况 下 Q" 由 下 式 
确定 : 


F(Q) = [ear = ek (C1130) 


Ci 十 Ci 
模型 七 和 模型 六 一 样 ,都 是 一 次 性 订购 问题 。 在 多 阶段 订购 问题 中 ,由 于 需求 
机 变量 .所 以 ,在 每 一 阶段 开始 时 .很 可 能 存在 期 初 存储 (上 一 阶段 未 能 售 出 的 货物 )。 
本 阶段 期 初 存储 量 为 , 则 除 进 货 成 本 将 减少 kI 外 ,其 他 均 和 模型 七 相同 。 所 以 ， ci 
阶段 订购 问题 ,可 以 采用 (4.S) 存 储 策略 。 即 由 式 (11. 30) 滑 十 :Q” (Q* 相当 于 最 大 存储 量 
S) , 若 [全 Q” .本 阶段 不 订货 ; 若 I<Q” ,本 阶段 订货 ,订货 量 Q 二 Q* 一 IT. 以 使 订货 后 本 
阶段 存储 量 达到 Q* 。 采 用 这 种 定期 订货 .但 订货 量 不 定 的 存储 策略 ,可 使 损失 期 望 值 最 
小 (或 获 利 期 望 值 最 大 ) 。 
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例 7 工厂 生产 某 产品 ,成 本 220 元 /t, 售 价 320 元 ,每 月 存储 费 10 元 。 月 销售 量 为 
正 态 分 布 , 平 均值 为 60t, 标 准 差 为 3t。 问 该 厂 应 每 月 生产 该 产品 多 少 , 使 获 利 的 期 望 值 
最 大 。 

解 ” 根 据 题 意 ,k= 二 220,p 二 320,C1 二 10。 销 售 量 ~N(60,3?) 


由 式 (11. 29) ,有 
i k 320 一 220 
-Pe 各 pC— a 
- 320 干 10 0. 303 0 


FCQ =|、， d 
0 TG 


从 正 态 分 布 的 累计 值 表 查 得 
QA 


从 中 解 得 8.455<z58.5 

因此 ,工厂 每 月 应 生产 这 5t, 可 使 期 望 损失 最 小 。 

第 四 节 ”其 他 的 随机 型 存储 模型 
问 每 次 定 


问题 ; 货物 单位 成 本 为 .单位 存储 费 为 Ci、 单 位 缺 货 费 为 C，、 每 次 订购 费 为 C;、 期 
初 存储 为 1。 需求 为 连续 随机 变量 ,其 概率 分 布 已 知 。 采 用 (s,S) 存 储 策略 。 
货 量 Q 如 何 确定 ,才能 使 损失 期 望 值 最 小 ? 

需求 为 连续 随机 变量 的 (*,S) 存 储 策略 


人 模型 八 : mm 
模型 中 需求 ~ 为 连续 随机 变量 ,密度 函数 为 gon, Blr)dr 二 1。 分 布 函数 为 F(a) 


| oarca > 
。 和 模型 七 类 似 ,本 


首先 考虑 最 大 存储 量 S。 

当期 初 存储 不 足 订货 点 , 即 T<-* 时 ,需要 订货 ,订货 量 Q= S 一 / 
s . 

i (S DE dr+ | Csr — SB dr 


阶段 损失 期 望 值 
CS) = G4 RS 
By 
解 Eee = 4 二 Cl| aoDdr 一 cz| @6(r)dr 一 0 
ds lB 
fs 一 
FS = .ad = 人 11.31) 


得 
F 缺 货 损 失 至 少 包 括 失 去 销售 机 会 的 损失 ,而 售 价 又 高 于 成 本 ,所 以 ,一 般 情况 
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容易 证 明 ,满足 式 (11. 31) 的 S* 是 C(S) 的 最 小 值 点 。 所 以 ,最 大 存储 量 S* 可 由 
式 (11. 31) 确 定 。 并 且 , 应 当 注 意 到 ,S" 的 确定 和 订货 点 s 无 关 。 

再 考虑 订货 点 s。 此 时 ,最 大 存储 量 S ”已 经 确定 。 根 据 订货 点 * 的 意义 ,当期 初 存储 
TI 一 > 时 ,不 订货 克 所 造成 的 损失 期 望 值 应 当 不 超过 订货 所 造成 的 损失 期 望 值 ， 因此 有 


cf Us DBCDdr+cC:| (Cr 一 5)GCr)dr 
9 s 


加 co 
魏 Cs 十 &(S ”一 5) 二 cl (S”* DOrtcs| -es )G(Cr)dr 
i 
即 
和 二 cc 一 pear+c| Fd8dr 
5 


7- 滑 co 
Cs 十 嫩 ” +cl| (S" 一 门 GCr)dr 十 | (r—S")S(r)dr CL1532) 


当 s 二 S" 时 , 式 (11.32) 显 然 成 立 , 但 问题 的 目的 是 要 选取 一 个 使 式 (11. 32) 成 立 的 尽 
可 能 小 的 * 值 。 分 析 式 (11. 32) 中 左边 各 项 随 s 变化 而 变化 的 特点 , 比 S "小 的 * 是 可 能 存 
在 的 。 设 使 式 (11. 32) 成 立 的 最 小 的 :为 s" , 则 s" 为 (s,S) 存 储 策略 中 的 订货 点 s。 


二 、 模 型 九 : 需求 r 为 离散 随机 变量 的 (s,$) 存 储 策略 
模型 中 需求 7 为 离散 随机 变量 。r==ri 的 概率 P(ri) 已 知 ,0 二 Pr) 过 1(i==1,2,…， 
m), 且 六 Po = 0 = Lom = 
1 


由 于 7 是 离散 取 值 ,为 了 简单 .订货 点 s 和 最 大 存储 量 S 的 值 只 在 ,ro，… ,rm 中选 
取 。 当 S=r; 时 , 记 S=Si, 即 S:=ri(i=1,2,"…,m)。 

除了 需求 为 离散 随机 变量 外 .模型 九 和 模型 八 的 其 他 条 件 都 相同 。 因 此 ,两 个 模型 的 
存储 策略 的 制定 过 程 基本 原理 是 相同 的 。 

下 面 不 加 推导 地 直接 给 出 模型 九 用 于 计算 最 大 存储 量 S 和 订货 点 s* 的 公式 (11. 33) 
和 式 (11. 34) 。 


C; 
GG 


?< N= 


es 


心 十 CE BD 十 6 2(r—s)P(r) 


条 2?™ (C1183) 


<Cs 十 AS 上 + 之. Crse 2 (r—S*)P() (11. 34) 


模型 八 和 模型 九 采用 (s， S) 存储 策略 ， 当期 初 存储 7 时 ,本 阶段 不 订货 ; 当 I 二 s 
时 ,本 阶段 订货 ,订货 量 Q 二 S 一 I, 即 补足 最 大 存储 量 S。 在 实际 使 用 这 种 存储 策略 时 ,如 
存储 不 易 清 点 ,因而 实际 存储 量 很 难 随 时 得 知 时 ,可 将 存储 分 两 堆 存放 。 一 堆 数量 为 *， 
其 余 的 另 放 一 堆 。 平 时 从 后 一 堆 取 货 以 满足 需求 。 当 后 一 堆 取 完 ,需要 动用 前 一 堆 时 ,期 
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末 就 订货 ; 如 至 期 末 ,前 一 堆 仍 未 动用 , 则 本 阶段 不 订货 。 因 此 ,这 种 存储 策略 俗称 双 堆 
法 (或 两 堆 法 ) 。 
例 8 石油 公司 经 销 某 种 燃料 油 。 已 知 该 燃料 油 每 月 销售 量 r(kg) 服 从 指数 分 布 , 密 


度 函 数 
0. 000 001e 
(7r) 一 


0 当 r 二 0 时 
该 燃料 油 进 价 & 王 1. 40 元 /kg, 不 需 考 虑 订购 费 和 存储 费 , 即 C3 二 0 和 Ci 王 0。 当 缺 
货 时 需 从 其 他 石油 公司 购 进 ,市 场 价 为 1.60 元 /kg, 即 Cs 二 1. 60 元 /kg。 试 制定 (5,5) 存 
储 策略 。 
解 ” 由 式 (11.31) 有 


Ss Ss 
| G(r)dr = | 0. 000 00le "dr 


一 0.00000lr 


当 r 宇 0 时 


Cz 一 上 1.60 一 1.40 
Caz 十 Ci 1.60 十 0 


0. 125 


解 之 ,得 S* 王 133 500(kg) 
由 式 (11. 32) , 因 Ci 一 C: 王 0,C:=1.60,S" 一 133 500, 故 有 


L4s+1.6| 一 Dodrs14Xx133500+16| (Cr 一 133 500)@G(Cr)dr 
s 00 


上 式 有 唯一 解 ;* 二 S" 二 133 500( 此 时 ,上 式 左 右 两 边 相 等 。 若 * 变 小 ,上 式 左边 将 增 大 ， 
但 右边 仍 为 一 定数 ,所 以 .不 可 能 有 小 于 S" ==133 500 的 ;能 满足 上 式 )。 因 此 ,石油 公司 
对 该 种 燃料 油 应 采取 (*,S)=(133 500,133 500) 的 存储 策略 , 即 当 库存 燃料 油 减 少 到 
133 500kg 时 ,应 订购 ,使 库存 重新 达到 133 500kg。 本 例 s" ==S* ,是 由 于 C= 二 Cs 二 0, 频 
繁 补充 和 较 大 存储 都 不 会 增加 费用 。 
例 9 商店 销售 某 种 商品 。 每 月 销售 量 ~( 件 ) 为 离散 随机 变量 ,其 概率 为 
Ptr= 100)=0,1 Ptr=110)=02 P(r=120)=0.3 
Pr 一 130) 一 0.2 P(r=140)=0.1 P(r=150)=0.1 
订货 费 Cs 二 100 元 ,每 件 商品 进货 成 本 A 一 500 元 。 一 个 月 中 ,每 件 商品 存储 费 C, 二 
10 元 , 缺 货 费 ( 销 售 损失 等 )C* 王 800 元 , 求 (s,S) 存 储 策略 。 


_800 一 500 _ 
解 由 式 (11.33),N 一 -800 二 10 一 0.37 


又 Plr==100) 十 P(r==110)==0.3<0.37 
P(r=100)+P(r=110)+P(r=120)=0.6>0. 37 
所 以 ,S* 二 120 件 。 
因为 ;过 S* 二 120, 所 以 只 可 能 是 100,110 或 120。 由 于 s 要 尽 可 能 小 , 故 先 将 ;二 
100 代入 式 (11. 34) 检 验 。 
对 于 本 例 , 式 (11. 34) 右 边 为 
100 十 500X120 十 了》)10(120—n)P(r) 十 >)800Cr 一 120)P(Cm) 


r<120 >120 


一 100 十 60 000 十 10(20X0.1 十 10X0.2 十 0X0.3) 十 


800(10X0.2 十 20X0.1 十 30X0.1) 
一 65 740 
所 以 , 式 (11. 34) 为 
500s 十 >)10(s 一 门 P(r) 十 >)800(r 一 s)P(r) < 65740 
= a 


将 s==100 代入 ,得 
左边 = 68 400 二 右边 = 65 740 
再 将 * 一 110 代入 ,得 
左边 = 66 210 > 右边 一 65 740 
再 将 ;=120 代入 ,得 
左边 = 65 640 一 右边 = 65 740 
所 以 s* = 二 120 件 。 
因此 ,商店 对 该 商品 应 采取 (s,S) 二 (120,120) 的 存储 策略 。 
通过 例 8 和 例 9 可 以 看 到 ,要 想 从 式 (11. 32) 和 式 (11. 34) 中 直接 解 出 订货 点 s" 是 十 
分 困难 的 。 但 是 ,对 于 实际 问题 , 当 最 大 存储 量 S* 确定 后 ,只 要 记 住 订货 点 s* 的 三 个 性 
质 ,在 数值 上 确定 ;" 是 不 困难 的 。s" 的 三 个 性 质 是 : (1)s* 三 S" ; (2)s* 满足 式 (11. 32) 
或 式 (11. 34); (3)s* 是 所 有 满足 式 (11. 32) 或 式 (11. 34) 的 * 中 最 小 的 。 对 于 需求 是 离散 
随机 变量 的 情况 ,可 以 按 疡 , 王 ,…:, 盖 一 S ”的 顺序 ,逐个 代入 式 (11. 34) 中 检验 ,首先 满足 
式 (11.34) 的 ri(Gi€E {1,2,…, 让 ) 即 为 订货 点 s"; 对 于 需求 是 连续 随机 变量 的 情况 ,可 以 
在 问题 允许 的 精度 上 ,将 区 间 [0,S* jn 等 分 。 设 等 分 点 依次 为 do( 二 0) ,di,…,d,( 二 S")， 


然后 将 各 等 分 点 依次 逐个 代入 式 (11. 32) 检 验 ,首先 满足 式 (11. 32) 的 d= 二 S* , 即 为 


订货 点 s" 。 当 然 ,无 论 两 种 情况 中 的 哪 一 种 ,在 逐个 检验 前 ,如 能 根据 已 知 数据 将 
式 (11. 32) 或 式 (11. 34) 尽 可 能 地 化 简 ( 至 少 ,关系 式 右边 和 订货 点 * 无 关 ,是 可 以 算出 的 )， 
对 于 减少 检验 时 的 计算 量 是 很 有 好 处 的 。 


第 五 节 ”存储 论 应 用 研究 中 的 一 些 问题 
库存 管理 的 实际 需求 是 非常 迫切 的 ,即使 是 简单 的 库存 策略 ,也 会 带 来 巨大 的 经 济 效 
益 。 运筹 学 的 任务 是 建立 更 实用 的 库存 模型 ,并 用 于 实际 。 
一 、 多 品种 多 级 库存 系统 的 控制 


多 品种 多 级 库存 系统 可 以 用 图 11-8 表示 。 
图 11-8 中 ,最 高 的 第 一 级 是 货源 点 (中 心 仓库 ), 它 供应 第 二 级 的 库存 点 。 最 低 一 级 
的 库存 点 (如 零售 仓库 ) 直 接 满足 顾客 的 需求 。 而 货源 点 直接 从 外 界 订货 (或 组 织 生产 )。 
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中 心 仓库 第 一 级 库存 点 


批发 仓库 第 二 级 库存 点 


了 


零售 仓库 | | 零售 仓库 | | 零售 仓库 | …| 零售 仓库 [零售 仓库 |…| 零售 仓库 | 第 三 级 库存 点 
| | | | L 


多 品种 多 级 库存 系统 的 一 个 特点 是 可 能 有 多 种 不 同 的 订货 策略 : 单个 物品 分 别 订 
货 ; 联合 订货 , 即 同时 订购 所 有 物品 ; 或 混合 式 策略 , 即 允 许 同 时 订购 所 有 物品 或 部 分 物 
品 。 对 于 这 三 种 订货 策略 ,每 次 订货 的 固定 费用 对 最 优 策略 有 显著 影响 。 以 n 种 货物 为 
例 , 一 次 单独 订购 货物 i 的 固定 费用 为 K; ,联合 订购 时 为 ,一 般 应 有 


max (K) <K < >)K， 
加 1 一 1 


问题 的 复杂 性 表现 在 如 下 的 几 个 方面 : 

(1) 由 于 整个 系统 具有 一 种 层次 结构 ,因此 ,与 不 同 的 库存 (或 生产 ) 策 略 结合 起 来 的 
需求 过 程 是 复杂 的 过 程 的 登 加 ; 

(2) 决策 变量 需要 从 系统 的 角度 同时 优化 ; 

(3) 某 一 级 的 安全 库存 量 会 影响 另 一 级 的 缺 货 情况 。 多 级 问题 必须 从 总 体 上 考虑 ， 
避免 过 多 的 安全 库存 量 ; 

(4) 当 缺 货 出 现时 ,可 采用 的 处 理 方式 灵活 多 样 。 例 如 ,一 个 下 级 的 仓库 向 中 心 仓库 
发 出 订货 量 为 Q 的 一 份 订单 时 ,车 中 心 仓库 的 现存 货 量 小 于 Q 时 ,是 马上 发 送 部 分 还 是 
等 货 备 齐 后 一 起 发 送 ; 从 中 心 仓库 向 零售 仓库 紧急 发 货 是 否 可 能 ; 同一 级 之 间 能 否 互相 
调剂 ; 当 最 高 一 级 面 对 几 个 不 同 地 点 的 要 求 不 能 全 部 满足 时 ,是 采取 配给 策略 还 是 采用 
其 他 方法 来 处 理 等 ; 

(5) 无 论 用 多 级 多 变量 的 动态 规划 来 计算 ,或 者 即使 评定 有 限 个 不 同 的 系统 策略 的 
优 劣 ,其 至 仅 做 一 些 近 似 的 启发 式 计算 ,其 计算 量 也 是 非常 大 的 ; 

(6) 管理 一 个 多 级 系统 需要 协调 各 项 活动 。 但 是 ,局 部 利益 常 妨碍 系统 成 功 地 实施 ， 
这 是 实际 执行 中 的 最 大 障碍 。 

已 经 开发 出 一 些 比较 实用 的 库存 控制 方法 ,例如 发 送 式 库存 (PUSH) 系 统 。 发 送 式 
库存 系统 采取 集中 控制 ,从 系统 全 局 着 眼 把 货物 发 送 到 下 一 级 ,这 样 可 以 消除 过 多 的 订货 
次 数 , 使 费用 减 小 并 达到 要 求 的 服务 水 平 。 
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二 、 易 腐 物 品 库存 管理 


在 库存 问题 的 研究 中 ,通常 假定 存放 物品 的 使 用 价值 保持 不 变 , 即 假定 物品 的 寿命 等 
于 无 穷 。 但 许多 实际 情况 并 非 如 此 ,如 血库 中 供 输血 用 的 血液 一 般 可 存放 21 天 ,其 寿命 
为 常数 。 还 有 一 些 物品 ,如 农产品 、 食 品 药品 .武器 弹药 等 ,其 寿命 无 法 事先 确定 ,因而 通 
常 作 为 非 负 随 机 变量 来 处 理 。 由 于 这 种 实际 的 需要 ,近年 来 对 易 腐 物品 库存 管理 开展 了 
不 少 研究 ,航空 公司 及 酒店 管理 中 的 收益 管理 就 属 这 类 性 质 的 管理 。 
易 腐 物 品 库存 模型 按 存 货 的 寿命 ,可 分 为 固定 寿命 与 随机 寿命 两 大 类 。 
例如 ,固定 寿命 mw 下 的 模型 假定 : 
(1) 周期 盘点 ,在 周期 开始 时 订货 ,瞬时 交 货 ,新 到 的 货 年 龄 为 0; 
(2) 相继 周期 中 的 需求 量 独立 同 分 布 ,分 布 已 知 , 不 能 满足 的 需求 事后 补足 ; 
(3) 货物 按 先进 先 出 (FIFO) 的 规则 供应 需求 。 当 存货 年 龄 超过 m 时 ,这 部 分 货物 失 
去 使 用 价值 ,因而 报废 ; 
(4) 费用 : 包括 购 货 费 \ 保 管 费 、 缺 货 损失 费 及 过 期 损失 费 。 
由 于 易 腐 物品 库存 模型 (特别 是 随机 寿命 类 型 ) 的 复杂 性 ,寻找 最 优 策略 是 十 分 困难 
的 。 现 有 的 研究 主要 集中 在 各 种 限定 条 件 下 的 近似 最 优 策略 上 。 例 如 , 当 库 存量 小 于 某 
个 规定 的 临界 值 才 订货 ,否则 不 订货 的 情形 ; 在 周期 盘点 下 保持 库存 量 为 常数 的 情形 ; 
当 库 存 物 品 由 于 需求 或 过 期 而 减少 一 个 时 就 订货 , 且 只 订 一 个 的 情形 ; 应 用 不 耐烦 顾客 
排队 系统 理论 研究 该 类 模型 等 。 这 些 研究 都 有 很 鲜明 的 实际 背景 。 


三 、 有 概率 约束 的 库存 管理 


问题 的 一 般 表 述 为 : 设 工厂 B 以 固定 的 速度 消耗 某 种 原材料 。 某 季度 开始 前 ,B 与 
A 签订 合同 ,由 A 提供 该 季度 B 所 需 的 原材料 。A 可 分 若干 次 交 货 ,但 具体 交 货 时 间 不 
能 事先 确定 。 为 保证 生产 连续 进行 ,B 在 季度 开始 时 需要 有 一 定数 量 的 原材料 贮备 ,那么 
应 贮备 多 少 才能 维持 正常 生产 ? 

把 问题 抽象 成 如 下 的 基本 模型 : 

考虑 在 固定 的 (0,T) 区 间 内 ,假定 交 货 次 数 n 取 定 , 且 设 : (1)B 工厂 在 (0,T) 中 连续 
使 用 这 些 原 材料 .单位 时 间 的 用 量 c 是 常数 ; (2) 交 货 时 刻 是 随机 的 ,假定 是 (0.T) 区 间 内 


独立 同 分 布 的 个 均匀 随机 变量 ; (3) 每 次 的 交 货 量 相同 ,为 eT。 


取 B 的 初始 库存 水 平 M 为 模型 的 决策 变量 。 记 X(2) 为 时 刻 : 以 前 的 累积 交 货 量 ， 
则 问题 归结 为 求 M, 使 下 式 左 端的 概率 足够 大 .即使 得 


PI inf (M+ X() —ce) 0)=1—e 
oT 


式 中 : s 是 事先 指定 的 (0,1) 中 的 数 。 
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上 述 基 本 模型 有 许多 推广 。 例 如 ,每 次 交 货 量 相等 的 条 件 可 减弱 ; 
B 工厂 以 均匀 速率 消费 原材料 的 过 程 可 推广 到 更 一 般 的 随机 过 程 ; 此 
外 ,还 可 推广 到 多 种 原材料 的 模型 等 。 
即 练 即 测 


习 题 


11.1 某 建 筑 工 地 每 月 需 用 水 泥 800t, 每 1 定价 2 000 元 ,不 可 缺 货 。 设 每 + 每 月 保 
管 费 率 为 0.2%, 每 次 订购 费 为 300 元 , 求 最 佳 订购 批量 。 

11.2 一 汽车 公司 每 年 使 用 某 种 零件 150 000 件 , 每 件 每 年 保管 费 0. 2 元 ,不 允许 缺 
货 , 试 比较 每 次 订购 费 为 1000 元 和 100 元 两 种 情况 下 的 经 济 订 购 批 量 。 

11.3 某 拖 拉 机 厂 生 产 一 种 小 型 拖拉 机 ,每 月 可 生产 1 000 台 , 但 对 该 拖拉 机 的 市 场 
需要 量 为 每 年 4000 台 。 已 知 每 次 生产 的 准备 费用 为 15 000 元 ,每 台 拖 拉 机 每 月 的 存储 
费 为 10 元 ,如 不 允许 供应 短缺 , 求 经 济 生产 批量 。 

11.4 某 产品 每 月 需求 量 为 8 件 , 生 产 准备 费用 为 100 元 ,存储 费 为 5 元 /( 月 ， 件 )。 
在 不 允许 缺 货 条 件 下 ,比较 生产 速度 分 别 为 每 月 20 件 和 40 件 两 种 情况 下 的 经 济 生产 批 
量 和 最 小 费用 。 

11.5 对 某 种 电子 元 件 每 月 需求 量 为 4 000 件 ,每 件 成 本 为 150 元 ,每 年 的 存储 费 为 
成 本 的 10% ,每 次 订购 费 为 500 元 。 求 : 

(1) 不 允许 缺 货 条 件 下 的 最 优 存储 策略 ; 

(2) 允许 缺 货 ( 缺 货 费 为 100 元 /( 件 .年 )) 条 件 下 的 最 优 存储 策略 。 

11.6 某 农 机 维修 站 需 购 一 种 农机 配件 ,其 每 月 需要 量 为 150 件 , 订 购 费 为 每 次 400 
元 ,存储 费 为 0. 96 元 /( 月 ， 件 ) ,并 不 允许 缺 货 。 

(1) 求 经 济 订购 批量 (EOQ); 

(2) 该 厂 为 少 占用 流动 资金 ,希望 进一步 降低 存储 量 。 因 此 ,决定 使 订购 和 存储 总 费 
用 可 以 超过 原 最 低 费用 的 10%% , 求 这 时 的 最 优 存储 策略 。 

11.7 某 公司 每 年 需 电 容器 15 000 个 ,每 次 订购 费 80 元 ,保管 费 1 元 /( 个 .年 ) ,不 
允许 缺 货 。 若 采购 量 少 于 1 000 时 每 个 单价 为 5 元 , 当 一 次 采购 1 000 个 以 上 时 每 个 单价 
降 为 4. 9 元 。 求 该 公司 的 最 优 采 购 策略 。 

11.8 某 工厂 对 某 种 物料 的 年 需要 量 为 10 000 单位 .每 次 订货 费 为 2000 元 ,存储 费 
率 为 20%。 该 物料 采购 单价 和 采购 数量 有 关 , 当 采购 数量 在 2 000 单位 以 下 时 ,单价 为 
100 元 ; 当 采 购 数 量 在 2 000 单位 及 以 上 时 ,单价 为 80 元 。 求 最 优 采购 策略 。 

11.9 某 制 造 厂 在 装配 作业 中 需 用 一 种 外 购 件 ,需求 率 为 常数 ,全 年 需要 量 为 300 万 
件 , 不 允许 缺 货 。 一 次 订购 费 为 100 元 。 存 储 费 为 0.1 元 /( 件 。 月 )。 库 存 占用 资金 每 年 
利息 、 保 险 等 费用 为 年 平均 库存 金额 的 20% 。 该 外 购 件 进货 单价 和 订购 批量 Q 有 关 , 具 
体 关 系 见 表 11-2, 试 求 经 济 订购 批量 。 


表 11-2 

批量 / 件 0<Q 一 10 000 10 000 和 过 Q 一 30 000 | 30 000 过 Q 一 50 000 Q=50 000 
单价 /元 1.00 0.98 0. 96 0. 94 
11.10 一 个 允许 缺 货 的 EOQ 模型 的 费用 , 绝 不 会 超过 一 个 具有 相同 存储 费 、 订 购 


费 , 但 又 不 允许 缺 货 的 EOQ 模型 的 费用 ,请 加 以 说 明 。 


11.11 某 时 装 屋 在 某 年 春季 和 欲 销 售 某 种 流行 时 装 。 据 估计 ,该 时 装 可 能 的 销售 量 见 
家:1i3。 
表 也 =3 
销售 量 "~/ 套 150 160 170 180 190 
概率 PP 0.05 0.1 0.5 0.3 0.05 


该 款式 时 装 每 套 进 价 180 元 , 售 价 200 元 。 因 隔 季 会 过 时 , 故 在 季 末 需 低 价 抛售 完 ， 
较 有 把 握 的 抛售 价 为 每 套 120 元 。 问 该 时 装 屋 在 季度 初时 一 次 性 进货 多 少 为 宜 ? 

11.12 某 冬季 商品 每 件 进 价 25 元 , 售 价 4 
元 ,单位 存储 费 5 元 。 期 初 无 存货 。 


元 。 订 购 费 每 次 20 元 ,单位 缺 货 费 45 


该 商品 的 需求 量 ~ 的 概率 分 布 见 表 11-4。 


表 11-4 
需求 量 xr/ 件 100 125 150 
概率 PP 0.4 0.4 0.2 


为 取得 最 大 利润 ,该 商店 在 冬季 来 临 前 应 订购 多 少 件 这 种 商品 ? 
11.13 某 厂 生产 需 某 种 部 件 。 该 部 件 外 购 价 每 只 850 元 ,订购 费 每 次 2 825 元 。 若 
自 产 ,每 只 成 本 1250 元 ,单位 存储 费 45 元 。 该 部 件 需求 量 见 表 11-5。 


表 11-5 
需求 量 以 只 80 90 100 110 120 
概率 PP 0.1 0.2 .3 0.3 0.1 


在 选择 外 购 策略 时 , 若 发 生 订 购 数 少 于 实际 需求 量 的 情况 ,差额 部 分 工厂 将 自 产 。 假 
定期 初 存货 为 零 。 求 工厂 的 订购 策略 。 

11.14 某 企业 对 某 种 材料 的 需求 见 表 11-6。 每 次 订购 费 500 元 ,材料 进 价 400 元 / 吨 、 
存储 费 50 元 、 缺 货 费 600 元 . 求 (s.S) 存 储 策略 。 
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表 11-6 
需求 量 以 吨 20 30 40 50 60 
概率 PP 0.1 0.2 0.3 0.3 0.1 


11.15 已 知 某 产品 的 单位 成 本 KK 二 3.0 元 ,单位 存储 费 CI 王 1.0 元 ,单位 缺 货 损失 
Cz 二 2.0 元 ,每 次 订购 货 C3 二 50 元 。 需 求 量 z 的 概率 密度 函数 为 
1/5， 当 5 过 z 一 10 
f(x) -1 
0， ” 工 为 其 他 值 
设 期 初 库存 为 零 , 试 依据 (s,S) 型 存储 策略 的 模型 确定 s 和 S 的 值 。 
11.16 试 根据 下 列 条 件 推导 并 建立 一 个 经 济 订货 批量 的 公式 : (a) 订 货 必须 在 每 月 
的 第 一 天 提出 ;(b) 订 货 提前 期 为 零 ; (c) 每 月 需求 量 为 尺 , 均 在 各 月 中 的 第 15 日 一 天 发 
生 ;(d) 不 允许 发 生 供 货 短缺 ;(e) 存 储 费 为 每 件 每 月 C 元 ; (f) 每 次 订购 的 费用 为 V 元 。 
11.17 在 单 周 期 随机 存储 模型 中 ,对 报 童 问题 车 采用 获 利 期 望 值 最 大 的 准则 ,要 求 : 
(1) 证 明 其 最 佳 订购 量 Q" , 式 (11. 28) 同 样 成 立 ; 
(2) 简要 说 明 两 种 准则 下 结果 相同 的 原因 。 
11.18 判断 下 列 说 法 ,其 中 正确 的 有 : 
(1) 在 其 他 费用 不 变 条 件 下 ,最 优 订货 批量 随 单位 存储 费用 的 增加 而 增 大 ; 
(2) 在 其 他 费用 不 变 条 件 下 ,最 优 订货 批量 随 单位 缺 货 费用 的 增 大 而 减 小 ; 
(3) 在 同一 存储 模型 中 ,可 能 既 发 生存 储 费 用 ,又 发 生 短缺 费用 ; 
(4) 在 单 时 期 的 存储 模型 中 ,计算 时 都 不 包括 订货 费用 这 一 项 ,理由 是 该 项 费用 通常 
很 小 可 以 忽略 不 计 。 
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一 、 对 策 行为 和 对 策 论 


对 策 论 (game theory) 又 称 竞赛 论 或 博弈 论 ,是 研究 具有 对 抗 或 竞争 性 质 现象 的 数学 
理论 和 方法 。 它 既是 现代 数学 的 一 个 新 分 支 ,也 是 运筹 学 的 一 个 重要 学 科 。 对 策 论 发 展 
的 历史 并 不 长 ,但 由 于 它 所 研究 的 现象 与 政治 经 济 、 军 事 活动 乃至 一 般 的 日 常生 活 等 有 
着 密切 联系 ,并 且 处 理 问题 的 方法 具有 明显 特色 ,所 以 日 益 引 起 广泛 的 重视 。 特 别 是 从 
20 世纪 50 年 代 纳 什 (Nash) 建 立 了 非 合 作 博 弈 的 “纳什 均衡 "理论 后 ,标志 着 对 策 论 发 展 
的 一 个 新 时 期 的 开始 。 对 策 论 在 这 一 新 时 期 发 展 的 一 个 突出 特点 是 ,博弈 的 理论 和 方法 
被 广泛 应 用 于 经 济 学 的 各 个 学 科 , 成 功 地 解释 了 具有 不 同 利益 的 市 场 主体 ,在 不 完备 信息 
条 件 下 ,如 何 实现 竞争 并 达到 均衡 。 正 是 由 于 纳什 在 对 策 论 研究 和 将 对 策 论 应 用 于 经 济 
学 研究 方面 的 突出 贡献 ,使 得 他 1994 年 获得 了 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 他 提出 的 著名 的 纳什 均 
衡 概念 在 非 合 作 博 弈 理论 中 起 着 核心 作用 ,为 对 策 论 广泛 应 用 于 经 济 学 、 管 理学、 社会 学 、 
政治 学 .军事 科学 等 领域 黄 定 了 坚实 的 理论 基础 。 

在 日 常生 活 中 经 常 可 以 看 到 一 些 具 有 对 抗 或 竞争 性 质 的 现象 ,如 下 棋 、 打 有 牌 、 体 育 比 
赛 等 。 在 战争 中 的 双方 ,都 力图 选取 对 自己 最 有 利 的 策略 ,千方百计 去 战胜 对 手 ; 在 政治 
方面 ,国际 间 的 谈判 ,各 种 政治 力量 间 的 较量 ,各 国际 集团 间 的 角逐 等 都 无 不 具有 对 抗 性 
质 ; 在 经 济 活动 中 .各 国之 间 的 贸易 摩擦 .企业 之 间 的 竞争 等 ; 举 不 胜 举 。 

具有 竞争 或 对 抗 性 质 的 行为 称 为 对 策 行为 。 在 这 类 现象 中 ,参加 竞争 或 对 抗 的 各 方 
各 自 具 有 不 同 的 利益 和 目标 。 为 了 达到 各 自 的 利益 和 目标 ,各 方 必 须 考虑 对 手 的 各 种 可 
能 的 行动 方案 ,并 力图 选取 对 自己 最 有 利 或 最 合理 的 方案 。 对 策 论 就 是 研究 对 策 现 象 中 
各 方 是 否 存在 最 合理 的 行动 方案 ,以 及 如 何 找到 最 合理 的 行动 方案 。 

在 我 国 古代 ， 齐 王 赛马 ?就 是 一 个 典型 的 对 策 论 研究 的 例子 。 

战国 时 期 ,有 一 天 齐 王 提 出 要 与 田鼠 赛马 ,双方 约定 : 从 各 自 的 上 中、 下 三 个 等 级 的 
马 中 各 选 一 匹 参赛 ; 每 匹 马 均 只 能 参赛 一 次 ; 每 一 次 比赛 双方 各 出 一 匹 马 , 负 者 要 付 给 
胜 者 千金 。 已 经 知道 的 是 .在 同等 级 的 马 中 ,田鼠 的 马 不 如 齐 王 的 马 ,而 如 果 田 鼠 的 马 比 
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齐 王 的 马 高 一 等 级 , 则 田鼠 的 马 可 取 胜 。 当 时 ,田鼠 手下 的 一 个 谋士 给 他 出 了 个 主意 : 每 
次 比赛 时 先 让 齐 王 牵 出 他 要 参赛 的 马 ,然后 来 用 下 马 对 齐 王 的 上 马 , 用 中 马 对 齐 王 的 下 
马 , 用 上 马 对 齐 王 的 中 马 。 比 赛 结果 ,田鼠 二 胜 一 负 , 夺 得 千金 。 由 此 看 来 ,两 个 人 各 采取 
什么 样 的 出 马 次 序 对 胜 负 是 至 关 重 要 的 。 


二 、 对 策 现 象 的 三 要 素 


为 对 对 策 问题 进行 数学 上 的 分 析 , 需 要 建立 对 策 问题 的 数学 模型 , 称 为 对 策 模 型 。 根 
据 所 研究 问题 的 不 同性 质 ,可 以 建立 不 同 的 对 策 模型 。 但 不 论 对 策 模型 在 形式 上 有 何不 
同 , 都 必须 包括 以 下 3 个 基本 要 素 。 

1. 局 中 人 (players) 

一 个 对 策 中 有 权 决 定 自己 行动 方案 的 对 策 参加 者 称 为 局 中 人 ,通常 用 了 表示 局 中 人 
的 集合 。 如 果 有 个 局 中 人 , 则 了 二 {1,2,…,n)。 一 般 要 求 一 个 对 策 中 至 少 要 有 两 个 局 
中 人 。 如 在 “* 齐 王 赛马 ”的 例子 中 ,局 中 人 是 齐 王 和 田鼠 。 

2. 策略 集 (strategies) 

对 策 中 ,可 供 局 中 人 选择 的 一 个 实际 可 行 的 完整 的 行动 方案 称 为 一 个 策略 。 参 加 对 
策 的 每 一 局 中 人 i,i€E IT 都 有 自己 的 策略 集 S;。 一 般 , 每 一 局 中 人 的 策略 集中 至 少 应 包括 
两 个 策略 。 

在 “ 齐 王 赛马 ”的 例子 中 ,如 果 用 (上 ,中 ,下 ) 表 示 以 上 马 、 中 马 、 下 马 依次 参赛 ,就 是 一 
个 完整 的 行动 方案 , 即 为 一 个 策略 。 可 见 , 局 中 人 齐 王 和 田 忌 各 自 都 有 6 个 策略 : (上 ， 
中 下 ) CEE, 下 ;中 jG 中 上 ,下 (中 下 上 了 Cs 中) 下 sj 中 》。 

3. 赢得 图 数 (支付 函数 ) (payoff function) 

一 个 对 策 中 ,每 一 局 中 人 所 出 策略 形成 的 策略 组 称 为 一 个 局 势 , 即 若 s; 是 第 i 个 局 中 
人 的 一 个 策略 , 则 个 局 中 人 的 策略 形成 的 策略 组 5 三 (51,52，… ,sa) 就 是 一 个 局 势 。 若 记 
S 为 全 部 局 势 的 集合 . 则 当 一 个 局 势 * 出 现 后 .应 该 为 每 个 局 中 人 i 规定 一 个 赢得 值 (或 所 
失 值 )H;(s)。 显 然 ,Hi(s) 是 定义 在 S 上 的 函数 , 称 为 局 中 人 i 的 赢得 函数 。 在 “ 齐 王 赛 
马 " 中 ,局 中 人 集合 为 IT 一 11,2}, 齐 王 和 田鼠 的 策略 集 可 分 别 用 S1 二 (a1,az as,a4 ,as sas) 
和 S; 二 {Bi,Bo,BB"Bi.Bs Bs) 表示。 这 样 , 齐 王 的 任 一 策略 a; 和 田鼠 的 任 一 策略 B; 就 构成 
了 一 个 局 势 ;;。 如 果 a 二 (上 .中 ,下 ).B 二 (上 ,中 ,下 ), 则 在 局 势 su 下 齐 王 的 赢得 值 为 
ECG) 一 3, 田 鼠 的 赢得 值 为 Hi(sn) 二 一 3, 如 此 等 等 。 

一 般 地 ,当局 中 人 、 策 略 集 和 赢得 函数 这 3 个 要 素 确定 后 ,一 个 对 策 模型 也 就 给 
了 


三 、 对 策 问 题 举 例 及 对 策 的 分 类 


对 策 论 在 经 济 管理 的 众多 领域 中 有 着 十 分 广泛 的 应 用 。 下 面 列举 几 个 可 以 用 对 策 论 
思想 和 模型 进行 分 析 的 例子 。 
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例 1 (市 场 购买 力争 夺 问 题 ) 据 预测 , 某 乡 镇 下 一 年 的 饮食 品 购买 力 将 有 4 000 万 元 。 
乡镇 企业 和 中 心 城市 企业 饮食 品 的 生产 情况 是 : 乡镇 企业 有 特色 饮食 品 和 低档 饮食 品 两 
类 ,中 心 城市 企业 有 高 档 饮食 品 和 低档 饮食 品 两 类 产品 。 它 们 争夺 这 一 部 分 购买 力 的 结 
局 见 表 12-1( 表 中 数字 是 相应 策略 下 对 乡镇 企业 的 营销 额 ,单位 是 万 元 )。 问 题 是 乡镇 企 
业 和 中 心 城市 企业 应 如 何 选择 对 自己 最 有 利 的 产品 策略 。 


表 12-1 
中 心 城市 企业 的 策略 
乡镇 企业 策略 
出 售 高 档 饮食 品 出 售 低档 饮食 品 
出 售 特色 饮食 品 2 000 3 000 
出 售 低档 饮食 品 1 000 3 000 


例 2 〈 销 售 竞争 问题 ) 假定 企业 工 . 开 均 能 向 市 场 出 售 某 一 产品 ,不 妨 假定 它们 可 于 
时 间 区 间 [0,1] 内 任 一 时 点 出 售 。 设 企业 工 在 时 刻 工 出 售 , 企 业 开 在 时 刻 > 出售 , 则 企业 
工 的 收益 (赢得 ) 函数 为 
| 荐 过 


;= cz) 若 z=y 站 区 而 
| 一 二》 


车 
问 这 两 个 企业 各 选择 什么 时 机 出 售 对 自己 最 有 利 ? 在 这 个 例子 中 ,企业 工 `. 开 可 选择 的 策 
略 均 有 无 穷 多 个 。 

例 3 (拍卖 问题 ) 最 常见 的 一 种 拍卖 形式 是 : 先 由 拍卖 商 把 拍卖 品 描述 一 番 , 然 后 提 
出 第 一 个 报价 。 接 下 来 由 众多 竞 购 者 报价 ,每 一 次 报价 都 要 比 前 一 次 高 ,最 后 谁 出 的 价 最 
高 ,拍卖 品 即 归 谁 拍 得 。 假 设 有 个 买主 给 出 的 报价 分 别 为 p1,…,p,, 且 不 妨 设 pp, 
-1!… 记 Pi, 则 买主 nn 只 要 报价 略 高 于 p,-1. 就 能 买 到 拍卖 品 , 即 拍卖 品 实际 上 是 在 次 
高 价格 上 卖 出 的 。 现 在 的 问题 是 ,各 买主 之 间 可 能 知道 他 人 的 估价 ,也 可 能 不 知道 他 人 的 
估价 ,每 人 应 如 何 报价 对 自己 能 以 较 低 的 价格 得 到 拍卖 品 最 为 有 利 ? 最 后 的 结果 又 会 
怎样 ? 

例 4 (囚犯 难题) 设 有 两 个 嫌疑 犯 因 涉嫌 某 一 大 案 被 警官 拘留 ,警官 分 别 对 两 人 进 
行 审 讯 。 根 据 法 律 ,如 果 两 个 人 都 承认 此 案 是 他 们 干 的 , 则 每 人 各 判刑 7 年; 如 果 两 人 都 
不 承认 , 则 由 于 证 据 不 足 , 两 人 各 判刑 1 年 ; 如 果 只 有 一 人 承认 , 则 承认 者 予以 宽大 释放 ， 
而 不 承认 者 将 判刑 9 年。 因此 ,对 两 个 囚犯 来 说 ,面临 一 个 在 “承认 ”和 “不 承认 ”这 两 个 策 
略 间 进 行 选择 的 难题 。 

上 面 几 个 例子 都 可 看 成 是 一 个 对 策 问 题 ,所 不 同 的 是 有 些 是 二 人 对 策 , 有 些 是 多 人 对 
策 ; 有 些 是 有 限 对 策 , 有 些 是 无 限 对 策 ; 有 些 是 零 和 对 策 . 有 些 是 非 零 和 对 策 ; 有 些 是 合 
作对 策 . 有 些 是 非 合 作对 策 等 。 为 了 便于 对 不 同 的 对 策 问题 进行 研究 ,对 策 论 中 将 问题 根 
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据 不 同方 式 进行 了 分 类 。 通 常 的 分 类 方式 有 : 

(1) 根据 局 中 人 的 个 数 ,分 为 二 人 对 策 和 多 人 对 策 ; 

(2) 根据 各 局 中 人 的 赢得 函数 的 代数 和 是 否 为 零 .分 为 零 和 对 策 与 非 零 和 对 策 ; 

(3) 根据 各 局 中 人 间 是 否 允 许 合 作 , 分 为 合作 对 策 和 非 合 作对 策 ; 

(4) 根据 局 中 人 的 策略 集中 的 策略 个 数 ,分 为 有 限 对 策 和 无 限 对 策 。 

此 外 ,还 有 许多 其 他 的 分 类 方式 ,例如 根据 策略 的 选择 是 否 与 时 间 有 关 , 可 分 为 静态 
对 策 和 动态 对 策 ; 根据 对 策 模 型 的 数学 特征 ,可 分 为 矩阵 对 策 .连续 对 策 、 微 分 对 策 ,阵地 
对 策 . 凸 对 策 、 随 机 对 策 等 。 

在 众多 对 策 模型 中 ,占有 重要 地 位 的 是 二 人 有 限 零 和 对 策 (finite two-person zero- 
sum game), 又 称 为 矩阵 对 策 。 这 类 对 策 是 到 目前 为 止 在 理论 研究 和 求解 方法 方面 都 比 
较 完 善 的 一 个 对 策 分 支 。 和 矩阵 对 策 可 以 说 是 一 类 最 简单 的 对 策 模型 ,其 研究 思想 和 方法 
十 分 具有 代表 性 ,体现 了 对 策 论 的 一 般 思想 和 方法 , 且 和 矩阵 对 策 的 基本 结果 也 是 研究 其 他 
对 策 模型 的 基础 。 基 于 上 述 原因 ,本 章 将 着 重 介绍 矩阵 对 策 的 基本 内 容 , 只 对 其 他 对 策 模 
型 作 简要 介绍 。 
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一 、 和 矩阵 对 策 的 纯 策 略 


矩阵 对 策 即 为 二 人 有 限 零 和 对 策 .。“ 二 人 "是 指 参加 对 策 的 局 中 人 有 两 个 “有 限 " 是 
指 每 个 局 中 人 的 策略 集 均 为 有 限 集 ;“ 零 和 ?是 指 在 任 一 局 势 下 ,两 个 局 中 人 的 赢得 之 和 
总 等 于 零 , 即 一 个 局 中 人 的 所 得 值 恰好 等 于 另 一 局 中 人 的 所 失 值 ,双方 的 利益 是 完全 对 抗 
的 .“ 齐 王 赛马 "就 是 一 个 矩阵 对 策 的 例子 , 齐 王 和 田 忌 各 有 6 个 策略 ,一 局 对 策 后 , 齐 王 
的 所 得 必 为 田鼠 的 所 失 。 

一 般 地 ,用 工 和 下 分 别 表示 两 个 局 中 人 ,并 设 局 中 人 工 有 关 个 纯 策 略 (pure 
strategies)a ,vam ,局 中 全 有 个 纯 策 略 B,….B,; 则 局 中 人 工 和 开 的 策略 集 分 别 为 
Si 一 (aa 和 SS 一 (8 8 )。 

当局 中 人 工 选 定 纯 策 略 a; 和 局 中 人 选 定 纯 策略 B; 后 ,就 形成 了 一 个 纯 局 势 
(usB) ,这 样 的 纯 局 势 共有 mrXn 个 。 对 任 一 纯 局 势 (a;,B;), 记 局 中 人 工 的 赢得 值 为 
Qi, 称 


mu mis dln 
Wa 

Ws | - (12: 2) 
Um Gm Gmn 


为 局 中 人 工 的 赢得 矩阵。 由 于 对 策 为 零 和 的 . 故 局 中 人 本 的 赢得 矩阵 就 是 一 A。 


当局 中 人 工 ,本 的 策略 集 S1,S: 及 局 中 人 工 的 赢得 矩阵 4 确定 后 ,一 个 矩阵 对 策 也 
就 给 定 了 , 记 为 G 一 4S:,S:; 4}。 在 “ 齐 王 赛马 ”的 例子 中 , 齐 王 的 赢得 矩阵 为 
克 和 和 和 
和 
1—1 3 1 1 
一 1 于 1 - 1 
1 1—1 1 3 
下 1 一 浊 a 
当 矩 阵 对 策 模 型 给 定 后 ,各 局 中 人 面临 的 问题 便 是 : 如 何 选择 对 自己 最 有 利 的 纯 策 
略 以 取得 最 大 的 赢得 (或 最 少 所 失 )。 下 面 用 一 个 例子 来 分 析 各 局 中 人 应 如 何 选择 最 有 利 
策略 。 
例 5 设 有 一 矩阵 对 策 G 二 {S1,S:; A), 其 中 


i 


一 6 t = 
3 2 4 
A= 
$= 一 于 
一 全 0 6 


由 人 可 看 出 ,局 中 人 工 的 最 大 赢得 是 9, 要 想得到 这 个 赢得 ,他 就 得 选择 纯 策 略 cs 。 由 于 
假定 局 中 人 开 也 是 理智 的 竞争 者 ,他 考虑 到 局 中 人 工 打 算出 as 的 心理 , 便 准备 以 B 对 付 
之 ,使 局 中 人 工 不 但 得 不 到 9, 反而 失掉 10。 局 中 人 工 当 然 也 会 猜 到 局 中 人 开 的 这 种 心 
理 , 故 转 而 出 as 来 对 付 , 使 局 中 人 开 得 不 到 10, 反 而 失掉 6…… 所 以 ,如 果 双 方 都 不 想 冒 
仿 ,都 不 存在 侥幸 心理 ,而 是 考虑 到 对 方 必然 会 设法 使 自己 所 得 最 少 这 一 点 ,就 应 该 从 各 
自 可 能 出 现 的 最 不 利 的 情形 中 选择 一 个 最 有 利 的 情形 作为 决策 的 依据 ,这 就 是 所 谓 * 理 智 
行为 ”, 也 是 对 策 双方 实际 上 可 以 接受 并 采取 的 一 种 稳妥 的 方法 。 

在 例 5 中 ,局 中 人 工 在 各 纯 策 略 下 可 能 得 到 的 最 少 赢得 分 别 为 : 一 8,2, 一 10, 一 3, 其 
中 最 好 的 结果 是 2。 因 此 ,无论 局 中 人 开 选 择 什么 样 的 纯 策略 ,局 中 人 工具 要 以 us 参加 对 
策 , 就 能 保证 他 的 收入 不 会 少 于 2. 而 出 其 他 任何 纯 策略 .都 有 可 能 使 局 中 人 工 的 收入 少 
于 2, 甚 至 输 给 对 方 。 同 理 ,对 局 中 人 本 来 说 ,各 纯 策 略 可 能 带 来 的 最 不 利 的 结果 是 : 9,2， 
6, 其 中 最 好 的 也 是 2, 即 局 中 全 只 要 选择 纯 策略 B: ,无 论 对 方 采 取 什 么 纯 策 略 , 他 的 所 
失 值 都 不 会 超过 2, 而 选择 任何 其 他 的 纯 策略 都 有 可 能 使 自己 的 所 失 超 过 2。 上 述 分 析 表 
明 , 局 中 人 I 工 和 本 的 “理智 行为 "分别 是 选择 纯 策略 a 和 Bs. 这 时 ,局 中 人 工 的 赢得 值 和 局 
中 人 开 的 所 失 值 的 绝对 值 相等 ,局 中 人 工 得 到 了 其 预期 的 最 少 赢得 2, 而 局 中 全 也 不 会 
给 局 中 人 工 带 来 比 2 更 多 的 所 得 .相互 的 竞争 使 对 策 出 现 了 一 个 平衡 局 势 (as,B) ,这 个 
局 势 就 是 双方 均 可 接受 的 . 且 对 双方 来 说 都 是 一 个 最 稳妥 的 结果 。 因 此 ,as 和 记 应 分 别 
是 局 中 人 I 工 和 的 最 优 纯 策略 。 对 一 般 和 矩阵 对 策 , 有 如 下 定义 。 


定义 1 设 G={S1,S:; 4) 为 一 矩阵 对 策 , 其 中 Si 二 {qs…,an) ,Ss 二 {Bi,… ,Br)， 
A 二 (ag )axno 若 
max minas 一 = min maxas 全 思维 
成 立 , 记 其 值 为 Ve, 则 称 Ve 为 对 策 的 值 ， 称 使 式 (12， 3) 成 立 的 纯 局 势 (ai* ,B* ) 为 G 在 纯 
策略 意义 下 的 解 (或 平衡 局 势 ) , 称 a:* 和 Bj* 分 别 为 局 中 人 工 和 开 的 最 优 纯 策略 。 
从 例 5 还 可 看 出 ,矩阵 A 中 平衡 局 势 (a ,8: ) 对 应 的 元 素 az 既是 其 所 在 行 的 最 小 元 
素 ,又 是 其 所 在 列 的 最 大 元 素 , 即 有 
de de = j= 03 (12. 4) 
将 这 一 事实 推广 到 一 般 矩 阵 对 策 , 可 得 如 下 定理 。 
定理 1 和 矩阵 对 策 G={S1.,Ss; 4} 在 纯 策略 意义 下 有 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 纯 局 势 
Co" ,Bi* ) ,使 得 对 任意 i 和 j ,有 
ai Saj* Car (12. 5) 
证 明 从 略 , 读 者 可 自己 完成 。 
对 任意 矩阵 4, 称 使 式 (12. 5) 成 立 的 元 素 ai*j* 为 矩阵 4 的 鞍点 。 在 矩阵 对 策 中 ,和气 
阵 A 的 鞍点 也 称 为 对 策 的 鞍点 。 
定理 1 中 式 (12. 5) 的 对 策 意义 是 : 一 个 平衡 局 势 (ai* ,B* ) 应 具有 这 样 的 性 质 : 当局 
中 人 工 选择 了 纯 策 略 ai* 后 ,局 中 人 开 为 了 使 其 所 失 最 少 ,只 能 选择 纯 策 略 B* ,否则 就 可 
能 失 得 更 多 ; 反之 ,当局 中 人 本 选择 了 纯 策 略 B* 后 ,局 中 人 工 为 了 得 到 最 大 的 赢得 也 只 
能 选择 纯 策略 a* ,否则 就 会 赢得 更 少 ,双方 的 竞争 在 局 势 (ai* ,B* ) 下 达到 了 一 个 平衡 
例 6 设 有 矩阵 对 策 G 一 {S,S:;， A} ,其 中 


直接 在 4 提供 的 赢得 表 上 计算 ,有 
max inag = maxas Qi 8 2 LB 2,4 
故 (a ,Bz),(a1.B4),《as，Bz),(as,B4) 都 是 对 策 的 解 , 且 Ve 二 8。 
由 例 6 可 知 ,一 般 对策 的 解 可 以 蚌 不 唯一 的 . 当 解 不 唯一 时 , 解 之 间 的 关系 具有 下 面 
两 条 性 质 : 
性 质 1 〈 无 差别 性 ) 若 (oa .8 ) 和 (aa ,Bi ) 是 对 策 G 的 两 个 解 . 则 


Ca 


有 Qi 


性 质 2 (可 交换 性 ) 车 (ai .BB) 和 (as ,Bi ) 是 对 策 G 的 两 个 解 ， 则 (as ,B,) 和 
(a :BB ) 也 是 对 策 G 的 解 。 
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上 面 两 条 性 质 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 这 两 条 性 质 表明 : 和 矩阵 对 策 的 值 是 唯一 
的 , 即 当 一 个 局 中 人 选择 了 最 优 纯 策略 后 ,他 的 赢得 值 不 依赖 于 对 方 的 纯 策 略 。 


二 、 和 矩 阵 对 策 的 混合 策略 
由 上 面 讨论 可 知 , 在 一 个 矩阵 对 策 G=={S1,Ss; 4} 中 ,局 中 人 工 能 保证 的 至 少 赢得 是 


v= max minas 
局 中 人 开 能 保证 的 至 多 所 失 是 

vz = min maxas 
一 般 , 局 中 人 工 的 赢得 不 会 多 于 局 中 人 开 的 所 失 , 故 总 有 

Uv 
当 二 va 时 ,矩阵 对 策 在 纯 策略 意义 下 有 解 , 且 Vc 一 同一 这。 然而 ,实际 中 出 现 的 更 多 情 
形 是 w 二 vw, 这 时 ,根据 定义 1, 对 策 不 存在 纯 策略 意义 下 的 解 。 例 如 ,对 赢得 矩阵 为 
3 6 

5 4) 


的 对 策 来 说 ， v=maxminas=4 i"=2 
2 


‘| 


=minmaxas—5 j;" =1 

vz 一 5 之 4 一 mW 
于 是 , 当 双 方 各 根据 从 最 不 利 情形 中 选择 最 有 利 的 原则 选择 纯 策略 时 ,应 分 别 选择 a 和 
Bl, 此 时 局 中 人 工 的 赢得 为 5, 比 其 预期 的 至 多 赢得 v 二 4 还 多 。 原 因 在 于 局 中 全 选 择 
了 有 ,使 局 中 人 工 得 到 了 本 不 该 得 的 赢得 : 故 记 对 局 中 人 开 来 说 不 是 最 优 的 ,因此 他 会 考 
虚 出 Bp。 局 中 人 工会 采取 相应 的 办 法 , 改 出 w :以 使 赢得 为 6, 而 局 中 人 开 又 可 能 仍 取 策 
略 Bl 来 对 付 局 中 人 工 的 策略 a 。 这 样 ,局 中 人 工 出 w 和 as 的 可 能 性 及 局 中 人 本 出 Bl 和 
B 的 可 能 性 都 不 能 排除 ,对 两 个 局 中 人 来 说 ,不 存在 一 个 双方 都 可 以 接受 的 平衡 局 势 , 即 
不 存在 纯 策 略 意义 下 的 解 。 在 这 种 情况 下 ,一 个 比较 自然 且 合乎 实际 的 想法 是 : 既然 局 
中 人 没有 最 优 策略 可 出 ,是 否 可 以 给 出 一 个 选择 不 同 策略 的 概率 分 布 。 如 局 中 人 工 可 制 
定 这 样 一 种 策略 : 分 别 以 概率 1/4 和 3/4 选取 纯 策略 cx 和 oz , 称 这 种 策略 为 一 个 混合 策 
略 。 同 样 , 局 中 人 开 也 可 以 制定 这 样 一 种 混合 策略 : 分 别 以 概率 1/2,1/2 选取 纯 策略 B1， 
B:。 下 面 , 给 出 矩阵 对 策 混合 策略 及 其 在 混合 策略 意义 下 解 的 定义 。 

定义 2 设 有 和 矩阵 对 策 G 一 {S,S:; 4} ,其 中 
Si={avan} Ss= {BoB} A= (ay)wm 


记 Ss? = |x€E E" | e201 ms D1 
一 和 


S 一 se EF |y;>0,j = 1,.n; > 一 中 
j=1 
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则 分 别称 S? 和 Sz 为 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 集 ( 或 策略 集 ); 对 xzE SY? 和 >ES; , 称 x 
和 y 为 混合 策略 (或 策略 ) ,(x,y) 为 混合 局 势 ( 或 局 势 )。 局 中 人 工 的 赢得 函数 记 成 

E(x,y) = x'Ay = 2) Pasriy; (12. 6) 
称 G" 二 {S? ,S2 ; 下) 为 对 策 G 的 混合 扩充 。 

不 难看 出 , 纯 策略 是 混合 策略 的 一 个 特殊 情形 。 一 个 混合 策略 x 二 (zx1,…,xm)" 可 
理解 为 : 如 果 进 行 多 局 对 策 G 的 话 , 局 中 人 工分 别 选取 纯 策略 oy ,… ,am 的 频率 ; 若 只 进 
行 一 次 对 策 , 则 反映 了 局 中 人 工 对 各 纯 策略 的 偏爱 程度 。 

下 面 , 讨论 矩阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 的 解 的 概念 。 设 两 个 局 中 人 仍 如 前 所 述 那 样 
进行 理智 的 对 策 , 则 当局 中 人 工 选择 混合 策略 + 时 , 他 的 预期 所 得 (最 不 利 的 情形 ) 是 
minE(x,y) ,因此 ,局 中 人 工 应 选取 xE Sr ,使 得 


yES? 
vi = max min E(x,y) CY 
xES yES? 
同 理 , 局 中 人 开 可 保证 的 所 失 的 期 望 值 至 多 是 
vs 一 min max E(x,y) CL2.8) 
y€ES2? xEST 


显然 ,有 1 三 ve。 
定义 3 设 G"={S7 ,S2? ; 已) 是 矩阵 对 策 G 一 {S,S:; 4} 的 混合 扩充 。 如 果 
max minE(x,y) = min max E(x,y) (12. 9) 


xESY yES2 yES? rzES 

记 其 值 为 Ve, 则 称 Ve 为 对 策 G 的 值 , 称 使 式 (12. 9) 成 立 的 混合 局 势 (x" ,y" ) 为 G 在 混 
合 策略 意义 下 的 解 (或 平衡 局 势 ) . 称 x" 和 了 -分别 为 局 中 人 工 和 开 的 最 优 混合 策略 。 

现 约定 ,以 下 对 和 矩阵 对 策 G 二 {S1,S:; 4A} 及 其 混合 扩充 G =1ST ,S2 ; 下 } 一 般 不 加 
以 区 别 ,都 用 G 一 {S,S:; 4)} 来 表示 。 当 CG 在 纯 策略 意义 下 的 解 不 存在 时 ,自然 认为 讨论 
的 是 在 混合 策略 意义 下 的 解 。 

和 定理 1 类 似 , 可 给 出 矩阵 对 策 G 在 混合 策略 意义 下 解 存在 的 鞍点 型 充 要 条 件 。 

定理 2 和 矩阵 对 策 G 在 混合 策略 意义 下 有 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 x ES? ,y* ES， 
使 得 对 任意 xESr 和 ?YES; ,有 


E(x.y*) Ex ,y) Ex,y) Ci LO 
例 7 考虑 矩阵 对 策 G 二 {Si,S;; 4} ,其 中 
时 
人 4) 
5 4 


由 前 面 讨论 已 知 G 在 纯 策 略 意义 下 无 解 , 故 设 x 一 (zzrz) 和 ?一 (yi yz) 分别 为 局 中 人 工 
和 本 的 混合 策略 , 则 
Sr? 一 {(ziyzzy | Zz1972 > 071+ x2 = 1} 


S27 = {yy2) | yy 过 0 十 ye 一 1) 
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局 中 人 工 的 赢得 的 期 望 是 
E(x,y)= 3ziyi1 十 6zliyz 十 5zzyl 十 4zrzyz 
Bom 十 一 人 十 有 一 了 十 4 一 2 一 3 


4( 一 十) (wm 一 去 名 


取 z 一 ( 开 汪 ) ,六 一 全 ， 去 )， 则 ECx* ,y*) ,E(x" ,9) 一 ECx,y 7 ) 一 号, 即 有 


ER ye EC sy Pe EO wh 
os, 


三 、 和 矩阵 对 策 的 基本 定理 
本 节 将 讨论 矩阵 对 策 解 的 存在 性 及 其 性 质 , 给 出 矩阵 对 策 在 混合 策略 意义 下 解 的 存 
在 性 的 构造 性 证 明 , 同 时 给 出 了 求解 矩阵 对 策 的 基本 方法 一 一 线性 规划 方法 。 
以 下 , 记 
ECGi,y) = Dasy; 12 11) 
E(x,j) = >)aszi 122 
则 E(Gi,y) 为 局 中 人 工 取 纯 策略 w 时 的 赢得 值 .E(x, 站 为 局 中 人 本 取 纯 策略 B 时 的 赢得 
值 。 由 式 (12. 11) 和 式 (12.12) ,有 
Ex, = 5) Dasriy; 一 3( Daiys )z = SEG, (12. 13) 


ECx,y) = 3 Pair yj 一 3 (De zy = PEC, Dy (12.14) 
根据 上 面 记 号 ,可 给 出 定理 2 的 另 一 等 价 形式 : 
定理 3 设 xESr.y ES2. 则 (x*,y") 为 对 策 G 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 
i 三 1m 和 j 二 1,…,n, 有 
BUD J Br sy ye Bs (12.15) 
证 明 设 (x* ,y* ) 是 对 策 G 的 解 , 则 由 定理 2. 式 (12. 10) 成 立 。 由 于 纯 策略 是 混合 
策略 的 特例 , 故 式 (12. 15) 成 立 。 反 之 . 设 式 (12. 15) 成 立 ,由 
0 


= 罗 丙 的 的 天 诚 浆 5 交 放 因 是 站 人 和 
了 
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即 得 式 (12. 10) ,证 毕 。 

定理 3 说 明 , 当 验证 (x” ,y” ) 是 否 为 对 策 G 的 解 时 ,只 需 对 由 式 (12. 15) 给 出 的 有 
限 (mX 双 个 不 等 式 进行 验证 ,使 对 解 的 验证 大 为 简化 。 定 理 3 的 一 个 等 价 形式 是 定 
理 4。 


定理 4 设 x" ES?,y€S2 , 则 (x" ,y" ) 为 G 的 解 的 充 要 条 件 是 : 存在 数 v, 使 得 x* 
和 y* 分 别 是 不 等 式 组 (12.16) 和 (12.17) 的 解 , 且 v=Ve。 


Dairiv (=1,%n) 


Di=71 (12. 16) 


Sy;=1 zi 


证 明 留 给 读者 作为 练习 。 

下 面 给 出 矩阵 对 策 的 基本 定理 ,也 是 本 节 的 主要 结果 。 

定理 5 对 任 一 矩阵 对 策 G=={S1,S:; A) ,一 定 存在 混合 策略 意义 下 的 解 。 

证 明 由 定理 3, 只 要 证 明 存在 xz" ES ,y” ES; ,使 得 式 (12. 15) 成 立 。 为 此 ,考虑 
如 下 两 个 线性 规划 问题 : 


maxw 
Dasri 2w (= 1 
KP y 
zs = 
zi 二 0 (一 1 71) 
和 
minwvw 
Dasy; Sv G=1..m) 
(D) 
Ds 到 型 
# 


yj0 (=1,.,n) 
容易 验证 ,问题 (P) 和 (D) 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 .而且 
v= L000 EB w= minay 


是 问题 (P) 的 一 个 可 行 解 ; 


y= (0 EE uv 一 maxaa 
是 问题 CD) 的 一 个 可 行 解 。 由 线性 规划 对 偶 定理 可 知 , 问 题 CP) 和 (D) 分 别 存在 最 优 解 
(xz,w") 和 (Cy,v"), 且 w” 一 六 。 即 存在 z" ES ES 和 数 ,使 得 对 任意 
7 一 1 ,…… ,7 和 j= 二 1,…,n, 有 
Dasy? Sv < Paszr? (12. 18) 
或 
Ev" (12. 19) 
又 由 
Er) 一 2)BEG zr? Sv Dr? 一 四 
E(x 7 一 >》 太太 > 一 站 
得 到 vw" =E(x” ,y" ), 故 由 式 (12. 19) 知 式 (12. 15) 成 立 , 证 毕 。 
定理 5 的 证 明 是 构造 性 的 ,不 仅 证 明了 矩阵 对 策 解 的 存在 性 ,同时 给 出 了 利用 线性 规 
划 方 法 求解 矩阵 对 策 的 思路 。 
下 面 的 定理 6 至 定理 9 讨论 了 矩阵 对 策 及 其 解 的 若干 重要 性 质 ,它们 在 矩阵 对 策 的 
求解 时 将 起 重要 作用 。 
定理 6 设 (x" ,》) 是 矩阵 对 策 G 的 解 ,v 二 Ve, 则 
(DD 车 z>>0, 则 Blasy? = 
(2) 车 yy) 这 0; 则 Plasyz? =v 
(3) 车 2)asy; = 0 


(4 车 Blasz? 之 w 则 允 一 0 


证 明 由 
v= maxE(x,y”) 
EST 
有 
v— Dasy? = max 开 (x,y) 一 EGiy) 之 0 
i zEST 
又 因为 


Dx? (v— Davy? )=»— 2) Dasriy} 二 六 
所 以 , 当 z? 之 0 时, 必 有 Daiy) =v; 当 >7apy 二 v 时 , 必 有 xz? 二 0,(1),(3) 得 证 。 


同 理 可 证 (2),(4) ,证 毕 。 
以 下 , 记 T(G) 为 矩阵 对 策 G 的 解 集 , 下 面 3 个 定理 是 关于 和 矩阵 对 策 解 的 性 质 的 主要 
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结果 。 
定理 7 设 有 两 个 矩阵 对 策 G1 二 {S1,Ss; A1},Gs 二 {S1,Ss; 4:), 其 中 4 一 (az)， 
As 王 (as 十 L),L 为 一 任意 常数 , 则 

(1) Va, 一 Vc +L 

(2) T(G)=T(G:) 

定理 8 设 有 两 个 矩阵 对 策 G1 二 {1S1,Ss; A),Gz 一 {S1,Ss; ao4) ,其 中 >>0, 为 一 任 
意 常数 , 则 

(1) Va =aVa, 

(2) T(G)=T(Gz) 

定理 9 设 Ci={S.S:; 4A) 为 一 矩阵 对 策 , 且 4 二 一 4" 为 斜 对 称 矩 阵 ( 亦 称 这 种 对 
策 为 对 称 对 策 ) , 则 

(1) Ve=0 

C2 TO = TG 
其 中 ,Ti(G) 和 Ts(G) 分 别 为 局 中 人 工 和 开 的 最 优 策略 集 。 
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一 、 图 解法 

本 节 将 介绍 矩阵 对 策 的 图 解法 ,这 种 方法 不 仅 为 赢得 矩阵 为 2Xn 或 mwX2 阶 的 对 策 
问题 提供 了 一 个 简单 直观 的 解法 ,而 且 通 过 这 种 方法 可 以 使 我 们 从 几何 上 理解 对 策 论 的 
思想 。 下 面 ,通过 一 些 例子 来 说 明 图 解法 。 

例 8 用 图 解法 求解 矩阵 对 策 G={S1,S:; A) ,其 中 

Sa A 

7 本 交 ) 

解 ” 设 局 中 人 工 的 混合 策略 为 (rz,1 一 z)r,zE[o,1]。 过 数 轴 上 坐标 为 0 和 1 的 两 
点 分 别 作 两 条 垂 线 I- 工 和 IT-I。 垂 线 上 的 纵 坐 标 分 别 表 示 局 中 人 工 采 取 纯 策略 w 和 
时 .局 中 人 开采 取 各 纯 策 略 时 的 赢得 值 ( 见 图 12-1)。 当 局 中 人 工 选择 每 一 策略 (z,1 一 z)7 
后 ,他 的 最 少 可 能 的 收入 为 由 B .8:.B: 所 确定 的 3 条 直线 在 工 处 的 纵 坐 标 中 之 最 小 者 决 
定 。 所 以 ,对 局 中 人 I 工 来 说 .他 的 最 优选 择 是 确定 x, 使 3 个 纵 坐 标 中 的 最 小 者 尽 可 能 的 
大 ,从 图 上 来 看 ,就 是 使 得 x 二 OA. 这 时 .B 点 的 纵 坐 标 即 为 对 策 的 值 。 为 求 x 和 对 策 的 
值 Vc, 可 联 立 过 B 点 的 两 条 由 Bs 和 Bs 确定 的 直线 的 方程 
3z 十 5(1 一 z) 一 Vc 


| 


llzx++2(1l—z)=Vse 
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图 12-1 2Xn 对 策 的 图 解法 


3 8 


解 得 < 二 名 ,Ve 二 得 。 所 以 ,局 中 人 工 的 最 优 策略 为 x* 一 (也 , 昌 ) 。 从 图 上 还 可 看 出 ， 


局 中 人 本 的 最 优 混合 策略 只 由 Bp 和 ps 组 成 。 事实 上 ,车 设 y* 二 (yi? ,y2 ,y3 )" 为 局 中 人 


的 最 优 混合 策略 , 则 由 ECzx* ,1) 2X 言 +7X 名 52 ~、 得 _y,, 根 据 定理 6, 必 有 


i 


二 >0 言 之 0, 青 根据 定理 6, 可 由 
加 于 天 坑 三 二 


5yz 十 2ys 一 


7 三 0。 又 因 福 ? 


yyT 3 二 
.Ny A PR i 

求 得 多 一 主 ;33 一 站 。 所 以 ,局 中 人 耻 的 最 优 混合 策略 为 六 一 | 0 二, 关 ] 
例 9 用 图 解法 求解 矩阵 对 策 G 一 {S,.S:， 4) ,其 中 


2 7 
4 一 |6 6 
1 


解 ” 设 局 中 人 本 [的 混合 策略 为 (y,1 一 y)7,yE [0,1]。 由 图 12-2 可 知 , 对 任 一 yE 
[0,1] ,直线 wm ,az ,as 的 纵 坐 标 是 局 中 人 本 采取 混合 策略 (y.1 一 y)” 时 的 支付 。 根 据 从 最 
不 利 当中 选择 最 有 利 的 原则 .局 中 人 本 的 最 优 策略 就 是 确定 y, 使 得 三 个 纵 坐 标 中 的 最 大 
者 尽 可 能 的 小 ,从 图 上 看 .就 是 要 选择 y, 使 得 A 三 y 达 As. 这 时 ,对策 的 值 为 6。 由 方 
程 组 

2y 十 y(1 一 y) 一 6 
mv 一 6 


本 


1 
1 
A EE 
图 12-2 mX2 对 策 的 图 解法 
解 得 A 一 十 ,As 一 专 , 故 局 中 全 的 最 优 混合 策略 是 y" 一 (y,1 一 y)7, 其 中 二 之 y 过 地 ， 
局 中 人 工 的 最 优 策略 显然 只 能 是 (0,1,0)", 即 取 纯 策略 az 。 
二 、 方程 组 法 
由 定理 4 可知, 求 矩阵 对 策 解 (x” ,y" ) 的 问题 等 价 于 求解 不 等 式 组 (12. 16) 和 (12. 17); 
又 由 定理 5 和 定理 6 可知, 如果 最 优 策 略 中 的 zi 和 7 均 不 为 零 , 则 可 将 上 述 两 不 等 式 
组 的 求解 问题 转化 为 下 面 的 两 个 方程 组 的 求解 问题 。 
人 =v (一 1 72) 


Si 
[2 =v (i= 1,.%,m) 
5 


Dy; 地 
如 果 方 程 组 (12.20) 和 (12.21) 存 在 非 负 解 z+" 和 y” , 便 求 得 了 对 策 的 一 个 解 。 如 果 这 两 
个 方程 组 不 存在 非 负 解 , 则 可 视 具 体 情况 ,将 式 (12.20) 和 式 (12. 21) 中 的 某 些 等 式 改 成 不 
等 式 , 继 续 试 求解 ,直至 求 得 对 策 的 解 。 这 种 方法 由 于 事先 假定 x? 和 yy 均 不 为 零 , 故 当 
最 优 策略 的 某 些 分 量 实际 为 零 时 . 式 (12. 20) 和 式 (12. 21) 可 能 无 解 ,因此 ,这 种 方法 在 实 
际 应 用 中 有 一 定 的 局 限 性 。 但 对 于 2X2 的 矩阵 ,当局 中 人 工 的 赢得 矩阵 


an | 


(12. 20) 


(12..21) 


= 


不 存在 鞍点 时 ,容易 证 明 : 各 局 中 人 的 最 优 混合 策略 中 的 zz ,yy 均 大 于 零 。 于 是 ,由 定 
理 6, 方 程 组 


| Tn 


dT Taz7T2 一 也 
Zi 十 zz 一 1 
和 
any1 十 atzyz =v 
| "A 
1 
一 定 有 严格 的 非 负 解 ( 也 就 是 两 个 局 中 人 的 最 优 策略 ) : 
i Q2 — aal 
全 (an 十 azz) 一 (aliz 十 azl) Sm 
i an 一 anz 
《二 0 ee 
Ry Q2 — a 
an taz) — (Carta) {220 
au 一 aa 机 
(an 十 azz) 一 (aiz 十 azi) 
anaz 一 Qilzd2l 
到 (an 十 azz) 一 (aiz 十 azi) Ws ne 


例 10 求解 矩阵 对 策 C=1S,S:; A), 其 中 A 为 
B B B PB Bs 


8 
RA 
DO 
[ 0 避 己 口 
和 Aa 
Wm Coo 


asl6 0 
解 ”首先 可 利用 和 矩阵 对 策 的 优 超 原则 对 和 矩阵 A 进行 化 简 。 为 此 ,应 用 优 超 原则 依次 
简化 得 到 矩阵 A1 ,4。 和 As: 
B Be Bs B Bs B: Bz 


1 Pp2 
hf? 和 三 wl? 3 Bh 
as/7 3 
4 一 al46 87 6 4 一 al4 6 4 一 “人 ( ) 
a\4 6 

al6 0 8 8 3 asl6 0 


易 知 As 没有 鞍点 ,由 定理 6, 可 以 求 出 方程 组 
7zs 十 4z4 = 二 vv 7 二 3y2 二 v0 
十 6 二 vv 和 区 十 6yaz 一 了 


乓 十 项 一 工 


Ts 十 一 1 
3 4 


的 非 负 解 
Ey 
Cd 3 . T4 三 3 
s 首 二 通 
二 TY Wy = 了 
v 二 5 
于 是 ,以 矩阵 4 为 赢得 矩阵 的 对 策 的 一 个 解 就 是 
Ww (9 0 本 


Ve=5 

例 11 求解 矩阵 对 策 * 齐 王 赛马 ”。 

解 ”根据 本 章 第 一 节 中 给 出 的 * 齐 王 赛马 ”的 例子 , 齐 王 的 赢得 矩阵 为 人, 并 设 齐 王 和 
田鼠 的 最 优 混合 策略 分 别 为 xz 三 (zz6)7 和 yy 二 (Cy? ye) 。 从 而 列 出 求解 
方程 组 ,并 求解 得 到 xz; 二 1,… 6) ,yy 一 圳 一 1,…,6) ,Vo 一 v 一 1, 即 双方 都 以 二 的 
概率 选取 每 个 纯 策略 。 或 者 说 在 六 个 纯 策略 中 随机 地 选取 一 个 即 为 最 优 策略 。 总 的 结局 
应 该 是 ， 齐 王 赢 的 机 会 为 二 ,赢得 的 期 望 值 是 1 千金 。 但 是 ,如 果 齐 王 在 每 出 一 匹 马 前 将 
自己 的 选择 告诉 对 方 , 即 公开 了 自己 的 策略 ,例如 齐 王 的 出 马 次 序 是 (上 ,中 ,下 ), 并 且 这 
个 次 序 让 田鼠 知道 了 , 则 田鼠 就 可 用 (下 :上 ,中 ) 的 出 马 次 序 对 付 之 , 结 果 是 田鼠 反而 可 请 
得 1 千金 。 因 此, 当 和 矩阵 对 策 不 存在 鞍点 时 ,竞争 的 双方 均 应 对 每 局 对 抗 中 自己 将 选取 的 
策略 加 以 保密 ,否则 ,策略 被 公开 的 一 方 是 要 吃亏 的 。 

三 、 线 性 规划 法 

本 节 给 出 一 个 具有 一 般 性 的 求解 矩阵 对 策 的 方法 一 一 线性 规划 方法 ,用 这 种 方法 可 
以 求解 任 一 矩阵 对 策 。 由 定理 5 可 知 , 求 解 矩 阵 对 策 可 等 价 地 转化 为 求解 互 为 对 偶 的 线 
性 规划 问题 CP) 和 (CD)。 故 在 问题 (P) 中 , 令 ( 由 定理 7, 不 妨 设 ww>0) 


一 一 一 1 (L027 


则 问题 (P) 的 约束 条 件 变 为 
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故 问题 (P) 等 价 于 线性 规划 问题 (P') 
min Dz’ 
(PY) Daszri>1 OG= 1 


zi 三 0 (= 1,,m) 


同 理 , 令 
y= = 1 ) 而 区 二 
也 
可 知 问题 CD) 等 价 于 线性 规划 问题 CD”) 
max >)y/ 


(D') Daisys<1 G=1,.,m) 
7 


y/ 宇 0 GG = 1,°,n) 
显然 ,问题 (P') 和 (D”) 是 互 为 对 偶 的 线性 规划 ,可 利用 单纯 形 或 对 偶 单纯 形 方法 求解 , 求 
解 后 ,再 由 变换 式 (12. 27) 和 式 (12.28), 即 可 得 到 原 对 策 问 题 的 解 和 对 策 的 值 。 
例 12 利用 线性 规划 方法 求解 下 述 矩 阵 对 策 , 其 赢得 矩阵 为 


业 和 
-A . 珊 
& 0 :型 


解 求解 问题 可 化 成 两 个 互 为 对 偶 的 线性 规划 问题 : 
min (zi 二 xz 十 x3) 
Ti 2s 9zs 之 1 


Py 2zi 十 9zz = 
Qi a 
X12 Ts 宇 0 


max (yi 十 yz 十 ys) 
7 十 2yz 十 9ys 委 1 


(CD) 2 十 9yz GE 
9y1 十 11ys 委 1 
1，y2，ys 之 0 


上 述 线性 规划 的 解 为 


第 十 二 辛 对 策 论 办 ) 


故 对 策 问题 的 解 为 
加 = 革 = 工 三 6 
Tw vv 
tf 于 
和 (十 注 洱 ) 
E 
= Wy 5 过 : 古 : 元 ) (3 六 十) 
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一 、 二 人 无 限 零 和 对 策 
矩阵 对 策 最 简单 的 推广 就 是 局 中 人 的 策略 集 从 有 限 集 变 为 无 限 集 , 例 如 是 [0,1] 区 
间 。 一般 用 G={S1,S:; 昌 ) 表 示 一 个 二 人 无 限 零 和 对 策 ,其 中 S; 和 S 中 至 少 有 一 个 是 
无 限 集合 , 互 为 局 中 人 工 的 赢得 函数 。 记 
vi 二 me we H(ai,B;) 
vz 二 mn a H(ai,B;) 
则 vw 为 局 中 人 工 的 至 少 赢得 ,vw 为 局 中 人 本 的 至 多 所 失 。 显 然 有 三 v2, 当 vi 二 v2 时 ， 
有 如 下 定义 : 
定义 4 设 G={S1.5S; 电 ) 为 二 人 无 限 零 和 对 策 。 若 存在 ai* € S1,Bj* € Ss, 使 得 
max min H(ai,B;) = 二 a H(ai,B) = H(ai ,Bi* ) (12. 29) 


mES! BES, 
记 其 值 为 Ve, 则 称 Ve 为 对 策 G 的 值 , 称 使 式 (12.29) 成 立 的 (ai* ,Bj* ) 为 G 在 纯 策 略 意 义 
下 的 解 ,a* .B* 分 别称 为 局 中 人 I 工 和 本 的 最 优 纯 策略 。 
定理 10 (ai* .Bj* ) 为 G=={S1,5Ss; 及) 在 纯 策 略 意义 下 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 
ai€E Si'BES:, 有 
H(ai,B* ) < Hlai ,Bi* ) < Hai: ,8) (12. 30) 
例 13 设 局 中 人 工 ` 开 互相 独立 地 从 [0,1] 中 分 别 ， 
选择 一 个 实数 和 y, 局 中 人 工 的 赢得 函数 为 H(z,y) 一 | 加 
2z? 一 y。 对 策 中 ,局 中 人 工 希 望 互 越 大 越 好 ,局 中 人 I 
开 则 希望 五 越 小 越 好 。 图 12-3 给 出 了 吾 (z,y) 的 等 
值 线 , 通 过 对 该 图 的 分 析 , 不 难看 出 双方 竞争 的 平衡 局 1 
势 为 (1,1), 即 a 一 1.B: 一 1 分 别 为 局 中 人 工 和 开 的 ! 
最 优 纯 策 略 ,Vec 王 1。 可 以 验证 .对 (ai .B* ) 一 (1.1)， 
式 (12. 30) 是 成 立 的 。 0 1 | 
由 矩阵 对 策 的 结果 已 知 , 式 (12. 29) 一 般 并 不 成 立 ， 图 12-3 


Hx, y=!1 
H(x, »)=1 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


即 对 策 G={Si,S:; 玉 ) 在 纯 策 略 意义 下 无 解 。 同 矩阵 对 策 中 引入 混合 策略 的 做 法 类 似 ， 
也 可 定义 无 限 对 策 的 混合 策略 如 下 : 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 三 和 Y 分 别 为 策略 集 S， 
和 S。 上 的 概率 分 布 (或 分 布 函 数 ) ,混合 策略 集 记 为 了 和 YY。 车 用 xz,y 表示 纯 策略 ， 
Fx (zx) ,Fy(y) 表 示 混 合 策略 X,Y 的 分 布 , 则 局 中 人 工 的 赢得 函数 可 以 有 以 下 4 种 形式 : 
H(z,y) 以 及 


H(X,y)= 人 H(zx,y)dFx(x) 
1 
五 (z,Y) 一 | H(zx,y)dFy(y) 


H(X,Y)= ' 人 H(zr,y)dFx(zx)dFy(y) 
| 


定义 5 如 果 有 
sup inf H(X.Y) = inf sup H(X,Y) = Ve CL2 3 
则 称 Ve 为 对 策 G 的 值 , 称 使 式 (12. 31) 成 立 的 (XX" ,Y" ) 为 对 策 G 的 解 ,XX* 和 Y* 分 别 为 
局 中 人 工 和 开 的 最 优 策略 。 
定理 11 (X"*,Y"* ) 为 对 策 G={Si,S:; 万 } 的 解 的 充 要 条 件 是 : 对 任意 XEX， 
YEY, 有 
HO ) < H(A YY )< HO WY) Cl2032) 
当 Si 二 5S: 二 [0,1], 且 甩 (zx,y) 为 连续 函数 时 , 称 这 样 的 对 策 为 连续 对 策 。 对 连续 对 
策 而 言 , 局 中 人 工本 的 混合 策略 即 为 [0,1] 区 间 上 的 分 布 函 数 。 记 [0,1j] 区 间 上 的 分 布 函 
数 的 集合 为 D, 则 有 
H(X,.Y) = [Hc waFr dFyy) 
对 连续 对 策 , 记 
UV 二 max minH(X,Y) 
WV = ie max H(X, i 
这 里 ， 不 加 证 明 地 给 出 关于 连续 对 策 的 基本 定理 。 
定理 12 对 任何 连续 对 策 , 一 定 有 vi 二 vs。 
例 14 (生产 能 力 分 配 问题 ) 某 公司 下 属 甲乙 两 个 工厂 ,分 别 位 于 A、B 两 市 。 设 两 
厂 总 生产 能 力 为 1 个 单位 ,两 市 对 工厂 产品 的 总 需求 也 是 1 个 单位 。 如 果 A 市 的 需求 量 
为 x, 则 BB 市 的 需求 量 为 1 一 x, 这 时 只 要 安排 A 厂 的 生产 能 力 为 z+, 就 能 使 供需 平衡 。 但 
现在 不 知道 A 市 的 确切 需求 量 z 是 多 少 .如 果 安 排 A 厂 的 生产 能 力 为 y, 则 将 产生 供需 
上 的 不 平衡 。 不 平衡 的 程度 可 用 数值 表示 为 


第 十 二 辛 对 策 论 9 


公司 的 目标 是 选择 >, 使 得 


1=<) (12. 33) 


max max (Ss 
o<z<1 和 l=y 


达到 极 小 。 如 果 以 市 场 需求 为 一 方 ,公司 为 另 一 方 , 则 以 上 问题 可 转化 为 一 个 连续 对 策 问 
题 , 其 中 


Si 一 S 一 [0,1] H(i,y) = max 仁 , 这 3 
对 这 个 对 策 求解 的 结果 为 : 公司 方 的 最 优 策略 (为 纯 策略 ) 是 y" 一 去 , 即 两 个 厂 各 生产 一 


半 ; 市 场 需求 方 的 最 优 策略 (为 混合 策略 ) 是 : 分 别 以 0.5 的 概率 取 0 和 1, 即 要 么 全 部 需 
求 都 集中 在 A 市. 要么 都 集中 在 B 市 , 且 两 种 情况 发 生 的 概率 相等 。 该 对 策 的 值 为 Ve 二 2， 
即 当 公司 和 市 场 均 选择 各 自 的 最 优 策 略 时 ,两 市 中 需求 大 于 供给 的 平均 程度 为 2( 求 解 过 
程 较 复杂 , 略 去 )。 


二 、 多 人 非 合 作对 策 


实际 问题 中 ,会 经 常 出 现 多 人 对 策 的 问题 , 且 每 个 局 中 人 的 赢得 函数 之 和 也 不 一 定 为 
零 , 特 别 是 许多 经 济 过 程 中 的 对 策 模型 一 般 都 是 非 零 和 的 ,因为 经 济 过 程 总 是 有 新 价值 的 
产生 。 所 谓 非 合 作对 策 , 就 是 指 局 中 人 之 间 互 不 合作 ,对 策略 的 选择 不 允许 事先 有 任何 交 
换 信息 的 行为 ,不 允许 订立 任何 约定 ,矩阵 对 策 就 是 一 种 非 合作 对 策 。 一 般 非 合作 对 策 模 
型 可 描述 为 ; 

(1) 局 中 人 集合 : I 二 {1,2,…,n); 

(2) 每 个 局 中 人 的 策略 集 : S1,S;,…,S,( 均 为 有 限 集 ); 

(3) 局 势 : s* 一 (saw)ESIX…XSoi ， 

(4) 每 个 局 中 人 i 的 赢得 函数 记 为 及;(s) ,一 般 说 来 ， HE) 了 0。 一 个 非 合 作 


人 对 策 一 般 用 符号 G 二 {1, {5} ,{ Hi)}) 表 示 。 
为 讨论 非 合 作 nn 人 对 策 的 平衡 局 势 ,引入 记号 : 
ss = (810°, ses St 9 Sn) (3 
它 的 含义 是 : 在 局 势 ;二 (51… ,ss) 中 ,局 中 人 i 将 自己 的 策略 由 s; 换 成 吕 , 其 他 局 中 人 的 
策略 不 变 而 得 到 的 一 个 新 局 势 。 如 果 存 在 一 个 局 势 ;, 使 得 对 任意 ss ES;, 有 
Hi;(s) 三 本 Cs?) 
则 称 局 势 * 对 局 中 人 i 有 利 , 也 就 是 说 , 若 局 势 * 对 局 中 人 i 有 利 , 则 不 论 局 中 人 i 将 自己 
的 策略 如 何 置换 ,都 不 会 得 到 比 在 局 势 ; 下 更 多 的 赢得 。 显 然 , 在 非 合作 的 条 件 下 .每 个 
局 中 人 都 力图 选择 对 自己 最 有 利 的 局 势 。 
定义 6 如 果 局 势 * 对 所 有 的 局 中 人 都 有 利 , 即 对 任意 iET,sESi ,有 
Hi(s) SH(s | st) (12..35) 
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则 称 * 为 非 合 作对 策 G 的 一 个 平衡 局 势 (或 平衡 点 ) 。 
当 G 为 二 人 零 和 对 策 时 .上述 定义 等 价 为 : (ai ,B* ) 为 平衡 局 势 的 充 要 条 件 是 : 对 
任意 i,j, 有 


dp A a (12. 36) 
此 与 前 面 关 于 和 矩阵 对 策 平 衡 局 势 的 定义 是 一 致 的 。 
由 矩阵 对 策 的 结果 可 知 , 非 合 作 nw 人 对 策 在 纯 策略 意义 下 的 平衡 局 势 不 一 定 存 在 。 因 
此 ,需要 考虑 局 中 人 的 混合 策略 。 对 每 个 局 中 人 的 策略 集 Si;, 令 S? 为 定义 在 S; 上 的 混合 
策略 集 ( 即 S; 上 所 有 概率 分 布 的 集合 ) ,x' 表示 局 中 人 i 的 一 个 混合 策略 ,+= (x ，… ,zx") 
为 一 个 混合 局 势 ， 
EE 
表示 局 中 人 i 在 局 势 x 下 ,将 自己 的 策略 由 六 置换 成 x’ 而 得 到 的 一 个 新 的 混合 局 势 。 以 
下 , 记 Ei(x) 为 局 中 人 i 在 混合 局 势 x 下 的 赢得 的 期 望 值 , 则 有 以 下 关于 非 合作 人 对 策 
的 解 的 定义 。 
定义 7 若 对 任意 i€E1,z'ES? ,有 
ECzlzo <E(r) 
则 称 xz 为 非 合 作 m% 人 对 策 G 的 一 个 平衡 局 势 (或 平衡 点 ) 。 
对 非 合 作 人 对 策 , 已 经 得 到 了 一 个 非常 重要 的 结论 一 一 定理 13。 
定理 13 (Nash 定理 ) 非 合作 nw 人 对 策 在 混合 策略 意义 下 的 平衡 局 势 一 定 存在 。 
具体 到 二 人 有 限 非 零 和 对 策 ( 亦 称 为 双 和 矩阵 对 策 ) ,Nash 定理 的 结论 可 表述 为 : 一 定 
存在 x* ES? ,y" ES2 ,使 得 
i (L237) 
x'TBy’ xTBy yES? (12. 38) 
和 和 抢 阵 对 策 所 不 同 的 是 , 双 和 矩阵 对 策 以 及 一 般 非 合作 nw 人 对 策 平衡 点 的 计算 问题 还 远 没 
有 解决 。 但 对 2X2 阶 双 矩 阵 对 策 . 可 得 到 如 下 结果 : 设 双 和 矩阵 对 策 中 两 局 中 人 的 赢得 和 矩 
阵 分 别 为 


bn | 
Q21 ad22 ba 02z 


分 别 记 局 中 人 工 和 开 的 混合 策略 为 (z,1 一 z) 和 (>y,'1 一 >) ,由 式 (12. 37) 和 式 (12. 38) ,局 
势 (z,y) 是 对 策 平衡 点 的 充 要 条 件 是 


ECzyy) > Ei(l,y) (12. 39) 
光臣 (12. 40) 
ECaisy Sy (12. 41) 


Es(zyy) > E(x,0) (12. 42) 
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由 式 (12. 39) , 式 (12. 40) ,有 
QGd 一 zy 一 q(1 一 z) 生 0 (12. 43) 
Qzy 一 红 过 0 (12. 44) 
其 中 ,Q==an 十 azz 一 aa 一 a12,g 二 azz 一 a ,对 式 (12. 43) , 式 (12. 44) 求 解 ,得 到 
当 Q=0,g==0 时 ,0z<1,0<y<1; 
当 Q=0,q>>0 时 ,z 一 0,0 委 > 入 1; 
当 Q=0,g<0 时 ,z=1,0<y<l1; 
当 Q 隆 0 时 , 记 gq/Q 二 a, 有 


工 一 0， ya 
0<rA<l1, y=a 
并 一 1， y 宇 a 
类 似 地 ,由 式 (12. 41) 和 式 (12. 42), 有 
Rz(1—y)—r(—y<o0 (12.45) 
Rzy— 7 >0 (12. 46) 


其 中 ,R= 十 bzz 一 bz 一 biz ,rr 二 bz 一 ba, 对 式 (12.45) 和 式 (12. 46) 求 解 ,得 到 
当 尺 =0,r 一 0 时 ,0 委 z 委 1,0 委 > 委 1; 
当 尺 =0,r>>0 时 ,0 委 z 委 1,y 一 0; 
当 R=0,r<0 时 ,0 过 zx 志 1,y=1; 
当 R 关 0 时 , 记 r/R=B, 有 
rpB, y=0 
z=p8, 0<y<1 
zx 三 p，y=1 
例 15 (夫妇 爱好 问题 ) 一 对 夫妇 打算 外 出 欢度 周末 ,丈夫 (局 中 人 A) 喜 欢 看 足球 ， 
妻子 (局 中 人 B) 喜 欢 看 芭蕾 舞 。 但 是 他 们 认为 更 重要 的 是 采取 统一 行动 ,一 同 外 出 而 不 
是 各 行 其 是 。 这 个 对 策 的 规则 是 : 双方 都 必须 分 别 作出 选择 , 且 不 许 在 事先 协商 ,策略 1 
表示 主张 看 足球 ,策略 2 表示 主张 看 芭蕾 . 则 双方 在 周末 活动 中 得 到 的 享受 可 以 用 下 列 支 
付 和 矩阵 来 表示 : 
4=-| | -| .| 
= 1 = 之 


由 上 面 关于 2X2 阶 双 和 矩阵 对 策 解 的 讨论 ,可 知 


Q=5>0, g=2, a=g/Q 


alw on 


R=5>0, r=3, B=—r/R 
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将 这 些 结果 代入 双 和 矩 阵 对 策 解 的 公式 ,得 到 


工 一 0， ye 
2 
2 
0 二 元 过 1 a C12.47) 
2 
工 一 1 > 之 可 
xz 去 卫 区 生活 
9 
| 
i 0<~<y<=1 (12. 48) 
zs y=1 
9 


解 不 等 式 组 (12.47) 和 (12. 48) ,得 到 对 策 的 3 个 平衡 点 : 


(zx,y) = (0,0),( 词 三 )， 


5， 
不 等 式 组 (12. 47) 的 解 在 图 12-4 中 以 粗 实 线 表示 ,不 等 式 组 (12. 48) 的 解 以 虚线 表 
示 , 粗 实 线 与 虚线 的 3 个 交点 即 为 对 策 的 3 个 平衡 点 。 
由 
E(xr,y) 一 5zy 一 2(z 十 y) 十 1 
下 :(z,y) 一 5zy 一 3(z 十 y) 十 2 


5 和- 


9 9 ba 
也 的 二 WE 由 玉 : 二 节 
CO) J hb | 
不 难 发 现 , 在 平衡 点 (0,0) 和 (1,1) 处 ,两 个 局 中 人 的 期 


望 收益 都 比 在 平衡 点 ( 写 , 子 ) 的 期 望 收益 要 好 。 但 由 于 


这 蚌 一 个 非 合 作对 策 , 不 允许 在 选择 策略 前 进行 协商 ,所 以 两 个 局 中 人 没有 办 法 保证 一 定 
能 达到 平衡 局 势 (0,0) 或 (1,1)。 因 而 ,尽管 这 个 对 策 有 3 个 平衡 点 ,但 哪 一 个 平衡 点 作为 
对 策 的 解 都 是 难以 令 人 信服 的 。 在 合作 对 策 中 ,平衡 点 不 必 是 唯一 的 ,不 同 平衡 点 给 予 同 
一 局 中 人 的 支付 可 以 是 不 同 的 。 因 此 .关于 这 类 对 策 还 不 存在 令 人 满意 的 “最 优 策略 ”以 
及 对 策 值 的 概念 。 纳 什 定理 只 是 保证 了 纳什 均衡 的 存在 性 ,但 均衡 点 的 存在 与 合理 定义 
非 合 作对 策 的 解 还 有 较 大 距离 。 

对 前 面 给 出 的 “囚犯 难题 ” 见 本 章 例 4) ;不妨 假设 两 个 囚犯 的 赢得 矩阵 分 别 为 


大。 证 二 而 二 测 
4= ) B= ( ) (12. 49) 
| | 


Q= L130, T=—l i= qdQ=—1 
a 味 ls B=#/R L 
不 难 确定 该 对 策 问题 的 唯一 平衡 点 (x,y) 二 (1,1), 即 两 个 人 都 承认 犯罪 ,所 得 支付 为 各 
判刑 7 年 。 从 赢得 矩阵 (12. 49) 来 看 ,这 个 平衡 局 势 显 然 不 是 最 有 利 的 。 如 果 两 人 都 不 承 
认 犯 罪 , 得 到 的 赢得 都 是 一 1, 相 当 于 各 判刑 1 年 ,这 才 是 最 有 利 的 结果 。 但 是 ,在 非 合作 
的 条 件 下 ,这 个 最 有 利 的 结局 也 是 难以 达到 的 。 
三 、 合 作对 策 
1. 合作 对 策 的 概念 和 意义 
例 16 (产品 定价 问题 ) 设 有 两 家 厂商 (厂商 1、 厂 商 2) 为 同一 市 场 生产 同 样 产品 ,可 
选择 的 竞争 策略 是 价格 ， 目的 是 赚 得 最 多 的 利润 。 已 知 两 个 厂商 的 需求 函数 为 
Qi = 12 一 2P, 十 P， (12.50) 
Q: = 12 一 2P: 十 P， C2 1y 
其 中 ,P,P 分 别 为 两 个 厂商 的 价格 ,Qi,Q 分 别 为 市 场 对 两 个 厂商 产品 的 需求 量 ( 实 际 
销售 量 ); 又 知 ,两 家 厂商 的 固定 成 本 均 为 20 元 。 于 是 ,厂商 1 的 利润 函数 为 


A = PiQi—20= 12P1—2Pi+ PiP:—20 (L262 
为 求 厂商 1 利润 最 大 化 时 的 价格 , 令 
办 = 12 一 4P, 十 P: 一 0 (12. 53) 
得 到 
让 (12.54) 


4 
式 (12.54) 称 为 厂商 1 对 厂商 2 的 价格 的 反应 函数 , 同 理 可 得 到 厂商 2 对 厂商 1 的 价格 的 
反应 函数 为 


卫 : 一 3 十 于 P， (12. 55) 


由 图 12-5 可 以 看 出 ,如 果 两 个 厂商 互 不 合作 ,各 自从 自身 利润 最 大 化 出 发 ,最 稳妥 的 
策略 显然 是 都 选择 “定价 4 元 ”, 也 就 是 实现 Nash 均衡 ,各 自 可 以 得 到 12 元 的 利润 。 但 
我 们 发 现 , 如 果 两 个 厂商 合作 起 来 ,都 选择 “定价 6 元 ”, 则 双方 都 可 以 赚 得 16 元 的 利润 ， 
显然 比 不 合作 时 要 好 。 因 此 ,两 个 厂商 可 以 结 成 一 个 “价格 联盟 ”, 统 一 把 价格 定 在 6 元 
形成 一 个 合作 均衡 ,导致 一 个 双赢 的 结果 。 

但 如 果 厂 商 1 遵守 价格 联盟 达成 的 合作 协议 ,把 价格 定 在 6 元 ,而 厂商 2 却 违反 合作 
协议 ,将 价格 定 在 4 元 ( 即 厂商 1 合作 .而 厂商 2 不 合作 ), 则 厂商 1 的 利润 只 有 4 元 ,而 厂 
商 2 的 利润 却 可 以 达到 20 元 .如 图 12-6 所 示 。 
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本 厂商 2 的 反应 曲线 
-======--=- 飞 (6.6) 合 作 均 衡 
| 一 三 商 ! 的 反应 曲线 
TDNash 均 和 
1 
1 
1 
1 
| 
0 产 


图 12-5 产品 定价 问题 中 的 Nash 均衡 和 合作 均衡 


厂商 1 
定价 4 元 定价 6 元 
定价 4 元 | 12, 12 20, 4 
定价 6 元 | 4. 20 16,. 16 


厂商 2 


图 12-6 产品 定价 问题 的 厂商 策略 和 收益 


这 就 给 两 个 厂商 带 来 了 一 个 定价 难题 : 到 底 采 取 哪 个 价格 ? 一 方面 “合作 ”的 前 景 
很 诱 人 ; 另 一 方面 ,各 厂商 都 担心 ,如 果 竞 争 对 手 不 合作 怎么 办 ? 而 现实 当中 ,一 些 厂 商 
的 确 存在 为 了 自身 利益 而 违背 市 场 竞 争 规则 、 与 竞争 对 手 进行 前 价 竞争 的 冲动 。 不 难看 
出 ,定价 问题 实际 上 正 是 “囚犯 难题 "在 微观 经 济 学 中 的 一 个 实例 。 目 前 ,“ 办 犯难 题 "的 模 
型 已 被 应 用 于 经 济 学 、 社 会 学 、 理 学 ,伦理 学 、 政 治学 等 众多 领域 ,充分 说 明 由 此 模型 而 引 
出 的 合作 对 策 模型 具有 十 分 广泛 的 适应 性 和 应 用 背景 。 

由 于 非 合 作对 策 模型 在 适用 性 和 理论 上 存在 的 局 限 性 ,使 人 们 开始 研究 合作 对 策 问 
题 。 合 作对 策 的 基本 特征 是 参加 对 策 的 局 中 人 可 以 进行 充分 的 合作 , 即 可 以 事先 商定 好 ， 
把 各 自 的 策略 协调 起 来 ; 可 以 在 对 策 后 对 所 得 到 的 支付 进行 重新 分 配 。 合 作 的 形式 是 所 
有 局 中 人 可 以 形成 若干 联盟 ,每 个 局 中 人 仅 参 加 一 个 联盟 ,联盟 的 所 得 要 在 联盟 的 所 有 成 
员 中 进行 重新 分 配 。 一 般 来 说 ,合作 可 以 提高 联盟 的 所 得 ,因而 也 可 以 提高 每 个 联盟 成 员 
的 所 得 。 但 联盟 能 否 形成 以 及 形成 哪 种 联盟 ,或 者 说 一 个 局 中 人 是 否 参加 联盟 以 及 参加 
哪个 联盟 ,不 仅 取决 于 对 策 的 规则 ,更 取决 于 联盟 获得 的 所 得 如 何在 成 员 间 进行 合理 的 重 
新 分 配 。 如 果 分 配方 案 不 合理 ,就 可 能 破坏 联盟 的 形成 ,以 至 于 不 能 形成 有 效 的 联盟 。 因 
此 ,在 合作 对 策 中 ,每 个 局 中 人 如 何 选 择 自己 的 策略 已 经 不 是 主要 要 研究 的 问题 了 ,应 当 
强调 的 是 如 何 形成 联盟 ,以 及 联盟 的 所 得 如 何 被 合理 分 配 ( 即 如 何 维持 联盟 ) 的 问题 。 

合作 对 策 研究 问题 重点 的 转变 ,使 得 合作 对 策 的 模型 . 解 的 概念 都 和 非 合 作对 策 问 题 
有 很 大 的 不 同 。 具 体 来 说 .构成 合作 对 策 的 两 个 基本 要 素 是 : 局 中 人 集合 I 和 特征 函数 
v(S), 其 中 了 一 {1.2,…,n).S 为 了 的 任 一 子 集 .也 就 是 任何 一 个 可 能 形成 的 联盟 ,v(S) 表 
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示 的 是 联盟 S 在 对 策 中 的 所 得 。 通 常用 G 二 {1,v) 来 表示 一 个 mn 人 合作 对 策 。 合 作对 策 
的 可 行 解 是 一 个 满足 下 列 条 件 的 维 向 量 z 二 (zx1 ,x2 Tn) : 
zz 宇 v({ 让 ) (i 一 1,…,m)( 团 体 合理 性 ) (12. 56) 


> zi = v(D( 个 体 合理 性 ) C12:57) 
i=l1 


将 满足 式 (12. 56) 和 式 (12.57) 的 向 量 xz 称 为 一 个 分 配 。 合 作对 策 研究 的 核心 问题 就 是 : 
如 何 定义 "最 优 的 ”分配 ? 是 否 存在 “最 优 的 ?分配 ? 怎样 去 求解 “最 优 的 ”分 配 ? 鉴于 对 合 
作对 策 的 系统 阐述 需要 较 多 的 数学 知识 和 学 时 ,超出 了 本 书 的 基本 要 求 , 故 不 准备 再 作 详 
细 介 绍 , 下 面 通过 一 个 例子 来 说 明 合作 对 策 的 意义 。 

2. 合作 对 策 的 特征 函数 

在 一 个 n 人 的 对 策 中 , 令 N= 二 {1,2,…,n) 为 对 策 者 的 集合 。 对 集合 N 的 每 个 子 集 
S，, 当 它们 相互 作用 并 形成 联合 时 ,作为 一 个 对 策 的 特征 函数 vy 给 出 了 S 中 每 个 成 员 的 肯 
定 的 收益 值 的 总 和 v(S)。 

例 17 (药品 生产 问题 ) 某 制药 公司 A( 局 中 人 1) 打算 生产 一 种 新 药 , 但 无 法 单独 生 
产 , 它 可 以 将 配方 卖 给 公司 2( 局 中 人 2) 或 公司 3( 局 中 人 3)。 获 得 配方 的 公司 可 以 将 生 
产 所 得 的 100 万 元 利润 与 制药 公司 A 分 享 。 如 果 我 们 将 特征 函数 定义 为 三 家 公司 所 有 
可 能 的 合作 方式 下 生产 该 种 新 药 所 获得 的 利润 的 话 , 则 可 以 得 到 该 合作 对 策 问题 的 特征 


v{ 六 一 xf) 一 x(2) = vy((3)) = v({2,3)) = 0( 元 ) 
v({1,2)) = v({1,3}) = vy({1,2,3}) 一 1000000( 元 ) 

例 18 (土地 开发 问题 ) 局 中 人 1 拥有 一 块 价值 10 000 元 的 土地 ,如 果 转 给 局 中 人 2 
开发 ,可 以 使 土地 增值 到 20 000 元 ,如 果 转 给 局 中 人 3 开发 可 以 增值 到 30 000 元 ,没有 其 
他 可 转让 方 。 如 果 将 每 种 可 能 的 合作 开发 模式 下 可 以 获得 的 土地 增值 定义 为 特征 函数 值 
的 话 , 则 该 合作 对 策 问题 的 特征 函数 为 

v({1)) 二 10 000( 元 )，v({2)) = 二 vy({3)) 一 0( 元 ) 

v({1,2)) 一 20000( 元 )， v({1,3)) 一 30 000( 元 )， v({1,2,3)) 一 30 000( 元 ) 

例 19 〈 垃 圾 倾倒 问题 ) 假 设 4 个 人 每 人 拥有 一 处 房产 , 且 每 人 都 有 一 袋 垃圾 想 倒 在 
其 他 人 的 房产 处 。 如 果 有 5 袋 垃圾 倒 在 了 4 个 中 某 一 联盟 中 所 有 成 员 拥 有 的 房产 处 , 则 
该 联盟 的 所 得 为 一 6, 如 果 将 每 个 联盟 的 所 得 记 为 特征 函数 值 的 话 , 则 这 个 合作 对 策 的 特 
征 函 数 为 


v({S}) = 一 (4 一 | S |) 如 果 | S|<=4 
v({1,2,3,4}) 一 一 4 如 果 |S|=4 
其 中 |S| 为 S 中 成 员 个 数 ,S 为 4 人 中 可 能 形成 的 任 一 联盟 。 
下 面 将 结合 上 述 例子 ,介绍 合作 对 策 * 解 的 概念 和 求解 方法 ,说明 合作 对 策 分 析 问 题 
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3. 合作 对 策 的 核心 (core) 
核心 (core) 是 合作 对 策 解 的 一 种 重要 形式 。 如 前 所 述 , 由 于 合作 对 策 研究 的 主要 问 
题 是 联盟 形成 的 条 件 , 而 这 些 条 件 不 可 避免 地 和 分 配 规 则 的 制定 有 关系 。 因 此 ,我 们 希望 
能 在 所 有 可 能 的 分 配 构成 的 集合 X 中 , 找 出 一 些 分 配 ,使 得 这 些 分 配 能 够 被 各 种 可 能 形 
成 的 联盟 S 中 的 所 有 成 员 都 接受 。 因 而 我 们 寻求 的 将 不 是 某 个 单一 的 分 配 ,而 是 希望 找 
到 满足 一 定 合理 性 (或 公平 性 ) 条 件 的 分 配 的 集合 。 为 此 ,我 们 先 给 出 分 配 之 间 优 超 关 系 
的 定义 。 
定义 8 设 z 一 (zz yz),y 一 (yy yy) 为 由 人 合作 对 策 G 的 两 个 分 配 ,S 
为 由 局 中 人 构成 的 子 集 ,如 果 
WS yy 时 > ES (12. 58) 
i€S 


则 称 > 关于 S 优 超 于 zz , 记 成 y>szr。 
由 定义 8 可 知 ,如 果 y 关 于 S 优 超 于 xz, 则 S 中 的 每 个 成 员 都 应 更 偏好 于 >, 且 整个 
联盟 S 可 以 获得 更 多 的 回报 。 
以 下 , 设 z= (zi,zz，… ,zn) 为 一 个 分 配 , 记 
(8) 二 as， 着 放 轧 (12. 59) 
i€S 


定义 9 设 G={1,v) 为 一 合作 对 策 , 称 
C= {rz|xzE€Xw(S) 过 xz(S),S 为 1 中 所 有 可 能 的 子 集 } 

为 合作 对 策 G 的 核心 (core)。 

定义 9 说 明 , 对 于 任 一 联盟 S. 核 心中 的 分 配 zx 提 供给 S 的 分 配 不 会 少 于 S 中 成 员 各 
自 单干 时 可 能 获得 收入 的 总 和 v(S), 即 没有 一 个 联盟 S 可 以 提出 对 自身 更 为 有 利 的 分 
配 , 因 而 xz 是 能 被 所 有 可 能 的 联盟 都 接受 的 分 配方 案 。 

由 合作 对 策 核心 的 定义 ,不 难得 到 如 下 定理 : 

定理 14 设 C 为 合作 对 策 G 的 核心 , 则 分 配 二 {zi ,zz，… zw} 属于 核心 的 充 要 条 
件 是 : zx 不 被 任何 其 他 分 配 所 优 超 。 

由 定理 14 和 核心 的 定义 ,应 该 说 核心 是 我 们 所 希望 的 一 个 比较 好 的 关于 合作 对 策 解 
的 定义 。 但 遗憾 的 是 ,许多 合作 对 策 的 核心 往往 是 空 集 。 

例 20 (药品 开发 问题 续 ) 下 面 我 们 来 求 该 对 策 的 核心 。 设 三 {zi za,…，zw) 为 一 
分 配 , 则 z 应 满足 


Tl 宇 0 
Xxzs 宇 0 
Xxs 宇 0 
Xl 十 Xz 十 xs 二 1 000 000( 元 ) 
根据 核心 的 定义 ,zx 若 在 核心 内 的 充 要 条 件 是 : x 还 须 满足 
zi 十 zs 之 1000 000( 元 ) 
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zi 十 zs 三 1000 000( 元 ) 
zz 二 0 
zi 十 zz 十 zs 二 1000000( 元 ) 
不 难 发 现 , 只 有 zx1 二 1000 000,zs 一 0,zs 一 0, 满 足 上 述 所 有 不 等 式 , 也 就 是 说 该 对 策 
的 核心 只 有 包含 一 个 分 配 (1 000 000,0,0)。 可 见 , 核 心 强调 了 局 中 人 1 的 重要 性 。 
注 : 对 上 述 对 策 问题 ,如 果 我 们 选择 一 个 不 在 核心 内 的 分 配 , 则 可 以 说 明 该 分 配 一 定 
会 被 其 他 分 配 所 优 超 。 例 如 ,如 果 选 择 分 配 zx 一 (900 000,50 000,50 000), 则 分 配 y= 
(925 000,75 000,0) 就 会 优 超 于 z。 
例 21 (土地 开发 问题 续 ) 求 该 合作 对 策 的 核心 。 首 先 ,任何 一 个 分 配 均 须 满足 
zi 三 10 000( 元 ) 
zz 二 0 
zy 0 
zl 十 zz 十 zs 二 30000( 元 ) 
其 次 ,分 配 工 要 属于 核心 还 需 满足 
zl 十 za 二 20000( 元 ) 
zl 十 zs 30 000( 元 ) 
Xz 十 Ts3 宇 0 
zl 十 zz 十 zs 二 30000( 元 ) 
不 难 推 出 ,z 要 属于 核心 ,必须 满足 
zz 一 0 和 xz 十 zs 一 30000( 元 ) 


由 此 推出 
zi 全 20 000( 元 ) 

因此 ,所 有 满足 上 述 两 个 条 件 的 分 配 都 将 属于 核心 。 例 如 ,如 果 局 中 人 1 得 到 的 份额 为 
xi, 上 且 2000 和 zi 妥 30 000, 则 任何 向 量 (zi,0.30 000 一 zi) 都 是 该 合作 对 策 问题 的 核心 。 
对 这 一 结果 的 解释 是 : 局 中 人 3 以 高 于 局 中 人 2 的 出 价 从 局 中 人 1 那里 购买 到 土地 开发 
权 , 例 如 出 价 在 2 000 委 zi 和 受 30 000 之 间 , 这 样 局 中 人 1 可 以 获得 ri 局 中 人 3 可 以 获得 
30 000 一 zi 而 局 中 人 2 什么 也 得 不 到 。 在 该 对 策 中 ,核心 中 的 分 配 有 无 限 多 个 。 

例 22 〈 垃 圾 倾倒 问题 续 ) 确 定 该 问题 的 核心 。 首 先 , 若 xz 一 Cri'zz,zs'zi) 为 一 个 分 
配 , 则 必须 满足 


运筹 学 教程 (第 5 版 ) 


根据 定理 14, 对 于 任何 一 个 由 3 个 局 中 人 形成 的 联盟 ,一 个 分 配 要 属于 核心 必须 满足 


zi 二 xi 二 x 守 一 1 
zi 二 zi 二 + 光一 1 
zi 二 zs 二 ww 尖 一 1 
wl 


但 我 们 发 现 ,没有 任何 一 个 分 配 会 满足 上 面 的 不 等 式 组 ,因此 该 合作 对 策 的 核心 为 空 集 。 

4. 合作 对 策 的 Shapley 值 

在 求解 药品 生产 问题 ( 例 18) 的 核心 时 我 们 注意 到 ,核心 中 的 分 配 过 于 向 局 中 人 1 也 
即 对 策 中 最 重要 局 中 人 倾斜 ， on 这 看 上 去 对 其 他 局 中 人 有 些 
“不 公平 ”。 我 们 下 面 来 介绍 另 一 个 合作 对 策 解 的 概念 一 Shapley 值 ,这 是 一 个 较 之 “ 核 
心 放大 了 的 区 作风 总 外 居室。 

Shapley 值 是 根据 Lloyd Shapley 提出 的 合作 对 策应 该 满足 的 4 个 公理 来 定义 的 。 

公理 1 (对 称 性 ) 如 果 改 变局 中 人 的 标号 亦 同 时 改变 局 中 人 的 所 得 。 例 如 ,假设 一 
个 3 人 合作 对 策 的 Shapley 值 为 z==(10,15,20)。 如 果 改 变局 中 人 1 和 3 的 作用 (例如 从 
v({1))= 二 10 和 v113)) 二 15 变 成 v({1))= 二 15 和 wv({3)) 二 10), 则 新 对 策 的 Shapley 值 将 
变 为 zx 一 (20,15,15) 。 

公理 2 〈 有 效 性 ?满足 团体 合理 性 , 即 


2 = v(D (12. 60) 


公理 3 (边际 合理 性 ) 如 果 对 任 一 联盟 S， 都 有 v(S 一 {让 ) 二 vy(S), 则 根据 Shapley 值 
得 出 的 zz; 二 0, 也 就 是 说 如 果 局 中 人 i RE WCG 
所 得 也 应 该 为 零 。 

公理 4 (可 加 性 ) 设 + 和 yy 分 别 为 合作 对 策 和 的 Shapley 值 , 则 合作 对 策 wv 十 
的 Shapley 值 为 + 十 y。 

如 果 上 述 4 条 公理 能 得 到 满足 ,Shapley 证 明了 以 下 著名 的 定理 : 

定理 15 设 v 为 合作 对 策 G 的 特征 函数 . 则 存在 唯一 的 分 配 xz 三 (x1 ,zo，… ,zx,) 满 足 
公理 1 至 公理 4。 局 中 人 i 的 所 得 为 


Ws > BatsSY {Y= (12. 61) 
所 有 不 作 局 中 


其 中 
ee 1Ssi!l(n—| S | 一 1) 


nl 


对 式 (12.61) 的 解释 是 假 定 个 局 中 人 按 随机 到 达 的 顺序 参与 合作 , 即 有 n! 种 可 能 
的 顺序 ,每 一 顺序 发 生 的 概率 为 十 。 假定 当局 中 人 到 达 时 发 现 集合 S 中 的 成 员 均 已 到 
达 了 ,如 果 局 中 人 i 想 同 这 些 已 到 达 的 成 员 形成 一 个 联盟 , 则 由 于 他 的 加 入 可 以 带 来 的 收 


pa(S) (12. 62) 
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和 人 的 增加 值 为 (SU (让) 一 v(S), 而 当局 中 人 i 到达 时 S 中 的 成 员 均 已 到 达 的 概率 为 
pn(S)。 所 以 , 式 (12. 61) 的 意思 是 说 ,局 中 人 i 的 所 得 应 该 等 于 他 可 能 给 所 有 已 经 存在 的 
联盟 带 来 的 价值 增加 值 的 均值 。 

下 面 我 们 计算 一 下 前 面 有 关 例 子 的 Shapley 值 。 

例 23 (药品 生产 问题 续 ) 计 算 该 合作 对 策 的 Shapley 值 。 为 计算 局 中 人 1 的 回报 ， 
我 们 先 列 出 所 有 不 包括 局 中 人 1 的 联盟 S( 见 表 12-2) ,并 对 每 个 这 样 的 联盟 ,计算 "(SU 
{说 ) 一 v(S) 和 pa,(S)。 因 为 由 于 局 中 人 1 的 加 入 各 联盟 可 以 获得 的 收入 的 平均 值 为 


2 一 (三 )co) 十 (#)a 000 000) 十 (#)a 000 000) 十 (#)a 000 000) 


= 4 (元 ) (12. 63) 


所 以 根据 Shapley 值 计算 的 局 中 人 1 应 得 到 的 回报 为 二 oo oo。 对 局 中 人 2 来 说 ,由 
表 12-3 可 知 , 根 据 Shapley 值 计 算 的 回报 应 为 
(2)‘o + ( 志 )Q 000 000) + (于 )o +( 各 )<o) 


_ 1000 000, 二 
6 


ll 


Xs 
(元 ) (12. 64) 


局 中 人 3 应 得 的 回报 为 1 000 000 一 zz 一 za 一 二 元)。 


表 12-2 用 于 局 中 人 1 Shapley 值 计算 的 表 元 
5 Ps(S) v(SU {i))—v(S) 
2 
人 6 0 
12) 1 
{2} pr 1 000 000 
分 
{2,3} 1 000 000 
人 1 
{3} 6 1 000 000 
表 12-3 用 于 局 中 人 2 Shapley 值 计算 的 表 元 
5 P;s(S) v(SU{i})—v(S) 
人 
{ } er 0 
ti 1 
{1} 二 1 000 000 
{3} 二 1 000 000 
2 
(La 二 1 000 000 
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注 1: 我 们 还 记得 例 17 的 核心 是 局 中 人 1 获得 1000 000 元 ， si 和 3 没有 回 
报 。 因 此 ,根据 Shapley 值 计算 得 到 的 回报 看 上 去 对 局 中 人 2 和 3 更 公 。 一 般 来 说 ， 
根据 Shapley pe vita ep ete ote er ee 
会 更 公平 一 些 。 

注 2: 对 一 个 只 有 少数 局 中 人 参与 的 合作 对 策 ,根据 Shapley 值 的 计算 思想 确定 各 局 
中 人 应 得 到 的 回报 还 是 比较 容易 的 。 例 如 对 于 例 18, 可 以 通过 表 12-4 来 计算 每 个 局 中 
人 的 Shapley 值 : 


上 2 000( 元 )， i 1 oo 000 元 )， < | 0 000( 元 ) 


注 3: Shapley 值 可 用 于 对 政治 或 商业 组 织 中 各 成 员 权利 的 衡量 。 例 如 联合 国安 全 
理事 会 有 5 个 常任 理事 国 成 员 ( 具 有 否决 任何 议案 的 权利 ) ,10 个 非常 任 理事 国 成 员 。 一 
个 议案 要 获得 安理会 通过 必须 获得 至 少 9 票 的 同意 ,包括 所 有 常任 理事 国 的 同意 。 如 果 
将 所 有 可 能 的 投票 结果 看 成 不 同 的 “联盟 ?的话 , 当 议案 得 到 通过 时 将 该 结果 (联盟 ”) 的 
赢得 值 记 为 1; 当 议 案 没 有 获得 通过 时 记 为 0, 据 此 可 以 得 到 这 个 合作 对 策 的 特征 函数 。 
根据 这 个 特征 函数 可 以 计算 得 出 每 个 常任 理事 国 的 Shapley 值 是 0. 196 3 ,非常 任 理事 国 
的 Shapley 值 是 0.001 865, 且 有 5(0.196 3) 十 10(0. 001 865)= 二 1。 于 是 ,根据 Shapley 值 
的 计算 结果 表明 ,联合 国安 理会 的 98.15%(5(0. 196 3) 二 98.15%) 的 权利 集中 在 了 5 个 
常任 理事 国手 上 。 


表 12-4 计算 例 23 的 Shapley 值 的 简易 方法 元 
到 达 顺 序 局 中 人 1 局 中 人 2 局 中 人 3 
1,2,3 0 1 000 000 0 
1,.3,2 0 0 1 000 000 
2,1,3 1 000 000 0 0 
2,3,1 1 000 000 0 0 
3,1,2 1 000 000 0 0 
3,2,1 1 000 000 0 0 


最 后 ,作为 Shapley 值 的 一 个 应 用 ,下 面 分 析 一 个 机 场 如 何 确定 飞机 着 陆 收 费 标准 的 
问题 。 
例 24 假设 一 个 机 场 可 以 接受 A、B、C 三 种 型 号 飞机 降落 ,所 需 跑道 的 长 度 分 别 为 
100 米 、150 米 和 400 米 ; 假设 跑道 每 年 的 维护 费用 恰好 等 于 跑道 的 长 度 ( 单 位 : 元 )。 因 
为 要 保证 机 型 C 能 降落 ,所 以 机 场 必须 拥有 400 米 的 跑道 。 为 简单 起 见 , 假 设 机 场 每 年 
只 能 接受 每 种 机 型 中 的 一 架 降落 . 问 400 元 的 跑道 维护 费用 应 如 何 向 所 降落 的 飞机 收取 ? 
解 : 分 别 记 机 型 A、B、C 为 局 中 人 1、2、3. 可 以 构造 一 个 3 人 合作 对 策 , 其 中 每 个 联盟 
的 收入 为 需要 支付 的 可 以 使 联盟 中 需要 最 长 跑道 飞机 降落 的 跑道 维护 费 。 于 是 ,该 对 策 
的 特征 函数 可 以 表示 为 


v({ ))=1, v({1)) 王 一 100( 元 )， v({1,2)) 一 2(2)) 
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一 一 150( 元 ) 


v({3})) = vy({2,3})) = vy({1,3}) = v({1,2,3}) 一 一 400( 元 ) 
为 了 计算 Shapley 值 (向 每 个 局 中 人 收取 的 费用 ) .我们 假定 三 种 飞机 以 随机 的 顺序 着 陆 ， 
并 计算 出 每 种 机 型 在 对 已 经 到 达 的 机 型 收 过 费 的 基础 上 需要 增加 收费 的 平均 值 ( 见 


表 12-5) ,于 是 得 到 每 个 局 中 人 的 Shapley 值 为 


局 中 人 1 的 费用 = ( 寺 )Q00 +100) = 2 元 ) 
局 中 人 2 的 费用 = (者 )(50 十 150 十 150) 一 台 0( 元 ) 
Le ek 1 850, _- 
局 中 人 3 的 费用 = ()‘250 十 300 十 250 十 250 十 400 十 400) = 一 6 (元 ) 
表 12-5 
向 每 个 局 中 人 增收 的 费用 /元 
到 达 顺 序 概率 
局 中 人 1 局 中 人 2 局 中 人 3 
008 方 100 50 250 
2 方 100 0 300 
2 二 0 150 250 
2,3,1 二 0 150 250 
3 区 豆 0 0 400 
3,2,1 廊 0 0 400 


因此 ,根据 Shapley 值 计算 的 结果 ,向 机 型 A 收取 的 着 陆 费 为 33. 33 元 ,向 机 型 B 收 
取 的 着 陆 费 为 58. 33 元 ,而 占用 跑道 最 长 的 机 型 C 需要 付费 308. 33 元 。 

如 果 每 种 机 型 着 陆 的 飞机 不 止 一 架 ,可 以 证 明 根据 Shapley 值 计算 的 着 陆 费 应 按 如 
下 方式 收取 : 所 有 飞机 的 着 陆 费 都 应 根据 其 使 用 的 跑道 的 长 度 同 等 收费 , 即 所 有 飞机 都 
必须 为 使 用 跑道 的 第 一 个 100 米 付费 ; 机 型 BB 需要 为 使 用 100 米 后 的 50 米 跑道 付费 ; 机 
型 C 需要 为 使 用 150 米 后 的 250 米 跑道 付费 。 例 如 .假设 有 10 架 A 型 飞机 、5 架 B 型 飞 
机 、2 架 C 型 飞机 需要 降落 , 则 每 架 飞 机 应 收取 的 着 陆 费 为 


100 


机 型 A 的 费用 一 10 十 5 十 2 


六 150— 100 
机 型 也 的 费用 一 5.88 十 一 5 十 二 


一 5. 88( 元 ) 


一 13.03( 元 ) 


即 练 妈 


] 测 国 必 


机 型 C 的 费用 一 13.03 十 4 二 1 二 138. 03( 元 ) 


习 题 

12.1 甲乙 两 个 儿童 玩 游戏 ,双方 可 分 别 出 拳 头 ( 代 表 石 头 ) .手掌 ( 代 表 布 )、 两 个 
手指 (代表 剪刀 ) ,规则 是 : 剪刀 赢 布 , 布 赢 石 头 , 石 头 赢 剪刀 , 赢 者 得 1 分 。 若 双方 所 出 相 
同 算 和 局 , 均 不 得 分 。 试 列 出 儿童 甲 的 赢得 矩阵 。 

12.2 “二 指 莫 拉 问题 ”。 甲 、 乙 二 人 游戏 ,每 人 出 一 个 或 两 个 手指 ,同时 又 把 猜测 对 
方 所 出 的 指数 叫 出 来 。 如 果 只 有 一 个 人 猜测 正确 , 则 他 所 赢得 的 数目 为 二 人 所 出 指数 之 
和 ,和 否则 重新 开始 , 写 出 该 对 策 中 各 局 中 人 的 策略 集合 及 甲 的 赢得 矩阵 ,并 回答 局 中 人 是 
否 存 在 某 种 出 法 比 其 他 出 法 更 为 有 利 。 

12.3 求解 下 列 矩 阵 对 策 , 其 中 赢得 矩阵 A 分 别 为 


2 
一 2 12 一 人 
区 和 
人 | - 
和 3544 
= 过 3 
23 1 6 


12.4 甲乙 两 个 企业 生产 同一 种 电子 产品 ,两 个 企业 都 想 通过 改革 管理 获取 更 多 的 
市 场 销售 份额 。 甲 企业 的 策略 措施 有 : 四 降低 产品 价格 ; 加 提高 产品 质量 ,延长 保修 年 
限 ; 加 推出 新 产品 。 乙 企业 考虑 的 措施 有 : 四 增加 广告 费用 ; 四 增设 维修 网 点 ,扩大 维修 
服务 ; @@ 改 进 产品 性 能 。 假 定 市 场 份额 一 定 , 由 于 各 自 采 取 的 策略 措施 不 同 , 通 过 预测 可 
知 , 今 后 两 个 企业 的 市 场 占 有 份额 变动 情况 如 表 12-6 所 示 ( 正 值 为 甲 企 业 增 加 的 市 场 占 
有 份额 , 负 值 为 减少 的 市 场 占 有 份额 ) 。 试 通过 对 策 分 析 ,确定 两 个 企业 各 自 的 最 优 策 略 。 


表 12-6 
当当 
a 1 2 3 
1 10 = 3 
2 12 10 一 5 
3 6 8 5 


12.5 用 图 解法 求解 下 列 矩 阵 对 策 ,其 中 赢得 矩阵 4 为 


2 4 

2 3 1 3 了 
(1) 2 | | 

3 2 8 5 2 


12.6 方程 组 法 求解 矩阵 对 策 , 其 中 赢得 矩阵 4 为 
| ,| 
县 


线性 规划 方法 求解 下 列 矩 阵 对 策 , 其 中 赢得 矩阵 4 为 


2 4 0 2 
| 栓 ， 痊 (2) |0 3 1 
6 4 4 于 


12.8 甲乙 两 个 游泳 队 举行 包括 3 个 项 目的 对 抗 赛 ,两 队 各 有 一 名 健将 级 运动 员 
( 甲 队 为 李 , 乙 队 为 王 ) ,在 3 个 项 目 上 的 成 绩 都 很 突出 。 但 规则 规定 他 们 每 人 只 许 参加 两 
项 比赛 ,每 队 的 其 他 两 名 运动 员 可 参加 全 部 3 项 比赛 。 已 知 各 运动 员 平 时 成 绩 (s) 见 
表 12-7。 假 定 各 运动 员 在 比赛 中 正常 发 挥 水 平 ,又 设 比 赛 的 第 一 名 得 5 分 ,第 二 名 得 3 分 ， 
第 三 名 得 1 分 。 问 教练 员 应 决定 让 自己 队 健 将 参加 哪 两 项 比赛 ,可 使 本 队 得 分 最 多 ? 


12.7 


表 12-7 
. 甲 队 乙 队 
项 目 
Al A: 李 玉 Bi B。 
100 米 蝶泳 59.7 63.2 57.1 58.6 61.4 64.8 
100 米 仰泳 67.2 68.4 63.2 61.5 64.7 66.5 
100 米 蛙泳 | 75.5 70.3 72.6 73.4 76.9 


12.9 有 一 种 游戏 ,任意 掷 一 个 钱币 ,并 将 出 现 是 正面 或 反面 告诉 甲 。 甲 有 两 种 选 
择 : 认输 , 付 给 乙 1 元; @ 打 赌 。 只 要 甲 认输 ,这 一 局 结束 ,重新 开始 。 当 甲 打赌 时 , 乙 
也 有 两 种 选择 : 认输 , 付 给 甲 1 元 ; 加 较真 。 当 乙 较 真 时 ,如 钱币 为 正面 , 乙 输 给 甲 
2 元 ,如 为 反面 , 甲 输 给 乙 2 元 。 试 建立 对 甲 方 的 赢得 矩阵 , 求 甲 . 乙 双方 各 自 最 优 策略 和 
对 策 值 。 

12.10 一 个 对 策 具 有 以 下 特征 函数 : 

(23 入 三 (1 = vO = = 
v({1,2,3,4)) 一 100; v({3,4}) 一 50; v(s) 一 0 ”对 其 他 所 有 组 合 。 

要 求 给 出 该 对 策 的 核心 。 

12.11 三 人 玩 掷 硬币 游戏 ,硬币 有 正 反 两 面 . 若 三 人 掷 出 相同 的 一 面 ,主持 者 付 给 每 
人 1 元 ,否则 每 名 游戏 者 各 付 主 持 人 1 元 。 要 求 : (1) 写 出 该 对 策 的 特征 函数 ; (2) 找 出 该 
游戏 的 核心 ;(3) 给 出 该 游戏 的 Shapley 值 。 
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第 十 三 章 
决策 分 析 


第 一 节 ”决策 分 析 的 基本 问题 


一 、 决 策 分 析 概 述 


决策 是 为 达到 预期 的 目的 ,从 所 有 可 供 选 择 的 方案 中 , 找 出 最 满意 的 一 个 方案 的 行 
为 。 从 政治 、 经 济 、 技 术 到 日 常生 活 , 从 微观 到 宏观 ,决策 贯穿 于 管理 工作 的 各 个 环节 。 

朴素 的 决策 思想 自古 就 有 ,在 中 外 历史 上 不 乏 有 名 的 决策 案例 。 但 在 落后 的 生产 方 
式 下 ,决策 主要 凭借 个 人 的 知识 ` 智 慧 和 经 验 。 随 着 生产 和 科学 技术 的 发 展 , 要 求 决 策 者 
在 瞬息 多 变 的 条 件 下 ,对 复杂 的 问题 迅速 作出 决断 .这 就 要 求 对 不 同类 型 的 决策 问题 ,有 
一 套 科 学 的 决策 原则 ,程序 和 相应 的 机 构 方法 。 

1. 决策 的 类 型 

(1) 按 内 容 和 层次 ,可 分 为 战略 决策 和 战术 决策 。 战 略 决策 涉及 全 局 和 长 远方 针 性 
问题 ,而 战术 决策 是 战略 决策 的 延伸 ,着 眼 于 方针 执行 中 的 中 短期 的 具体 问题 。 

(2) 按 重 复 程度 ,可 分 为 程序 性 决策 和 非 程序 性 决策 。 程 序 性 决策 指 常 规 的 ,反复 发 
生 的 决策 ,通常 已 形成 一 套 固定 的 程序 规则 ; 非 程 序 性 决策 不 经 常 重复 发 生 , 通 常 包含 很 
多 不 确定 的 偶然 因素 。 

(3) 按 问题 性 质 和 条 件 ,. 可 分 为 确定 型 .不 确定 型 和 风险 型 决策 。 确 定型 决策 是 指 作 
出 一 项 抉择 时 ,只 有 一 种 肯定 的 结局 ; 不 确定 型 决策 指 每 项 抉择 将 可 能 导出 若干 个 可 能 
结局 ,并 且 每 个 结局 出 现 的 可 能 性 是 未 知 的 ; 风险 型 决策 是 指 作出 每 项 抉择 时 ,可 能 有 若 
干 结局 ,但 可 以 有 根据 地 对 各 结局 确定 其 出 现 的 概率 。 

此 外 ,按时 间 长 短 可 分 为 长 期 决策 、 中 期 决策 和 短期 决策 ; 按 要 达到 的 目标 ,可 分 为 
单 目标 决策 和 多 目标 决策 ; 按 决 策 的 阶段 分 为 单 阶段 决策 和 多 阶段 决策 ,等 等 。 

2. 决策 的 原则 

现代 决策 问题 具有 系统 化 、 综 合 化 .定量 化 等 特点 ,决策 过 程 必须 遵循 科学 原则 ,并 按 
严格 程序 进行 。 

(1) 信息 原则 。 指 决策 中 要 尽 可 能 调查 ,收集 .整理 一 切 有 关 信 息 , 这 是 决策 的 基础 。 

(2) 预测 原则 。 即 通过 预测 ,为 决策 提供 有 关 发 展 方向 和 趋势 的 信息 。 
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(3) 可 行 性 原则 。 任 何 决策 方案 在 政策 、 资 源 、 技 术 、 经 济 方面 都 要 合理 可 行 。 

(4) 系统 原则 。 决 策 时 要 考虑 与 问题 有 关 的 各 子 系统 ,要 符合 全 局 利益 。 

(5) 反馈 原则 。 将 实际 情况 的 变化 和 决策 付 诸 行 动 后 的 效果 ,及 时 反馈 给 决策 者 ,以 
便 对 方案 及 时 调整 。 

3. 决策 的 程序 

决策 的 过 程 和 程序 大 致 分 为 以 下 4 个 步骤 ， 

(1) 形成 决策 问题 ,包括 提出 各 种 方案 .确定 目标 及 各 方案 结果 的 度量 等 

(2) 对 各 方案 出 现 不 同 结果 的 可 能 性 进行 判断 ,这 种 可 能 性 一 般 是 用 概率 来 描述 的 。 

(3) 利用 各 方案 结果 的 度量 值 (如 效益 值 .效用 值 .损失 值 等 ) 给 出 对 各 方案 的 偏好 。 

(4) 综合 前 面 得 到 的 信息 ,选择 最 为 偏好 的 方案 ,必要 时 可 作 一 些 灵 敏 度 分 析 。 

4. 决策 系统 

包括 信息 机 构 、 研 究 智 事 机 构 .决策 机 构 与 执行 机 构 , 特 别 是 智囊 机 构 在 现代 决策 中 
的 作用 日 趋 重要 。 

一 个 完整 的 决策 应 包括 决策 者 ; 至 少 有 两 个 可 供 选 择 的 方案 ; 存在 决策 者 无 法 控制 

的 若干 状态 ; 可 以 测 知 各 个 方案 与 可 能 出 现 的 同 状态 相对 应 的 结果 ; 衡量 各 种 结果 的 价 
值 标准 。 

决策 分 析 是 为 了 合理 分 析 具 有 不 确定 性 或 风险 性 决策 问题 而 提出 的 一 套 概 念 和 系统 
分 析 方 法 ,其 目的 在 于 改进 决策 过 程 .从 而 辅助 决策 .但 不 是 代替 决策 者 进行 决策 。 实 践 
证 明 , 当 决策 问题 较为 复杂 时 ,决策 者 在 保持 与 自身 判断 及 偏好 一 致 的 条 件 下 处 理 大 量 信 
息 的 能 力 将 减弱 .在 这 种 情形 下 ,决策 分 析 方 法 可 为 决策 者 提供 强 有 力 的 工具 。 
二 、 决 策 分 析 研究 的 特征 

决策 分 析 将 有 助 于 对 一 般 决 策 问 题 中 可 能 出 现 的 下 面 一 些 典 型 特征 进行 分 析 。 

1. 不 确定 性 

许多 复杂 的 决策 问题 都 具有 一 定 程 度 的 不 确定 性 。 从 范围 来 看 ,包括 决策 方案 结果 
的 不 确定 性 , 即 一 个 方案 可 能 出 现 多 种 结果 ; 约束 条 件 的 不 确定 性 ; 技术 参数 的 不 确定 
性 ; 等 等 。 从 性 质 上 看 ,包括 概率 意义 下 的 不 确定 性 和 区 间 意 义 下 的 不 确定 性 。 概 率 意 
义 下 的 不 确定 性 又 包括 主观 概率 意义 下 的 不 确定 性 ( 亦 称 为 可 能 性 ) 和 客观 概率 意义 下 的 
不 确定 性 ( 亦 称 为 随机 性 )。 它 们 的 区 别 在 于 前 者 是 指 人 们 对 可 能 发 生 事件 的 概率 分 布 的 
一 个 主观 估计 ,被 估计 的 对 象 具 有 不 能 重复 出 现 的 偶然 性 ; 后 者 是 指 人 们 利用 已 有 的 历 
史 数 据 对 未 来 可 能 发 生 事件 概率 分 布 的 一 个 客观 估计 .被 估计 的 对 象 一 般 具 有 可 重复 出 
现 的 偶然 性 。 可 能 性 和 随机 性 在 决策 分 析 中 统称 为 风险 性 ,区 间 意 义 下 的 不 确定 性 一 般 
是 指 人 们 不 能 给 出 可 能 发 生 事件 的 概率 分 布 .只 能 对 有 关 量 取 值 的 区 间 给 出 一 个 估计 。 

2. 动态 性 

很 多 问题 由 于 其 本 身 具 有 的 阶段 性 .往往 需要 进行 多 次 决策 . 且 后 面 的 决策 依赖 于 
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3. 多 目标 性 

对 许多 复杂 问题 来 说 ,往往 有 多 个 具有 不 同 度量 单位 的 决策 目标 , 且 这 些 目标 通常 具 
有 冲突 性 , 即 一 个 目标 值 的 改进 会 导致 其 他 目标 值 的 劣化 。 因 此 ,决策 者 必须 考虑 如 何在 
这 些 目标 间 进 行 折 中 ,从 而 达到 一 个 满意 解 (注意 不 是 最 优 解 ) 。 

4. 模糊 性 

模糊 性 是 指 人 们 对 客观 事物 概念 描述 上 的 不 确定 性 ,这 种 不 确定 性 一 般 是 由 于 事物 
无 法 (或 无 必要 ) 进 行 精确 定义 和 度量 而 造成 的 ,如 “社会 效益 “满意 程度 ”等 概念 在 不 同 
具体 问题 中 均 具 有 一 定 的 模糊 性 。 

5. 群体 性 

群体 性 包括 两 方面 的 含义 : 

(1) 一 个 决策 方案 的 选择 可 能 会 对 其 他 群体 的 决策 行为 产生 影响 ,特别 像 政 府 决策 ， 
会 对 各 层次 的 行为 主体 产生 影响 ; 企业 一 级 的 决策 也 会 对 其 他 企业 产生 影响 。 因 此 , 决 
策 者 若 能 预计 到 自身 决策 对 其 他 群体 的 影响 将 有 益 于 自身 的 决策 。 

(2) 决策 是 由 一 个 集体 共同 制定 的 ,这 一 集体 中 的 每 一 成 员 都 是 一 个 决策 者 ,他 们 的 
利益 、 观 点 、 偏 好 有 所 不 同 , 这 就 产生 了 如 何 建立 有 效 的 群体 决策 体制 和 实施 方法 的 问题 。 
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一 、 风 险 型 决策 的 期 望 值 法 


例 1 某 石油 公司 拥有 一 块 可 能 有 油 的 土地 ,根据 可 能 出 油 的 多 少 , 该 块 土地 具有 4 
种 状态 : 可 产 油 50 万 桶 、20 万 桶 、5 万 桶 、 无 油 。 公 司 目前 有 3 个 方案 可 供 选 择 : 自行 钻 
井 ; 无 条 件 地 将 该 块 土地 出 租 给 其 他 生产 者 ; 有 条 件 地 租 给 其 他 生产 者 。 若 自行 钻井 ， 
打出 一 口 有 油井 的 费用 是 10 万 元 ,打出 一 口 无 油井 的 费用 是 7. 5 万 元 ,每 一 桶 油 的 利润 
是 1.5 元 。 若 无 条 件 出 租 , 不 管 出 油 多 少 ,公司 收取 固定 租金 4. 5 万 元 ; 若 有 条 件 出 租 ， 
公司 不 收取 租金 .但 当 产 量 为 20 万 桶 至 50 万 桶 时 ,每 桶 公司 收取 0. 5 元 。 由 上 计算 得 到 
该 公司 可 能 的 利润 收入 见 表 13-1。 按 过 去 的 经 验 ,该 块 土地 具有 上 面 4 种 状态 的 可 能 性 
分 别 为 10%、15%、25% 和 50%。 问 题 是 : 该 公司 应 选择 哪 种 方案 ,可 获得 最 大 利润 ? 


表 13-1 石油 公司 的 可 能 利润 收入 表 元 
项 目 50 万 桶 (Si) 20 万 桶 (S;) 5 万 桶 (Ss) 无 油 (S,) 
自行 钻井 (A; ) 650 000 200 000 一 25 000 一 75 000 
无 条 件 出 租 (A:) 45 000 45 000 45 000 45 000 


有 条 件 出 租 (Ai; ) 250 000 100 000 0 0 


例 1 是 一 个 典型 的 风险 型 决策 的 例子 。 一 般 风险 型 决策 问题 可 描述 如 下 : 设 Ai,…， 
Aw 为 所 有 可 能 选择 的 方案 ,Si,…'S, 为 所 有 可 能 出 现 的 状态 ( 称 为 自然 状态 ) ,各 状态 出 
现 的 概率 (可 以 是 客观 的 ,也 可 以 是 主观 的 ) 分 别 为 P1,…,P,。 记 a5 二 u(Ai,Sj) 为 方案 
Ai; 当 状态 S 出 现时 的 益 损 值 (或 效用 值 ), 则 一 般 风险 型 决策 问题 可 由 表 13-2 表示 。 


表 13-2 风险 型 决策 表 


方 案 S5 S: S 
Pi 也: 到 

Ai Cl a a 
A: 21 daz Ga 
An Gn am am 


处 理 风 险 型 决策 问题 时 常用 的 方法 是 根据 期 望 收益 最 大 原则 进行 分 析 , 即 根据 每 个 
方案 的 期 望 收益 (或 损失 ) 来 对 方案 进行 比较 ,从 中 选择 期 望 收益 最 大 (或 期 望 损失 最 小 ) 
的 方案 ,这 种 方法 称 为 期 望 值 法 , 它 列 含 两 层 意思 : 

(1) 无 差异 性 , 即 是 说 决策 者 认为 在 一 个 确定 性 收益 和 一 个 与 之 等 值 的 期 望 收益 之 
间 不 存在 差异 ; 

(2) 趋 利 性 , 即 是 说 决策 者 总 是 希望 期 望 收 益 值 越 大 越 好 。 

期 望 收益 最 大 原则 是 风险 型 决策 分 析 的 一 个 基本 假设 ,根据 这 一 假设 ,可 由 决策 
表 13-2 计算 每 一 方案 A; 的 期 望 收益 


E(A) = DlPay (Gi=1,,m) Cl3 ly 
j=1 


然后 选取 A;? ,使 得 
E(A?) = max E(A;) C13:2) 
对 于 例 1, 分 别 记 “自行 钻井 “无条件 出 租 ” 和 “有 条 件 出 租 ” 这 3 个 方案 为 A1, A。 和 
As; ,有 
E(A1)= 0. 10 x 650 000 十 0.15 X200000 十 0.25 x (一 25000) 十 0.50X (一 75 000) 
二 51 250( 元 ) 
E(A;)= 0. 10 x 45 000 十 0.15 X 45 000 十 0.25 X45000 十 0.50X45000 
一 45 000( 元 ) 
E(A;)= 0. 10 xX 250 000 十 0.15 X 100 000 十 0.25X0 十 0.5X0 王 40000( 元 ) 
根据 期 望 收益 最 大 原则 ,应 选择 方案 A, . 即 自行 钻井 。 
上 例 中 若 4 种 状态 的 可 能 性 分 别 变 为 8%、15%、25% 和 52%, 则 采用 不 同方 案 时 的 
收益 分 别 为 : E(A1) 二 39 350( 元 ) .,E(A;) 一 45 000( 元 ),E(As) 二 30 000( 元 ) ,因而 改 为 选 
择 方案 A 。 这 说 明 状 态 概率 的 变化 会 导致 决策 的 变化 。 设 a 为 出 现状 态 Si 的 概率 ,S。， 
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和 Ss 的 概率 不 变 , 状 态 S4 的 出 现 概 率 变 为 (0. 6 一 a) ,由 表 13-1 可 计算 得 
E(Ai1)=65 000a+ 30 000 一 6 500 一 70 000(0. 6 一 a) 
E(A:)=45 000 

为 观察 a 的 变化 如 何 影响 到 决策 方案 的 变化 , 令 下 (A,) = 下 (4A:), 则 可 解 得 w” 二 
0.087 84, 称 a’ 为 转折 概率 。 当 a 二 0.087 84 时 ,选择 方案 Ai ,否则 选择 方案 A;。 

在 实际 工作 中 ,可 把 状态 概率 、 益 损 值 等 在 可 能 的 范围 内 做 几 次 变动 ,分 析 一 下 这 些 
变动 会 给 期 望 益 损 值 和 决策 结果 带 来 的 影响 。 如 果 参 数 稍 加 变动 而 最 优 方案 不 变 , 则 这 
个 最 优 方案 是 比较 稳定 的 ; 反之 ,如 果 参 数 稍 加 变动 使 最 优 方案 改变 , 则 原 最 优 方案 是 不 
稳定 的 , 需 进 行进 一 步 的 分 析 。 


二 、 利 用 后 验 概率 的 方法 及 信息 价值 


在 处 理 风险 型 决策 问题 的 期 望 值 方法 中 ,需要 知道 各 种 状态 出 现 的 概率 P(S1),…， 
P(S,) ,这 些 概 率 通常 为 先 验 概率 。 因 为 不 确定 性 经 常 是 由 于 信息 的 不 完备 造成 的 ,决策 
的 过 程 实际 上 是 一 个 不 断 收集 信息 的 过 程 , 当 信息 足够 完备 时 ,决策 者 便 不 难 做 出 最 后 决 
策 。 因 此 , 当 收 集 到 一 些 有 关 决 策 的 进一步 信息 B 后 ,对 原 有 各 种 状态 出 现 概率 的 估计 
可 能 会 发 生变 化 。 变 化 后 的 概率 记 为 P(S;|1B), 这 是 一 个 条 件 概 率 ,表示 在 得 到 追加 信 
息 B 后 对 原 概率 PC(S;) 的 修正 , 故 称 为 后 验 概率 。 由 先 验 概率 得 到 后 验 概率 的 过 程 称 为 
概率 修正 ,决策 者 事实 上 经 常 是 根据 后 验 概率 进行 决策 的 。 

追加 信息 的 获取 一 般 应 有 助 于 改进 对 不 确定 性 决策 问题 的 分 析 。 为 此 ,需要 解决 两 
方面 的 问题 : (1) 如 何 根据 追加 信息 对 先 验 概率 进行 修正 ,并 根据 后 验 概率 进行 决策 ; 
(2) 由 于 获取 信息 通常 要 支付 一 定 的 费用 ,这 就 产生 了 一 个 需要 将 有 追加 信息 情况 下 可 能 
的 收益 增加 值 同 为 获取 信息 所 支付 的 费用 进行 比较 , 当 追 加 信息 可 能 带 来 的 新 收益 大 于 
信息 本 身 的 费用 时 , 才 有 必要 去 获取 新 的 信息 。 因 此 ,通常 把 信息 本 身 能 带 来 的 新 的 收益 
称 为 信息 的 价值 。 

例 2 同 例 1, 但 假设 该 石油 公司 在 决策 前 希望 进行 一 次 地 震 实验 ,以 进一步 弄 清 该 
地 区 的 地 质 构造 。 已 知 地 震 实验 的 费用 是 12 000 元 ,地 震 实 验 可 能 的 结果 是 : 构造 很 好 
(G) ,构造 较 好 (I,) 、 构 造 一 般 (13) 和 构造 较 差 (I,)。 根 据 过 去 的 经 验 ,可 知 地 质 构 造 与 油 
井 出 油 量 的 关系 见 表 13-3。 问 题 是 : (1) 是 否 需 要 做 地 震 实验 ? (2) 如 何 根据 地 震 实验 的 
结果 进行 决策 ? 


表 13-3 

P(1|S;) 构造 很 好 (mh ) 构造 较 好 (1,) 构造 一 般 (J) 构造 较 差 (1,) 
50 万 桶 (Si) 0.58 0.33 0.09 0.0 
20 万 桶 (S;) 0.56 0.19 0.125 0.125 
5 万 桶 (Sa ) 0. 46 2 Wd 0. 165 


无 油 (Ss) 0.19 0.27 0.31 0.23 
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解 ” 先 计算 各 种 地 震 实 验 结 果 出 现 的 概率 。 
P(T1)=P(SI) P(N|Si)+P(S) P(N |Ss)+P(S) PT |Ss)+P(S) P|S) 


一 0.10X0. 58 十 0. 15X0.56 十 0. 25X0.46 十 0. 50X 0. 19 王 0. 352 (13.3) 
P(1)=P(S1)P(I|S1)+P(S)P(I;|S;)+P(S3)P(I|S;3)+P(S)P(T|S,) 
一 0.10X0. 33 十 0.15X0. 19 十 0.25X0.25 十 0. 50X0.27 王 0. 259 C3.4) 


P(I13)=P(S1)P(Is3|S1)+P(Ss)P(Is|S:)+P(S3)P(Is|S3)+P(S)P(I|S,) 
一 0.10X0. 09 十 0.15X0. 125 十 0.25X0. 125 十 0. 50X0.31 王 0. 214 (13;5) 
P(I1)=P(Si)P(L|S1)+P(Ss)P(L|S:)+P(S3)P(L|Ss)+P(S)P(L|S) 


一 0.10X0. 0 十 0.15X0. 125 十 0.25X0.165 十 0.50X0. 23 王 0. 175 C1356) 
由 条 件 概率 公式 
Be ES (13.7) 


PlTi) 
可 得 到 后 验 概率 P(S; |1;), 见 表 13-4。 


表 13-4 ”地震 试 验 后 的 后 验 概率 表 


P(S; 1) 构造 很 好 (了 ) 构造 较 好 ( 12) 构造 一 般 (13) 构造 较 差 (14) 
50 万 桶 (S1) 0.165 0.127 0.042 0.000 
20 万 桶 (S:) 0. 240 0. 110 0.088 0.107 
5 万 桶 (Ss) 0. 325 0. 241 0.147 0.236 
无 油 (S,) 0.270 0. 522 0.723 0.657 


下 面 用 后 验 概率 进行 分 析 。 如 果 地 震 实验 得 到 的 结果 为 "构造 很 好 ”各 方案 的 期 户 
收益 为 
E(A1)=0.165X650 000 十 0. 24X200 000 十 0. 325X( 一 25 000) 十 0.270X( 一 75 000) 


一 126 825( 元 ) 
E(A:)=0. 165X45 000 十 0. 24X45 000 十 0. 325X45 000 十 0. 27X 45 000 
一 45 000( 元 ) 
下 (As) 王 0. 165X250 000 十 0. 24X100 000 十 0. 327X0 十 0. 27X0=65 250( 元 ) 
应 选择 方案 A, 。 
如 果 地 震 实 验 得 到 的 结果 为 “构造 较 好 ”. 各 方案 的 期 望 收益 为 : 
E(A1)=0.127X650 000 十 0. 11X200 000 十 0. 241X(—25 000) 十 0.522X( 一 75 000) 
一 59 450( 元 ) 
E(As)=0.127X45 000 十 0. 11X45 000 十 0. 241X45 000 十 0. 522X45 000 
一 45 000( 元 ) 
E(A;s)=0.127X250 000 十 0. 11X100 000 十 0. 241X0 十 0. 522X0 一 42 750( 元 ) 
应 选择 方案 A, 。 
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如 果 地 震 实 验 得 到 的 结果 为 “构造 一 般 ”, 各 方案 的 期 望 收益 为 : 


E(A1)=0.042X650 000 十 0. 088X200 000 十 0.147X (一 25 000) 十 0. 723X( 一 75 000) 
一 一 13 375( 元 ) 
E(A:)=0.042X45 000 十 0.088X45 000 十 0. 147 久 45 000 十 0.723 色 45 000 
一 45 000( 元 ) 
E(As)=0.042X250 000 十 0.088X100 000 十 0. 147X0 十 0.723X0 王 19 300( 元 ) 
应 选择 方案 A;。 


如 果 地 震 实 验 得 到 的 结果 为 “构造 较 差 ”, 各 方案 的 期 望 收益 为 : 


E(A1)=0.0X650 000++0.107X 200 000 十 0.236 久 (一 25 000) 二 0.657X(—75 000) 
一 一 33 775( 元 ) 
E(A:)=0.0X45 000 十 0. 107X 45 000 十 0. 236 X45 000++0.657X 45 000 
一 45 000( 元 ) 
E(As)=0.0X250 000 十 0.107X100 000 十 0.236X0 十 0.657X0 王 10 700( 元 ) 
应 选择 方案 A: 。 


根据 后 验 概率 ( 即 根据 地 震 实验 的 结果 ) 进 行 决策 的 期 望 收 益 为 : 

0. 352X126 825 十 0. 259X59 450 十 0. 213X45 000 十 0. 175 X45 000 王 77 500( 元 ) 

由 例 1 已 知 ,不 做 地 震 实验 时 的 期 望 收益 为 51 250 元 ,实验 后 可 增加 期 望 收益 ,也 就 
是 地 震 实 验 信息 的 价值 为 77 500 一 51 250 一 26 250( 元 ) ,大 于 地 震 实验 的 费用 12 000 元 ， 
因而 进行 地 震 实 验 是 合算 的 。 
三 、 决 策 树 方法 

上 文 讨论 的 风险 型 决策 问题 是 一 步 决策 问题 ,实际 当中 很 多 决策 往往 是 多 步 决策 问 
题 , 每 走 一 步 选择 一 个 决策 方案 ,下 一 步 的 决策 取决 于 上 一 步 的 决策 及 其 结果 ,因而 是 个 
多 阶段 决策 问题 。 这 类 决策 问题 一 般 不 便 用 决策 表 来 表示 ,常用 的 方法 是 决策 树 法 。 

例 3 某 开 发 公司 拟 为 一 企业 承包 新 产品 的 研制 与 开发 任务 ,但 为 得 到 合同 必须 参 
加 投标 。 已 知 投标 的 准备 费用 为 40 000 元 ,中 标的 可 能 性 是 40%。 如 果 不 中 标 , 准 备 费 
用 得 不 到 补偿 。 如 果 中 标 ,可 采用 两 种 方法 进行 研制 开发 : 方法 1 成 功 的 可 能 性 为 80%， 
费用 为 260 000 元 ; 方法 2 成 功 的 可 能 性 为 50%% ,费用 为 160 000 元 。 如 果 研 制 开发 成 
功 ,该 开发 公司 可 得 到 600 000 元 ,如 果 合 同 中 标 , 但 未 研制 开发 成 功 , 则 开发 公司 需 赔偿 
100 000 元 。 问 题 是 要 决策 : (1) 是 否 参加 投标 ; (2) 若 中 标 了 ,采用 哪 种 方法 研制 开发 。 

下 面 用 决策 树 方法 来 分 析 这 个 问题 。 所 谓 决 策 树 就 是 将 有 关 的 方案 .状态 .结果 、 益 
损 值 和 概率 等 用 由 一 些 节 点 和 边 组 成 的 类 似 于 “ 树 ” 的 图 形 表示 出 来 . 它 的 基本 组 成 部 分 
包括 : 

(1) 决策 点 ,一 般 用 方形 节点 表示 ,从 这 类 节点 引出 的 边 表示 不 同 的 决策 方案 , 边 下 
数字 为 进行 该 项 决策 时 的 费用 支出 。 
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(2) 状态 点 ,一般 用 圆 形 节 点 表示 ,从 这 类 节点 引出 的 边 表示 不 同 的 状态 , 边 下 的 数 


字 表 示 对 应 状态 出 现 的 概率 。 
(3) 结果 点 ,一 般 用 有 圆心 的 圆 形 节 点 表示 ,位 于 树 的 末梢 处 ,并 在 这 类 节点 旁 注 明 
各 种 结果 的 益 损 值 。 


图 13-1 给 出 了 例 3 的 决策 树 , 从 该 图 可 看 出 ,利用 决策 树 对 多 阶段 决策 问题 进行 描 
述 是 十 分 方便 的 。 


13-1 例 3 的 决策 树 


利用 决策 树 对 多 阶段 风险 型 决策 问题 进行 分 析 通 常 也 是 依据 期 望 值 准则 ,具体 做 法 
是 : 先 从 树 的 末梢 开始 ,计算 出 每 个 状态 点 上 的 期 望 收益 ,然后 将 其 中 的 最 大 值 标 在 相应 
的 决策 点 旁 。 决 策 时 ,根据 期 望 收益 最 大 的 原则 从 后 向 前 进行 “ 剪 枝 ”, 直 到 最 开始 的 决策 
点 ,从 而 得 到 一 个 由 多 阶段 决策 构成 的 完整 的 决策 方案 。 对 例 3 的 分 析 见 图 13-1。 图 中 : 

DD 点 处 的 值 为 : 0.8X600 000 十 0.2X (一 100 000) 一 460 000 

EE 点 处 的 值 为 : 0.5X600 000 十 0.5X( 一 100 000) 一 250 000 

由 于 460 000 一 260 000 二 250 000 一 160 000, 故 在 C 点 处 的 决策 为 选择 方法 1, 划 去 方 
法 2 的 边 , 并 将 费用 值 200 000 注 在 C 点 上 边 。 

B 点 处 的 值 为 : 0. 4X200 000 十 0.6X0 王 80 000 

又 因 80000 一 40000 二 40 000, 故 在 A 点 处 的 决策 为 选择 投标 , 划 去 代表 不 投标 的 边 ， 
并 将 费用 值 40 000 注 在 A 点 上 边 。 

计算 结果 表明 该 开发 公司 首先 应 参加 投标 ,在 中 标的 条 件 下 应 采用 方法 1 进行 开发 
研制 ,总 期 望 收益 为 400 000 元 。 
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不 确定 型 决策 的 基本 特征 是 无 法 确切 知道 哪 种 自然 状态 将 出 现 ,而 且 对 各 种 状态 出 
现 的 概率 (主观 的 或 客观 的 ) 也 不 清楚 .这 种 情况 下 的 决策 主要 取决 于 决策 者 的 素质 和 要 
求 。 下 面 介绍 几 种 常用 的 处 理 不 确定 型 决策 问题 的 方法 ,实际 上 是 几 种 常用 的 原则 。 以 
下 均 假设 决策 矩阵 中 的 元 素 a5 为 收益 值 。 
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一 、 翡 观 准则 Cmax-min 准则 ) 


这 种 方法 的 基本 思想 是 假定 决策 者 从 每 一 个 决策 方案 可 能 出 现 的 最 差 结果 出 发 , 且 
最 佳 选择 是 从 最 不 利 的 结果 中 选择 最 有 利 的 结果 。 记 


u(Ai) = min as (i=1,,m) (13. 8) 
1Sj<n 
则 最 优 方案 A; 应 满足 
ul(A7 ) = maxu(Ai) = max min as (13.9) 
1<i<m 1SiSm 1Sj<n 


例 4 设 某 决 策 问题 的 决策 收益 如 表 13-5 所 示 。 


表 13-5 
状 态 
方 案 min ay 
Si S: Ss S: 
Ai 4 5 6 7 4 
As 和 4 6 9 2 
As 5 I 3 5 3 
A, 3 5 6 8 3 
As 3 5 5 5 3 
由 式 (13. 8) 可 得 
MA) = min {4,5,6.7} = 4 
u(A:) = min {2.4,6.9} = 2 
u(As) = min {5.7,3.5} = 3 
u(Ai) = min {3.5,6.8} = 3 
u(As) = min (3.5,5.5} = 3 
由 式 (13.9) 得 ,Ali 为 最 优 方案 
u(A1) 一 max u(A;)=4 (13. 10) 
1<i<5 


二 、 乐 观 准 则 (max-max 准则 ) 


这 种 准则 的 出 发 点 是 假定 决策 者 对 未 来 的 结果 持 乐观 的 态度 ,总 是 假设 出 现 对 自己 
最 有 利 的 状态 。 记 
u(Ai) = maxas (t= l,m) Cs. 1 
则 最 优 方案 A; 应 满足 


u(A7) = max u(Ai) = max max ai (13. 12) 
<i< eet Lede 


仍 以 例 4 为 例 , 有 
u(tAi) = max (4555657} 一 了 
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u(Az:) = max {2,4,6,9} = 9 
u(As) = max {5,7,3,5} 一 7 
u(A1) = max {3,5,6,8} = 8 
u(As) = max {3,5,5,5} = 5 
由 
u(Az:) = max u(A;:)=9 C13,13) 
l1<i<5 
得 到 最 优 方 案 为 A;。 


三 、 折 中 准则 


折 中 准则 是 介 于 悲观 准则 和 乐观 准则 之 间 的 一 个 准则 ,其 特点 是 对 客观 状态 的 估计 
既 不 完全 乐观 ,也 不 完全 翡 观 ,而 是 采用 一 个 乐观 系数 a 来 反映 决策 者 对 状态 估计 的 乐观 
程度 。 具 体 计算 方法 是 : 取 cE[0,1], 令 


u(Ai) 一 amaxar 十 (1 一 a) minay (i= 1,,m) (13. 14) 
1Sj<n 1<j<n 
然后 ,从 u(A;) 中 选择 最 大 者 为 最 优 方案 , 即 
u(A7) = max [« maxast+ (1l—a) min ay] 〈13. 15) 
1<icm | 1<i<n 1<j<n 


显然 , 当 a 二 1 时 , 即 为 乐观 准则 的 结果 ; 当 a 二 0 时 , 即 为 悲观 准则 的 结果 。 
现 取 a 二 0.8, 则 1 一 a 二 0.2, 由 式 (13.14), 有 
ul(A1) 一 0.8X7 十 0.2X4 一 6.4 
ul(Azs) 一 0.8X9 十 0.2X2 一 7.6 
ul(As) 一 0.8X7 十 0.2X3 一 6.2 
ul(A1) 一 0.8X8 十 0.2X3 一 7.0 
ul(As) 一 0.8X5 十 0.2X3 一 4.6 


可 知 ,最 优 方案 为 A: 。 

当 w=0.6 时 ,代入 式 (13. 14) 和 式 (13.15) 知 最 优 方案 仍 为 A;; 而 当 a 二 0.5 时 ,最 优 
方案 可 以 是 A,,A: 或 4A; 当 a 二 0.4 时 .最 优 方案 为 A!1。 当 a 取 不 同 值 时 ,反映 决策 者 对 
客观 状态 估计 的 乐观 程度 不 同 , 因 而 决策 的 结果 也 就 不 同 。 一 般 地 , 当 条 件 比较 乐观 时 ， 
a 取得 大 些 ; 反之 ,a 应 取得 小 些 。 

四 、 等 可 能 准则 (Laplace 准则 ) 

这 种 准则 的 思想 在 于 对 各 种 可 能 出 现 的 状态 “一 视 同仁”. 即 认为 它们 出 现 的 可 能 性 
都 是 相等 的 , 均 为 二 (有 nn 个 状态 )。 然 后 ,再 按照 期 望 收益 最 大 的 原则 选择 最 优 方案 , 仍 
以 例 4 来 说 明 如 下 : 根据 等 可 能 准则 ,有 

uC(A1) 二 十 (4 二 5 二 6 十 7) = 5.50 


AY 一 十 (2 十 4 十 6 十 9) 一 5.25 


u(A;) = 二 的 可 六 直 下 动 一 5.00 


u(As) = Bt = 5.50 


u(As) 一 二 (3 十 5 十 5 十 5) = 4.50 
又 由 
u(A1) 一 MA) = max x(A;) = 5.50 
lSi<s 
可 知 最 优 方案 为 A, 或 A,。 


五 、 遗 憾 准 则 (min-max 准则 ) 


在 决策 过 程 中 , 当 某 一 种 状态 可 能 出 现时 ,决策 者 必然 要 选择 使 收益 最 大 的 方案 。 但 
如 果 决 策 者 由 于 决策 失误 而 没有 选择 使 收益 最 大 的 方案 , 则 会 感到 遗憾 或 后 悔 。 遗 憾 准 
则 的 基本 思想 就 在 于 尽量 减少 决策 后 的 遗憾 ,使 决策 者 不 后 悔 或 少 后 悔 。 具 体 计算 时 , 首 
先 要 根据 收益 矩阵 算出 决策 者 的 “后 悔 矩阵 ”, 该 矩阵 的 元 素 ( 称 为 后 悔 值 )0 的 计算 公 
式 为 


她 = Maas —ay (i=lym j=1,.,n) (13. 16) 
然后 , 记 
r(Ai) = maxb; (j= 1,.",n) (13.17) 
1Sj<n 
所 选 的 最 优 方案 应 使 
r(A7) = minr(Ai) = min maxbs (13. 18) 
1<i<m lSi<m 1Sj<n 
仍 以 例 4 为 例 , 计 算出 的 后 悔 矩阵 如 表 13-6 所 示 , 最 优 方 案 为 A, 或 A4。 
表 13-6 
状 态 
方 案 max bs 
Si S; Sa S, 
Ai 1 2 0 2 2 
A; 3 3 0 0 3 
Aa 0 0 3 4 4 
As 2 2 0 1 2 
As 2 2 1 4 4 


综 上 所 述 ,根据 不 同 决策 准则 得 到 的 结果 并 不 完全 一 致 ,处 理 实际 问题 时 可 同时 采 
几 个 准则 来 进行 分 析 和 比较 。 到 底 采 用 哪个 方案 , 需 视 具体 情况 和 决策 者 对 自然 状态 所 
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持 的 态度 而 定 。 表 13-7 给 出 了 例 4 利用 不 同 准 则 进行 决策 分 析 的 结果 ,一 般 来 说 ,被 选 
中 多 的 方案 应 予以 优先 考虑 。 
表 13-7 
决策 方案 
准 则 
A A: As As: As 
max-min 准则 Vv 
max-max 准则 Ww 
折 中 准则 (a 二 0. 8) V 
Laplace 准则 Vv Vv 
min-max 准则 Vv V 
第 四 节 ”效用 函数 方法 
一 、 效 用 的 概念 


本 章 前 面 介绍 风险 型 决策 方法 时 , 提 到 了 可 根据 期 望 收 益 最 大 (或 期 望 损失 最 小 ) 原 
则 选择 最 优 方案 ,但 这 样 做 有 时 并 不 一 定 合理 ,下 面 来 看 几 个 例子 。 

例 5 设 有 决策 问题 ; 方案 Ai: 稳 获 100 元 ; 方案 B1: 获 250 元 和 0 元 的 机 会 各 为 
41% 和 59%。 

从 直观 上 看 ,大 多 数 人 可 能 会 选择 方案 A,。 但 我 们 不 妨 计 算 一 下 方案 B; 的 期 望 
收益 ， 

E(B1) = 0.41 Xx 250+0.59X0= 102.5> 100= E(A) 

于 是 ,根据 期 望 收益 最 大 原则 ,一 个 理性 的 决策 者 应 该 选择 方案 Bi ,这 一 结果 恐怕 令 
实际 中 的 决策 者 很 难 接 受 。 这 说 明 , 完 全 根据 期 望 收益 作为 评价 方案 的 准则 往往 是 不 尽 
合理 的 。 

例 6 有 甲乙 二 人 , 甲 提出 请 乙 毛 硬 币 , 并 约定 : 如 果 出 现 正 面 , 乙 可 获得 40 元 ; 如 
果 出 现 反面 , 乙 要 向 甲 支付 10 元 。 现 在 , 乙 有 两 个 选择 .接受 甲 的 建议 ( 掷 硬 币 , 记 为 方案 
人 4) 或 不 接受 甲 的 建议 (不 掷 硬 币 , 记 为 方案 B)。 如 果 乙 不 接受 甲 的 建议 ,其 期 望 收 益 为 
E(B) 二 0; 如 果 接 受 甲 的 建议 ,其 期 望 收益 为 E(A) 一 0.5X40 一 0.5X10 一 15。 根 据 期 望 
收益 最 大 化 原则 , 乙 应 该 接受 甲 的 建议 。 现 在 假设 乙 是 个 穷人 ,10 元 钱 是 他 一 家 三 天 的 
口粮 钱 , 而 且 假定 乙 手 头 现在 仅 有 10 元 钱 。 这 时 , 乙 对 甲 的 建议 的 态度 很 可 能 会 发 生变 
化 ,很 可 能 宁愿 用 这 10 元 钱 来 买 全 家 三 天 的 口粮 ,不 致 挨 饿 ,而 不 会 去 冒 投机 的 风险 。 这 
个 例子 说 明 即 使 对 同一 个 决策 者 来 说 . 当 其 所 处 的 地 位 、 环 境 不 同时 ,对 风险 的 态度 一 般 
也 是 不 同 的 。 

上 述 两 个 例子 说 明 : 同一 笔 货币 量 在 不 同 场合 下 给 决策 者 带 来 的 主观 上 的 满足 程度 
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是 不 一 样 的 ,或 者 说 ,决策 者 在 更 多 的 场合 下 是 根据 不 同 结果 或 方案 对 其 需求 欲望 的 满足 
程度 来 进行 决策 的 ,而 不 仅仅 是 依据 期 望 收益 最 大 进行 决策 。 为 了 衡量 或 比较 不 同 的 商 
品 、 劳 务 满足 人 的 主观 愿望 的 程度 .经 济 学 家 和 社会 学 家 们 提出 了 效用 这 个 概念 ,并 在 此 
基础 上 建立 了 效用 理论 。 
所 谓 货币 的 效用 值 就 是 指 人 们 主观 上 对 货币 价值 的 衡量 。 一 般 来 说 ,效用 是 一 个 属 
于 主观 范畴 的 概念 ,这 也 正 是 其 能 较 好 地 解释 现实 中 某 些 决策 行为 的 原因 所 在 。 另 外 , 效 
用 是 因 人 、 因 时 、 因 地 而 变化 的 ,同样 的 商品 或 劳务 对 不 同人 ,在 不 同时 间或 不 同 地 点 具有 
不 同 的 效用 。 同 时 还 应 注意 , 同 种 商品 或 劳务 对 不 同人 来 说 ,一 般 是 无 法 进行 比较 的 。 一 
瓶 酒 对 爱 喝酒 和 不 爱 喝酒 的 人 来 说 ,其 效用 是 无 法 进行 比较 的 。 

上 面 的 例子 及 分 析 表 明 : 

1. 同一 货币 量 , 在 不 同 风险 情况 下 ,对 同一 决策 者 来 说 具有 不 同 的 效用 值 ; 

2. 在 同等 风险 程度 下 ,不 同 决策 者 对 风险 的 态度 是 不 一 样 的 , 即 相同 的 货币 量 在 不 
同人 看 来 具有 不 同 的 效用 。 


二 、 效用 曲线 的 确定 及 分 类 


如 前 所 述 ,可 以 用 效用 来 量化 决策 者 对 风险 的 态度 。 对 每 一 个 决策 者 来 说 ,都 可 以 测 
定 反 映 他 对 风险 态度 的 效用 曲线 。 通 常 假定 效用 值 是 一 个 相对 值 , 如 假定 决策 者 最 偏好 、 
最 倾向 .最 愿意 事物 (方案 ) 的 效用 值 为 1; 而 最 不 喜欢 .最 不 倾向 .最 不 愿意 的 事物 的 效用 
值 为 0( 当 然 也 可 假定 效用 值 在 0 一 100 之 间 , 等 等 )。 确 定 效 用 曲线 的 方法 主要 是 对 比 提 
问 法 。 

设 决策 者 面临 两 个 可 选择 的 方案 A, 和 As; ,其 中 Al 表示 他 可 无 风险 地 得 到 一 笔 收 益 
,A 表示 他 可 以 概率 已 得 到 收益 y, 以 概率 1 一 已 得 到 收益 ,其 中 *>z>>y 或 yz 二 =。 
设 U(Cz) 表 示 收 益 zx 的 效用 值 , 则 当 决 策 者 认为 方案 A, 和 As 等 价 时 ,应 有 

PU(y)+ (1— PU(z) =U(z) (13. 19) 
式 (13.19) 意 味 着 决策 者 认为 x 的 效用 值 等 价 于 y 和 x 的 效用 的 期 望 值 。 由 于 式 (13. 19) 
中 共有 xz,y,z,P 4 个 变量 , 若 其 中 任意 3 个 确定 后 , 即 可 通过 向 决策 者 提问 得 到 第 4 个 变 
量 值 。 提 问 的 方式 大 体 有 3 种 : 

(1) 每 次 固定 x,y,z 的 值 , 改 变 己 的 值 , 并 向 决策 者 提问 :“P 取 何 值 时 ,您 认为 A， 
和 A; 等 价 ?” 

(2) 每 次 固定 P,y,z 的 值 ,改变 z 的 值 ,. 并 向 决策 者 提问 :“z 取 何 值 时 ,您 认为 Al 
和 Az 等 价 ?” 

(3) 每 次 固定 了 ,xz,y( 或 >) 的 值 .改变 x( 或 y) 的 值 ,并 向 决策 者 提问 :“z( 或 y) 取 何 
值 时 ,您 认为 A! 和 A; 等 价 ?” 

实际 计算 中 ,经 常 取 二 0.5, 固 定 y.z 的 值 .利用 式 (13. 20) 求 得 z 的 值 。 

0.5U(y) 十 0. 5U(z) = U(z) (13. 20) 
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将 y,z 的 值 改变 3 次, 分别 提问 3 次 得 到 相应 的 z 值 , 即 可 得 到 效用 曲线 上 的 3 个 点 ,再 
加 上 当 收 益 最 差 时 效用 为 0 和 收益 最 好 时 效用 为 1 这 两 个 点 ,实际 上 已 得 到 效用 曲线 上 
的 5 个 点 ,根据 这 5 个 点 可 画 出 效用 曲线 的 大 致 图 形 。 
以 下 分 别 记 x "和 zx" 为 所 有 可 能 结果 中 决策 者 认为 最 有 利和 最 不 利 的 结果 , 即 有 
EC 
例 7 构造 一 个 效用 函数 ,已 知 所 有 可 能 收益 的 区 间 为 [一 100 元 ,200 元 ], 即 
Xz" 二 200,z? 二 一 100, 故 U(200)==1,U( 一 100)= 二 0。 现 用 “五 点 法 ”确定 效用 曲线 上 其 他 
3 个 点 。 
(1) 请 决策 者 在 “Ai : 稳 获 工 元 "和 “As:: 以 50% 的 机 会 得 到 200 元 ,50% 的 机 会 损失 
100 元 ”这 两 个 方案 间 进 行 比较 。 假 设 先 取 ==25 ,车 决策 者 的 回答 是 偏好 于 Al, 则 适量 
减少 Z 的 值 , 例 如 取 z 王 10; 若 决策 者 的 回答 还 是 偏好 于 A1, 则 可 将 xz 的 值 青 适量 减少 ， 
例如 取 z 王 10。 这 时 ,假设 决策 者 的 回答 是 偏好 于 方案 A;, 则 应 适量 增加 xz 的 值 ,例如 取 
二 0。 假 设 当 x 二 0 时 决策 者 认为 方案 A! 和 A; 等 价 , 则 有 
U(0)= 0.5 XU(200) 十 0.5XU( 一 100) 
一 0.5X1 十 0.5X0 一 0.5 (2 
(2) 请 决策 者 在 "Ai: 稳 获 z 元 ”和 “As: 以 50% 的 机 会 得 到 0 元 ,50% 的 机 会 损失 
100 元 ”这 两 个 方案 间 进 行 比较 。 假 设 当 z= 一 60 时 决策 者 认为 方案 Al 和 As 等 价 , 则 有 
U(—60)= 0.5XU(0)+0.5XxU(— 100) 
一 0.5X0.5 十 0.5X0 一 0.25 CIB 22) 
(3) 请 决策 者 在 “A, : 稳 获 工 元 ”和 "As:: 以 50% 的 机 会 得 到 0 元 ,50% 的 机 会 得 到 
200 元 ”这 两 个 方案 间 进 行 比较 。 假 设 当 x 二 80 时 决策 者 认为 方案 A! 和 As 等 价 , 则 有 
U(80)= 0.5 XU(0)+0.5 xUC200) 
三 :本 所 六 抱 末 生起 5 三 次 向 C823) 
这 样 便 确定 了 当 收 益 为 一 100 元 、 一 60 元 .0 元 、80 元 和 200 元 时 的 效用 值 分 别 为 0， 
0.25,0.5,0.75 和 1, 据 此 可 画 出 该 效用 曲线 的 大 致 图 形 , 见 图 13-2。 
从 以 上 向 决策 者 的 提问 及 其 回答 的 情况 来 看 ,不 同 的 决策 者 的 选择 是 不 同 的 ,这 样 可 
得 到 不 同形 状 的 效用 曲线 ,表示 决策 者 对 风险 的 态度 不 同 。 效 用 曲线 的 形状 大 体 可 分 为 
保守 型 .中 间 型 .冒险 型 3 种 , 见 图 13-3。 具 有 中 间 型 效用 曲线 的 决策 者 认为 他 的 实际 收 
入 和 效用 值 的 增长 成 等 比 关 系 ; 具有 保守 型 效用 曲线 的 决策 者 对 实际 收入 的 增加 的 反应 
比较 迟钝 , 即 认为 实际 收入 的 增加 比例 小 于 效用 值 的 增加 比例 ; 具有 冒险 型 效用 曲线 的 
决策 者 则 对 实际 收入 的 增加 的 反应 比较 敏感 .认为 实际 收入 的 增加 比例 大 于 效用 值 增加 
的 比例 。 以 上 是 3 类 具有 代表 性 的 曲线 类 型 。 实 际 中 的 决策 者 效用 曲线 可 能 是 3 种 类 型 
兼 而 有 之 ,反映 出 当 收入 变化 时 ,决策 者 对 风险 的 态度 也 在 发 生变 化 。 
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图 13-2 例 7 的 效用 函数 13-3 不 同类 型 的 效用 曲线 


三 、 风 险 规 避 度 的 衡量 


如 前 所 述 ,消费 者 在 具有 风险 的 环境 下 进行 决策 时 ,通常 会 表现 出 对 风险 的 不 同 态 
度 , 称 之 为 风险 规避 度 。 消 费 者 的 风险 规避 程度 与 他 的 效用 函数 u(，) 的 曲率 相关 。 效 
用 函数 越 弯 曲 ,风险 规避 程度 越 高 。 因 此 ,我 们 可 以 简单 地 用 效用 函数 的 二 阶 导数 
w(。) 来 表示 风险 规避 程度 。 线 性 效用 函数 具有 零 风 险 规避 度 w(，) 二 0, 思 的 效用 函数 
具有 负 风 险 规避 度 必 (。) 一 0, 凸 效用 函数 具有 正 风险 规避 度 w(，。 ) 二 0。 

1. 局 部 风险 规避 度 

阿 罗 (Kenneth Arrow) 和 普 拉 特 (John Pratt) 给 出 了 一 种 应 用 广泛 的 衡量 消费 者 风 
险 规避 度 的 方法 , 称 为 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 , 其 定义 为 
u (*) 
u (») 
由 于 关于 效用 函数 弯曲 程度 的 信息 都 包括 在 了 x(。) 中 ,因此 ”>(。) 并 没有 表 失 描述 曲 
率 的 信息 ; 而 同时 ,在 对 效用 函数 进行 正 线 性 变换 时 ,uC(。) 值 保持 不 变 。 对 风险 规避 型 
(risk-averse) 消 费 者 来 说 ,w(。) 二 0,. 且 (。) 值 越 大 ,表示 消费 者 对 风险 越 厌 恶 。 

例 8 保险 需求 

假设 某 消 费 者 具有 初始 财物 W, 他 可 能 的 损失 数量 工 的 概率 (比如 他 的 房子 被 
烧毁 的 可 能 性 ) 为 如。 该 消费 者 可 以 购买 保险 ,在 他 蒙受 损失 的 时 候 , 得 到 g 元 的 支付 。 
购买 g 元 保险 而 必须 支付 的 保费 为 xq ,这 里 x 为 每 1 元 保险 金额 对 应 的 保险 费 。 那么 ， 
该 消费 者 愿意 购买 多 少 保险 呢 ? 我 们 来 考察 效用 最 大 化 问题 : 

max pu(W—L + g(t —a)) + (1 — puWw — wy) 
对 g 求 一 阶 偏 导数 ,并 令 其 等 于 零 . 得 到 
BW Ed — DN 0 


(13. 24) 


整理 得 到 
u (WO—L+(1—rng’) 2 
u (WO—rxgq’) p Ll—& 


(13.25) 


如 果 保 险 标的 发 生 了 损失 ,保险 公司 的 所 得 为 zg 一 g; 如 果 损 失事 件 没有 发 生 ,保险 
公司 的 所 得 为 xg。 因此 ,保险 公司 的 期 望 利润 为 
(li— Dmi— Ml— Ny 
我 们 假定 保险 公司 之 间 的 竞争 使 得 利润 为 0, 这 意味 着 
(1 一 加 )mog 一 思 (1 一 r)g 一 0 


由 此 得 到 x 二 p。 

因此 我 们 看 到 ,在 零 利 润 假设 下 ,保险 公司 实际 上 是 按照 一 个 “公平 费 率 "提供 保险 
的 , 即 每 张 保 单 收取 的 保费 恰好 等 于 保险 人 承担 的 损失 赔付 的 期 望 值 。 

2. 全 局 风险 规避 度 

阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 仅 仅 是 对 消费 者 在 某 一 局 部 对 风险 规避 程度 的 解释 。 然 而 
在 很 多 情况 下 ,我 们 需要 了 解 消费 者 在 全 局 意义 下 对 风险 规避 的 程度 , 即 需 要 说 明 一 个 消 
费 者 是 否 比 男 一 个 消费 者 对 所 有 风险 活动 都 具有 更 高 的 风险 规避 倾向 。 

一 般 说 来 ,可 以 用 三 种 方式 来 表示 这 种 全 局 意义 下 的 风险 规避 度 。 

第 一 种 方式 是 用 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 来 对 全 局 风险 规避 度 进行 描述 , 即 假设 
ra(w) 为 消费 者 A 的 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 度 ,rs(w) 为 消费 者 B 的 阿 罗 - 普 拉 特 风险 规避 
度 。 如 果 对 任何 名 ,都 有 ra《w) 二 reCw) (ra(w) 三 ra(w)), 则 称 消费 者 A 比 消费 者 B 
具有 更 强 (不 弱 ) 的 全 局 风险 规避 倾向 。 

第 二 种 方式 是 比较 两 个 消费 者 的 效用 函数 曲线 弯曲 ( 凹 ) 的 程度 , 即 设 wa 和 us 分 别 为 
消费 者 A 和 消费 者 B 的 效用 函数 ,如 果 存 在 递增 (严格 递增 ) 的 凹 函数 g, 使 得 对 所 有 ,都 
有 ua(w) 二 gus(w)), 则 称 消费 者 A 比 消费 者 BB 具有 不 弱 ( 更 强 ) 的 全 局 风险 规避 倾向 。 

第 三 种 方式 是 比较 两 个 消费 者 对 所 有 风险 行动 愿意 付出 的 风险 金 的 大 小 。 令 s 为 一 
个 期 望 值 为 0 的 随机 变量 。 定 义 风 险 金 ( 亦 称 为 风险 报酬 .风险 溢价 、 保 险 费 等 )ra(e) 为 
消费 者 A 为 了 避免 随机 变量 se 所 带 来 的 风险 而 愿意 放弃 的 财富 的 最 大 数量 , 即 应 有 

ua(w— xa(e)) = Eua(w+te) 《13.226) 

如 果 对 所 有 忆 , 都 有 xa(e) 二 xa(e) (xa(e) 三 xa(e)), 则 称 消费 者 A 比 消费 者 B 具有 
更 强 (不 弱 ) 的 全 局 风险 规避 倾向 。 

普 拉 特 定理 表明 ,上 述 表 示 全 局 风险 规避 度 的 三 种 方式 是 等 价 的 。 

3. 相对 风险 规避 度 

前 面 定义 的 风险 规避 度 为 绝对 风险 规避 度 (absolute risk-aversion) ,衡量 的 是 消费 者 
在 财富 水 平 为 多 或 收入 水 平 为 y 的 情况 下 ,愿意 持 有 风险 资产 的 态度 。 但 实际 当中 我 们 
经 常会 看 到 ,消费 者 的 风险 收入 和 财富 水 平成 一 定 的 比例 ,比如 投资 回报 一 般 是 相对 于 投 
资 规模 而 言 的 。 例 如 有 一 个 赌博 . 参 赌 者 以 概率 p 获得 现 有 财富 水 平 ww 的 z 倍 , 以 概率 
1 一 p 获得 现 有 收入 水 平 w 的 y 倍 。 如 果 参 赌 者 以 期 望 效用 函数 u 对 赌博 的 结果 进行 评 
价 , 那 么 该 赌博 的 期 望 效 用 为 


pul(rw)+t (1 — pul(yw) (13.27) 
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4. 财富 水 平 对 风险 规避 度 的 影响 

关于 风险 规避 度 是 如 何 随 财富 水 平 变化 而 变化 的 问题 ,是 一 个 非常 有 意义 的 问题 。 
但 一 般 来 说 ,这 种 变化 关系 是 不 确定 的 , 表 13-8 给 出 了 一 些 效 用 函数 以 及 相应 的 绝对 风 
仿 规 避 度 和 相对 风险 规避 度 。 


表 13-8 常见 的 效用 函数 形式 


绝对 风险 规避 度 
风险 规避 度 类 型 性 质 效用 函数 举例 
递增 的 绝对 风险 规划 度 。 | 财富 越 多 ' 愿 者 持 有 的 风险 资 | (row) =w(1t2lnw) 一 上 
产 越 少 w 
不 变 绝 对 风险 规避 度 ee u(w)=—e ,r(w)=c? 
递减 的 绝对 风险 规避 度 dag wt) =In(w) sr(w) = 
相对 风险 规避 度 
风险 规避 度 类 型 性 质 效用 函数 举例 
递增 的 相对 风险 规避 度 ee uto) 一 te ,p(w) = (1+2Intw) +1 
, 愿意 持 有 风险 资产 的 比例 不 随 时 四 
不 变相 对 风险 规避 度 财富 变化 而 变化 ul(w)=In(w) ,p(w)=1 
、 财富 越 多 ,愿意 持 有 越 大 比例 Crp. 9 es 
递减 的 相对 风险 规避 度 的 风险 资产 u(w) ef5 p(w) 一世 ee 


第 五 节 层次 分 析 法 


层次 分 析 法 (analytic hierachy process, AHP) 是 国外 20 世纪 70 年 代 末 提出 的 一 种 
新 的 系统 分 析 方 法 。 这 种 方法 适用 于 结构 较为 复杂 、 决 策 准则 较 多 而 且 不 易 量化 的 决策 
问题 。 由 于 其 思路 简单 明了 ,尤其 是 紧密 地 和 决策 者 的 主观 判断 和 推理 联系 起 来 ,对 决策 
者 的 推理 过 程 进行 量化 的 描述 ,可 以 避免 决策 者 在 结构 复杂 和 方案 较 多 时 逻辑 推理 上 的 
失误 ,使 得 这 种 方法 近年 来 在 国内 外 得 到 广泛 的 应 用 。 

层次 分 析 法 的 基本 内 容 是 : 首先 根据 问题 的 性 质 和 要 求 ,提出 一 个 总 的 目标 ; 然后 
将 问题 按 层次 分 解 ,对 同一 层次 内 的 诸 因素 通过 两 两 比较 的 方法 确定 出 相对 于 上 一 层 目 
标的 各 自 的 权 系数 。 这 样 层 层 分 析 下 去 ,直到 最 后 一 层 , 即 可 给 出 所 有 因素 (或 方案 ) 相 对 
于 总 目标 而 言 的 按 重要 性 (或 偏好 ) 程 度 的 一 个 排序 。 具 体 步骤 如 下 : 

第 1 步 明确 问题 ,提出 总 目标 。 

第 2 步 ， 建 立 层 次 结构 :把 问题 分 解 成 若干 层次 。 第 一 层 为 总 目标 ; 中 间 层 可 根据 
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问题 的 性 质 分 成 目标 层 ( 准 则 层 ) 、 部 门 层 ( 子 准 则 层 ) 等 ; 最 低层 一 般 为 方案 层 或 措施 层 。 
层次 的 正确 划分 和 各 因素 间 关 系 的 正确 描述 是 层次 分 析 法 的 关键 , 需 慎重 对 待 。 经 过 充 
分 的 讨论 和 分 析 , 最 后 画 出 相应 的 分 层 结 构图 ,如 下 面 的 例 图 (图 13-4)。 


目标 层 确定 开发 比例 


| I 
准则 层 。 [国家 投资 | [ 运输 | [电力 需求 ] [ 前 其 准 备 | [ 煤炭 包 量 | [ 开采 条 件 | 
a [se 


2 EX 有 


人 


子 准则 层 


癌 岩 小 加 


方案 层 


第 3 步 ” 求 同一 层次 上 的 权 系 数 ( 从 高 层 到 低层 ) 。 假 设 当前 层次 上 的 因素 为 
和 A,…,A, ,相关 的 上 一 层 因素 为 C( 可 以 不 止 一 个 ), 则 可 针对 因素 C, 对 所 有 因素 A,…',A， 
进行 两 两 比较 ,得 到 数值 a; ,其 定义 和 解释 见 表 13-9。 记 4 一 (ay )wxw 则 4 为 因素 
A1,…,A, 相应 于 上 一 层 因 素 C 的 判断 矩阵 。 记 A 的 最 大 特征 根 为 Xmx, 属 于 Xm 的 标准 
化 的 特征 向 量 为 w= 二 Gweto0n) 则 wi,… ,rw 给 出 了 因素 A1,…,A， 相应 于 因素 C 的 
按 重要 (或 偏好 ) 程 度 的 一 个 排序 。 


表 13-9 
相对 重要 程度 as 是: | 解 释 
1 同等 重要 目标 i 和 目标 j 同样 重要 
3 略微 重要 目标 i 比 目 标 j 略微 重要 
5 相当 重要 目标 i 比 目 标 j 重要 
7 明显 重要 目标 i 比 目 标 j 明显 重要 
9 绝对 重要 目标 i 比 目 标 j 绝对 重要 
2,4,6,8 介 于 两 相 邻 重要 程度 间 


第 4 步 ， 求 同一 层次 上 的 组 合 权 系数 。 设 当前 层次 上 的 因素 为 Al ,…,A,, 相 关 的 上 一 
层 因素 为 CG，,…,C。, 则 对 每 个 Ci ,根据 第 3 步 的 讨论 可 求 得 一 个 权 向 量 w 一 (zl ,rn)。 
如 果 已 知 上 一 层 m 个 因素 的 权重 分 别 为 a1,….a。, 则 当前 层 每 个 因素 的 组 合 权 系 数 为 : 


> Jaroi, Danwei, Panws (13. 28) 
如 此 一 层 层 自 上 而 下 求 下 去 ,一 直到 最 低层 所 有 因素 的 权 系 数 (组 合 权 系数 ) 都 求 出 来 为 
止 , 根 据 最 低层 权 系数 的 分 布 即 可 给 出 一 个 关于 各 方案 优先 程度 的 排序 。 
由 式 (13. 28) 可 知 , 若 记 Bs 为 第 4 层次 上 所 有 因素 相对 于 上 一 层 上 有 关 因 素 的 权 向 
量 按 列 组 成 的 矩阵 , 则 第 & 层次 的 组 合 权 系数 向 量 W* 满足 ; 
W*= BB …。B: .Bi (13. 29) 
其 中 Bl 二 (1)。 
第 5 步 ”一致 性 检验 。 在 得 到 判断 矩阵 A 时 ,有 时 免不了 会 出 现 判断 上 的 不 一 致 
性 ,因而 需要 利用 一 致 性 指标 来 进行 检验 。 作 为 度量 判断 矩阵 偏离 一 致 性 的 指标 ,可 以 用 


CI= 4 一 ? (13. 30) 
讽 一 禹 


来 检查 决策 者 判断 思维 的 一 致 性 。 为 了 度量 不 同 判 断 矩阵 是 否 具有 满意 的 一 致 性 ,还 
需要 利用 判断 矩阵 的 平均 随机 一 致 性 指标 RI。 对 于 1 阶 到 9 阶 的 判断 矩阵 ,RI 的 值 分 
别 为 


1 2 3 4 5 6 和 8 9 


0. 00 0. 00 0. 58 0. 90 112 1.24 1.32 1.41 1.45 


判断 矩阵 的 一 致 性 指标 CI 与 同 阶 平均 随机 一 致 性 指标 RI 之 比 , 称 为 随机 一 致 性 比 
率 , 记 为 
R= 
Ces= 
通常 要 求 CR<0. 1, 此 时 可 以 认为 判断 矩阵 具有 满意 的 一 致 性 ,和 否则 需要 对 判断 矩阵 进 
行 调整 。 
对 于 判断 矩阵 的 最 大 特征 根 和 相应 的 特征 向 量 , 可 利用 一 般 的 线性 代数 的 方法 进行 
计算 。 但 从 实用 的 角度 来 看 ,一 般 采 用 近似 方法 计算 。 主 要 有 方 根 法 和 和 积 法 。 
1. 方 根 法 


(1) 计算 书 ; ,其 中 


(i= 1,",n) (13. 31) 


(2) 将 书 ; 规范 化 ,得 到 rw 


站 (lB 


wi 即 特征 向 量 w 的 第 i 个 分 量 。 


C3 于 Niss 
后 ! 
人 和 2 i 
2. 和 积 法 
(1) 按 列 将 4 规范 化 ,有 
5; = aa/ Das 
(2) 计算 
wi = bi (i= 1,.,n) 
j=1 
(3) 将 包 ; 规范 化 ,得 到 rw 
= 
万; 
i=l 
zw 即 特征 向 量 w 的 第 i 个 分 量 。 
(4) 计算 Mmx 
4hmx 一 >) 局 
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(C13.33) 


(13..34) 
(13. 35) 


(13. 36) 


(13.:37) 


例 9 某 单位 拟 从 3 名 干部 中 选拔 1 人 担任 领导 职务 ,选拔 的 标准 有 政策 水 平 、 工 作 
作风 ,业务 知识 口才、 写作 能 力 和 健康 状况 。 把 这 6 个 标准 进行 成 对 比较 后 ,得 到 判断 矩 


阵 和 A 如下: 
健康 状况 | 1 L 4 1 1/2 
业务 知识 | 1 1 2 4 1 1/2 
写作 能 力 | 1 1/2 1 5 3 1/2 
0 ya 14 1/5 1 1/3 1/3 
政策 洲 平 | 生年 六 守 入 于 和 
工作 作风 2 2 2 3 1 1 


矩阵 4 表明 ,这 个 单位 选拔 干部 时 最 重视 工作 作风 ,而 最 不 重视 口才 。4 的 最 大 特 


征 值 为 6. 35, 相 应 的 特征 向 量 为 : 
B, = (0.16,0.19.0.19.0.05,0.12,0.30)T 


类 似 地 可 用 特征 向 量 法 去 求 3 个 干部 相对 于 上 述 6 个 标准 中 每 一 个 的 权 系数 。 


人 A、B.C 表示 3 个 干部 .假设 成 对 比较 的 结果 为 : 


健康 情况 业务 知识 写作 能 力 
外 ， 政 人 折 A BB © A B Cc 
A We 到 有 Fh 2 区 /5 六 fF 和 六 
Bl4 1 3 Bl4 1 1/2 Bl1/3 1 L | 
cl2 1/3 ' 人 人 2 1 cl3 1 ¥ 
口才 政策 水 平 工作 作风 
省。 .县 ” 二 和 共 、: 反 ' :时 ， 沦 
有 A[1 | 天 六 章 二 
也 | 将 | B| 1 | 演 Billi/7 1 5 
Cll Wr 1 C7 7 1 Cll/9 1/5 1 


由 此 可 求 得 各 属性 的 最 大 特征 值 ( 见 表 13-10) 和 相应 特征 向 量 , 按 列 组 成 矩阵 B;。 
表 13-10 各 属性 的 最 大 特征 值 


特征 值 健康 水 平 业务 知识 ”写作 能 力 口才 政策 水 平 工作 作风 


Amax 3.02 3.02 3. 56 3.05 3.00 3.21 


0.14 10 0.32 0.28 0.47 0.77 
0.63 0.33 0.22 0.65 0.47 0.17 
0.24 0.57 0.46 0.07 0.07 0.05 


A 
B33=B 
c 


全 


从 而 ,有 
W’ = BsB; = (0. 40.0. 34,0. 26)™ 
即 在 3 人 中 应 选拔 A 担任 领导 职务 。 


第 六 节 多 目标 决策 分 析 简 介 


一 、 多 目标 决策 问题 的 提出 


客观 世界 的 多 维 性 使 得 人 类 需求 具有 和 多重 性 ,从 而 导致 了 为 满足 这 些 需 求 所 进行 的 
社会 经 济 活动 的 多 准则 性 (多 目标 性 、 多 目的 性 )。 例 如 .在 经 济 管理 工作 中 ,往往 要 考虑 
“费用 “质量 "和 “利润 ”等 评价 准则 ,并 依据 这 些 准 则 建立 管理 工作 的 目标 ,如 “费用 最 少 ” 
“质量 最 好 ?和 "利润 最 大 ”等 。 如 果 客 观 环境 可 以 满足 所 有 的 目标 ,这 当然 是 理想 的 状态 。 
然而 这 种 "理想 状态 ”一般 说 来 是 不 可 能 达到 的 .或 者 说 人 类 社会 活动 的 多 重 目 标 之 间 一 
般 是 具有 冲突 性 的 ,经 常 是 一 个 目标 的 改进 会 导致 另 一 些 目标 的 下 降 。 正 是 由 于 这 种 多 
目标 间 的 冲突 性 , 才 使 得 人 们 去 认真 研究 科学 的 决策 理论 和 方法 。 从 这 个 意义 上 可 以 说 ， 
人 类 真正 的 决策 活动 正 是 为 解决 多 目标 间 的 冲突 性 所 进行 的 努力 。 下 面 是 几 个 多 目标 决 
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策 问题 的 例子 。 

例 10 企业 生产 不同 企业 的 经 济 活动 评价 指标 一 般 是 不 同 的 ,但 不 外 乎 经 济 、 技 
术 和 社会 效益 等 方面 的 指标 , 且 经 济 方面 的 指标 一 般 就 不 止 一 个 ,如 产值 利润 .成 本 、 资 
金利 用 等 方面 的 指标 都 是 生产 决策 时 经 常 要 兼顾 的 。 众 多 企业 管理 决策 人 员 的 长 期 实践 
表明 ,同时 兼顾 上 述 各 方面 的 指标 ,使 它们 同时 都 达到 最 优 一 般 是 很 难 实现 的 。 

例 11 国民 经 济 如 在 制订 国民 经 济 发 展 计 划 时 , 不 能 仅 把 国民 生产 总 值 或 生产 的 
发 展 速度 当成 一 个 国家 ,一 个 地 区 或 一 个 部 门 经 济 发 展 的 唯一 指标 ,而 应 同时 考虑 经 济 增 
长 ,物价 水 平 . 就 业 程度 和 国际 收 支 等 方面 的 因素 。 

例 12 商务 活动 中 的 多 准则 性 ”多 准则 性 (多 目标 性 ) 几 乎 发 生 在 商务 活动 的 每 一 
个 领域 ,这 样 的 例子 不 胜 枚 举 。 如 在 进行 熏 亏 分 析 时 ,不 能 只 集中 在 一 种 产品 上 , 某 一 产 
品 的 投入 和 产 出 只 是 企 业 整 个 投入 和 产 出 的 一 部 分 。 因 此 ,需要 用 多 产品 的 一 亏 分 析 来 
处 理 具 有 多 个 (一 般 是 相互 矛盾 的 ) 和 一 亏 平衡 点 的 决策 问题 。 

本 书 第 四 章 目标 规划 中 讨论 了 比较 简单 的 线性 多 目标 规划 的 建 模 和 求解 ,本 节 中 将 
讨论 更 一 般 的 多 目标 决策 的 模型 与 求解 。 


二 、 多 目标 规划 的 基本 概念 


多 目标 规划 是 多 目标 决策 的 重要 内 容 之 一 ,在 进行 多 目标 决策 时 , 当 和 希望 每 个 目标 都 
尽 可 能 的 大 (或 尽 可 能 的 小 ) 时 ,就 形成 了 一 个 多 目标 规划 问题 ,其 一 般 形式 为 : 


V= min[fi(xz) ,f(x)] 
vp) | (13. 38) 
gi(XT) 宇 0 (i = 1, ,m) 


其 中 有 1(x),…,fp(x) 为 目标 函数 ,gi(x) 宇 0,i 二 1,…,m 为 约束 条 件 ,z 为 决策 变量 。 记 
R= 二 {zx|gi(X) 宇 0,i1 王 1.…,m,XEE"), 称 R 为 问题 (VP) 的 可 行 解 集 ( 决 策 空间 ) ,F(R) 二 
{f(z)|zER) 为 问题 (VP) 的 像 集 (目标 空间 )。 

定义 1 设 T€ER, 若 对 任意 i 二 1,…,m 及 任意 +ER, 均 有 

GD es LC (13. 39) 
则 称 z 为 间 题 (VP) 的 绝对 最 优 解 , 记 问 题 (VP) 的 绝对 最 优 解 集 为 R3 。 

一 般 来 说 ,多 目标 规划 问题 (VP) 的 绝对 最 优 解 是 不 常见 的 , 当 绝 对 最 优 解 不 存在 时 ， 
需要 引入 新 的 “ 解 ”的 概念 。 多 目标 规划 中 最 常用 的 解 为 非 劣 解 或 有 效 解 ,也 称 为 Pareto 
最 优 解 。 

Pareto 最 优 是 一 个 经 济 学 上 的 概念 。 意 大 利 经 济 学 家 Pareto 提出 : 当 一 个 国家 的 
资源 和 产品 是 以 这 样 一 种 方式 配置 时 . 即 没有 一 种 重新 配置 ,能 够 在 不 使 一 个 其 他 人 的 生 
活 恶 化 的 情况 下 改善 任何 人 的 生活 , 则 可 以 说 处 于 Pareto 最 优 。 从 数学 上 来 看 , Pareto 
最 优 解 定义 见 定义 2。 
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定义 2 考虑 多 目标 规划 问题 (VP) , 设 iER, 若 不 存在 TER, 使 得 
fi Cfz) GG=1,.…,p) 
且 至 少 有 一 个 
a (13. 40) 

则 称 z 为 问题 (VP) 的 有 效 解 (或 Pareto 最 优 解 ), A(z) 为 有 效 点 。 分 别 记 问 题 (VP) 的 有 
效 解 集 和 有 效 点 集 为 Ri? 和 下。 。 

不 难看 出 ,车 +E Ri , 即 找 不 到 可 行 解 x, 使 得 f(x),… ,f(z) 中 的 每 一 个 值 都 比 x 
相应 的 目标 值 f1(z),… ,f(z) 要 坏 , 且 至 少 在 一 个 目标 上 ,x 比 z 要 好 。 

为 求 多 目标 规划 问题 (VP) 的 有 效 解 , 常 需要 求解 如 下 形式 的 加 权 问 题 PG): 


p 
min DAfi(x) 
j=l 


五 全 量 


PO) (13. 41) 


其 中 
A€At= (Aa€ ElN>0,>M,=1) (13. 42) 
加 权 问 题 P(X) 的 最 优 解 和 问题 (VP) 的 有 效 解 具有 以 下 关系 : 
定理 1 设 z 为 问题 P(X) 的 最 优 解 。 若 下 面 两 个 条 件 之 一 成 立 , 则 TER。 。 
DN>0,j=1,..,p; 
2) 是 POQ) 的 唯一 解 。 
定理 2 设 有 (7) f(z) 为 是 函数 ,g1(7x),… ,gm(X) 为 巾 函 数 。 若 为 问题 (VP) 
的 有 效 解 , 则 存在 MEA+ .使 得 是 问题 P(X) 的 最 优 解 。 
上 述 两 个 定理 的 重要 意义 在 于 提供 了 一 种 用 数值 优化 的 方法 求 多 目标 规划 有 效 解 的 
2 
三 、 权 系数 的 确定 
在 多 目标 决策 问题 中 .一 般 可 用 每 个 目标 的 权 系数 来 反映 各 目标 间 的 相对 重要 性 , 越 
重要 的 目标 ,相应 的 权 系数 就 越 大 。 在 许多 具体 问题 中 :决策 的 基本 问题 实际 上 可 归结 为 


权 系 数 的 确定 问题 。 例 如 ,不妨 假设 决策 者 是 根据 综合 效用 ( 即 效用 函数 ) 最 大 来 进行 决 
策 , 而 且 假定 决策 者 的 效用 函数 具有 可 加 性 , 即 


过 


Pp 
(2a) = SAF) C18,.48) 
i=1 
其 中 , 方 为 每 个 属性 的 效用 函数 ,是 可 测算 出 来 的 。 因 此 ,如 果 能 确定 效用 函数 u(x) 中 


的 权 和 系数,… ,Xs: 则 令 u(xz) 一 max, 即 可 求 出 决策 者 最 满意 的 方案 。 
那么 ,如 何 确定 权 系 数 呢 ? 从 权 系 数 本 身 来 看 .具有 两 重 性 。 一 方面 , 它 应 从 客观 的 角 


度 反映 每 个 评价 指标 的 相对 重要 性 ; 另 一 方面 , 它 又 应 反映 决策 者 对 各 类 评价 指标 主观 
上 的 相对 偏好 程度 。 因 此 .确定 权 系数 的 方法 也 大 致 可 分 为 两 类 : 一 类 是 非 交 互 式 的 , 另 
一 类 是 交互 式 的 。 所 谓 非 交互 式 方法 ,一 般 是 在 决策 前 通过 分 析 人 员 和 决策 者 进行 协商 
对 话 , 给 出 一 个 权 系数 的 分 布 ,然后 , 据 此 进行 决策 。 而 交互 式 方法 一 般 并 不 要 求 在 决策 
前 给 出 权 系数 ,而 是 在 决策 过 程 中 ,通过 分 析 者 与 决策 者 的 不 断 对 话 ,最 终 确 定 决策 者 最 
为 满意 的 方案 ,同时 也 就 自然 确定 了 最 优 的 权 系数 。 因 此 ,这 后 一 类 方法 实际 上 就 是 一 类 
交互 式 多 目标 决策 方法 本 身 。 下 面 ,介绍 几 种 比较 简单 实用 的 在 决策 前 确定 权 系数 的 
方法 。 

1. 专家 法 

所 谓 专 家 法 ,就 是 邀请 一 批 有 经 验 的 专家 ,请 他 们 对 权 系数 的 取 值 发 表意 见 。 为 了 让 
他 们 能 独立 地 发 表意 见 ,一 般 是 将 事先 准备 好 的 调查 表 送 给 他 们 ,让 他 们 分 别 填写 ,然后 
将 专家 们 的 意见 汇总 如 表 13-11 的 形式 。 


表 13-11 
属 性 
专 家 Xi A N 
ba 2 » 
1 Au A A 
六 ha haz Ma 
K Ara xz Am 


表 13-11 中 的 表示 第 :个 专家 对 第 7 个 目标 给 出 的 权 系数 。 在 得 到 了 专家 们 的 意 
见 后 ,算出 每 个 目标 的 权 系数 的 平均 值 4;: 


K 
b= WK = lam) (13. 44) 
各 


并 算出 每 个 专家 的 意见 与 4 的 偏差 Ay : 
As=|i—%| G=1,%,n) (13. 45) 

确定 权 系数 的 下 一 步 是 开会 进行 讨论 。 首 先 让 那些 有 最 大 偏差 的 专家 发 表意 见 , 通 
过 充分 讨论 以 达到 对 各 目标 重要 性 比较 一 致 的 认识 。 专 家 法 是 目前 国际 上 在 进行 决策 分 
析 时 经 常用 的 一 种 简单 有 效 的 方法 ,具有 一 定 的 科学 合理 性 。 

2. 特征 向 量 法 

这 种 方法 是 把 问题 的 目标 (个) 根据 重要 性 进行 比较 .这 种 比较 可 以 由 决策 者 来 进 
行 ,也 可 像 专家 法 那样 由 专家 们 来 进行 ,但 都 是 要 对 所 有 目标 进行 两 两 比较 。 将 第 i 个 目 
标 对 第 7 个 目标 的 相对 重要 性 的 估计 值 记 成 a; ,并 认为 


矶 人 (13. 46) 
人 
其 中 ,4: 和 4j; 为 目标 y% 和 > 的 权 系数 。 经 过 全 部 比较 后 ,可 得 到 一 个 矩阵 ; 
ay al … am MA Ai/Az … A/An 
da dz2 ad2n Mz/A1 Az/Az … Az/An 
A=|” "~ (13. 47) 
dam dn ?am Ma/Ai Aa/As “ As/An 
且 有 3 二 1/ax 和 as 二 aixaw， 及 aas 二 1。 由 式 (13.47) 可 知 
MA Ai … AM (A 人 1 
AMz/M Az/Az … hz/Mn | [Az2 A2 
4A 一 2 (13. 48) 
Ma/AM Mn/Az An/And An A 


即 AXA = 二 nA 。 根 据 正 矩 阵 的 有 关 理论 , 当 判 定 矩 阵 4 具有 a5 二 1/ax 和 awaw 王 as 的 性 质 
时 ,其 最 大 特征 值 wx 一 2 而 一 般 有 Ms 二 2z。 但 当 A4 的 元 素 有 微小 摄 动 时 ( 即 判 断 上 可 
能 出 现 不 一 致 情形 时 ) , 仍 可 先 求 出 Xmx, 然 后 根据 式 (13. 26) 计 算 一 致 性 指标 CI。 一 般 
地 ,只 要 CI<0.1, 就 可 认为 判断 和 矩阵 A 是 满意 的 。 从 而 可 由 
4A = Amx A (13. 49) 

确定 参考 的 权 系 数 A 。 实 际 上 ,也 可 由 式 (13. 31) , 式 (13. 32) 和 式 (13. 33) 近 似 计算 出 权 
系数 。 

采用 特征 向 量 法 需要 首先 确定 判断 矩阵 4,4 中 的 元 素 a; 是 第 i 个 目标 对 第 j 个 目 
标的 相对 重要 性 的 估计 值 ,可 由 决策 者 或 专家 给 出 。 一 般 , 可 按照 层次 分 析 法 ( 表 13-9) 中 
的 描述 将 uj 的 值 规定 为 由 1 到 9 的 整数 值 。 


、 有 限 方案 多 目标 决策 方法 


从 数学 模型 上 看 ,有 限 方案 的 多 目标 决策 问题 是 一 类 较为 简单 ,特殊 的 问题 。 而 从 实 
际 应 用 上 看 ,这 类 问题 显然 具有 重要 的 意义 。 这 类 问题 的 特点 是 : 可 行 方案 只 有 有 限 个 ， 
评价 准则 (或 目标 ) 多 于 一 个 。 

1. 决策 矩阵 及 其 规范 化 

对 有 限 方案 的 多 目标 决策 问题 ,可 以 把 不 同方 案 相 对 于 不 同属 性 (准则 ) 的 结果 用 一 
个 矩阵 来 表示 ,这 个 矩阵 称 为 决策 矩阵 。 

设 X 一 {Xi,…,Xo。)} 为 多 目标 决策 问题 的 可 行 方案 集 , 了 = {yi,…，y。} 为 属性 集 , 每 
个 方案 X; 关于 属性 w 的 结果 记 为 

y= fs) GE 一 1 了 一 1 (13. 50) 
于 是 可 得 决策 矩阵 ,如 表 13-12 所 示 。 


属 性 
方 ” 案 
ya yz > 
X1 yn Viz yy 
Xs: ya ya22 ya 
Xn Yml Ym2 ym 


这 个 矩阵 为 各 种 有 限 方案 的 多 目标 决策 分 析 方 法 提供 了 最 基本 的 信息 。 

由 于 实际 问题 中 各 种 属性 值 的 背景 和 量 纲 往往 是 不 一 致 的 ,因而 不 易 进行 方案 间 的 
比较 。 所 以 ,需要 将 各 属性 值 规范 化 ,例如 限制 在 [0.1] 内 。 规 范 化 的 方法 有 很 多 ,可 根据 
具体 情况 选择 不 同 的 方法 。 常 用 的 方法 有 以 下 几 种 : 

(1) 向 量规 范 化 , 令 


zi = — (13. 51) 
(5) 
i=-l 
(2) 线性 变换 , 设 > 六 一 maxyi ,例如 ,如 果 希 望 y; 越 大 越 好 , 则 令 
zy 二 C352) 
My 
如 果 和 希望 w 越 小 越 好 , 则 令 
1 一 1 一 -22 5 
0 
(3) 其 他 变换 
一 (13. 54) 
i 
或 
2 = (13. 55) 
Vr 


上 述 各 种 变换 的 基本 目的 都 在 于 使 各 属性 值 规范 化 ,从 而 可 进行 数值 上 的 相互 比较 。 

2. 简单 线性 加 权 法 

这 是 一 种 形式 上 最 简单 的 方法 ,不 仅 适 用 于 有 限 方案 ,而 且 也 适用 于 无 限 方案 及 连续 
情况 下 的 多 目标 决策 问题 。 其 基本 内 容 是 : 设 R 为 可 行 方 案 集 ( 有 限 或 无 限 ) ,uj(，) 为 
第 j 个 目标 (或 属性 ) 的 效用 值 .A .…* .4 为 反映 各 目标 间 相 对 重要 性 的 权 系数 。 然 后 , 通 
过 求解 问题 : 


max v 一 Da Cr) C18056) 
We i=!1 
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选择 使 综合 效用 值 “ 最 大 的 方案 作为 最 优 方 案 。 

不 难看 出 ,简单 线性 加 权 法 的 依据 是 多 属性 效用 函数 理论 。 因 此 ,如 果 能 够 正确 测算 
出 有 关 单 属性 效用 函数 wj(。), 并 恰当 地 估计 出 反映 决策 者 主观 偏好 的 权 系 数 和 1 ，… hv， 
则 在 一 定 的 独立 性 条 件 假设 下 ,根据 式 (13. 56) 选 择 最 优 方 案 就 是 合理 的 。 然 而 ,问题 也 
正在 于 独立 性 条 件 不 是 经 常 满足 的 ,而 且 更 重要 的 是 .很 难 恰当 地 找到 所 需 的 权 系数 。 这 
些 问 题 使 简单 线性 加 权 法 在 应 用 时 具有 一 定 的 困难 和 局 限 性 。 

例 13 某 人 拟 购买 一 套 住房 ,有 四 处 地 点 (方案 ) 可 供 选择 ,有 关 信息 如 表 13-13 
所 示 。 


表 13-13 
价格 使 用 面积 “| 距 工 作 地 点 距离 设备 环境 
方案 (地 点 ) 一 

和 1/ 万 元 y2 /mm ya/km ys ys 
Xi 150 100 10 7 
X2 125 80 8 3 5 
Xs 90 50 20 5 11 
X4 110 70 4 5 9 


这 是 一 个 具有 5 个 目标 的 决策 问题 ,其 中 : 使 用 面积 .设备 和 环境 为 效益 型 目标 , 越 
大 越 好 ; 价格 . 距 工作 地 点 距离 为 成 本 型 目标 . 越 小 越 好 。 不 难看 出 ,所 给 的 四 个 方案 都 
是 有 效 的 ( 非 劣 的 ) ,下 面 用 简单 线性 加 权 法 求解 此 问题 。 
首先 求 权 系数 , 设 决 策 人 对 各 属性 作成 对 比较 后 的 判断 矩阵 为 
价格 人 /3 2 24 到 6 
面积 |3 1 i A 
A 二 距离 |2 1/2 1 1/2 1/2 (es 
设备 |4 1 2 1 
环境 5 2 2 
注意 到 这 个 矩阵 中 的 元 素 满足 a; 二 1/ai 但 并 不 总 满足 aaax 二 as。 采 用 特征 向 量 法 ,用 
第 五 节 介 绍 的 层次 分 析 法 时 介绍 的 方 根 法 ,由 此 得 到 的 权 系 数 为 A 一 (0. 059 8,0. 194 2， 
0.118 1,0.236 3,0. 391 6)", 青 分 别 根据 式 (13. 54) 和 式 (13. 55) 把 表 13-13 中 的 数据 规 
范 化 ,得 到 : 


0 1.000 0.833 1.000 0.333 
0.417 0.600 1.000 0 0 
六 = (13. 58) 
1.000 0 0 0.500 1.000 
0.500 0.667 


0.667 0.400 0.667 


然后 计算 出 每 个 方案 X; 的 综合 效用 (Xi) 二 > Wi ,得 到 
Ee 


u(X1) = 0.6593, u(Xz) 一 0.2596， 
u(Xs) = 0.5696, ul(X1) 一 0.5757。 
此 ,根据 简单 线性 加 权 法 ,第 1 个 方案 X! 为 最 优 。 


即 练 即 测 


习 题 


13.1 某 企 业 准 备 生 产 甲乙 两 种 产品 ,根据 对 市 场 需求 的 调查 ,可 知 不 同 需 求 状态 
出 现 的 概率 及 相应 的 获 利 ( 单 位 : 万 元 ) 情 况 ,如 表 13-14 所 示 。 试 根据 期 望 值 最 大 原则 
进行 决策 分 析 , 并 进行 灵敏 度 分 析 和 算出 转折 概率 。 


表 13-14 
高 需求 量 低 需 求 量 
方 案 
力 一 0.7 p:=0.3 
甲 产品 4 
乙 产 品 多 2 


13.2 根据 以 往 的 资料 ,一 家 面包 店 每 天 所 需 面 包 数 (当天 市 场 需求 量 ) 可 能 是 下 列 
当中 的 某 一 个 : 100,150,200,250,300, 但 其 概率 分 布 不 知道 。 如 果 一 个 面包 当天 没有 卖 掉 ， 
则 可 在 当天 结束 时 以 每 个 0. 15 元 处 理 掉 。 新 鲜 面 包 每 个 售 价 为 0. 49 元 ,成 本 为 0.25 元 ， 
贱 设 进货 量 限 制 在 需求 量 中 的 某 一 个 ,要 求 : 

(1) 做 出 面包 进货 问题 的 决策 矩阵 ; 

(2) 分 别 用 处 理 不 确定 性 决策 问题 的 不 同 准则 确定 最 优 进货 量 。 

13.3 在 一 台 机 器 上 加 工 制造 一 批零 件 , 共 10 000 个 。 如 加 工 完 后 逐个 进行 修整 ， 
则 可 全 部 合格 ,但 需 修 整 费 300 元 。 如 不 进行 修整 ,根据 以 往 资料 ,次 品 率 情况 见 表 13-15。 
一 旦 装配 中 发 现 次 品 时 ,每 个 零件 的 返修 费 为 0. 50 元 。 要 求 : 

(1) 分 别 根据 期 望 值 和 期 望 后 悔 值 决定 这 批零 件 是 否 需 要 修整 ; 

(2) 为 了 获得 这 批零 件 中 次 品 率 的 正确 资料 .在 刚 加 工 完 的 一 批零 件 中 随机 抽取 了 
130 个 样品 ,发 现 其 中 有 9 个 次 品 。 试 计算 后 验 概率 ,并 根据 后 验 概率 重新 用 期 望 值 和 期 
望 后 悔 值 进行 决策 。 


表 13-15 
次 品 率 (S) 0. 02 0.04 0.06 0.08 0.10 
概率 P(S) 0.20 0.40 0.25 0.10 0.05 


13.4 某 食 品 公 司 考虑 是 否 参 加 为 某 运 动 会 服务 的 投标 ,以 取得 饮料 或 面包 两 者 之 
一 的 供应 特许 权 。 两 者 中 任何 一 项 投标 被 接受 的 概率 为 40%。 公 司 的 获 利 情况 取决 于 
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天 气 , 若 获得 的 是 饮料 供应 特许 权 , 则 当 晴 天 时 可 获 利 2 000 元 ,雨天 时 要 损失 2 000 元 。 
车 获得 的 是 面包 供应 特许 权 , 则 不 论 天 气 如 何 ,都 可 获 利 1 000 元 。 已 知 天 气 晴好 的 可 能 
性 为 70%。 问 : (1) 公 司 是 否 可 参加 投标 ? 若 参加 ,应 为 哪 一 项 投标 ? (2) 若 再 假定 当 饮 
料 投标 未 中 时 ,公司 可 选择 供应 冷饮 或 咖啡 。 如 果 供 应 冷饮 , 则 晴天 时 可 获 利 2 000 元 ， 
雨天 时 损失 2 000 元 ; 如 果 供 应 咖啡 , 则 雨天 可 获 利 2 000 元 ,晴天 可 获 利 1 000 元。 公 
司 是 否 应 参加 投标 ?应 为 哪 一 项 投标 ? 若 当 投标 不 中 后 ,应 采取 什么 决策 ? 

13.5 某 石 油 公 司 考虑 在 某 地 钻井 ,结果 可 能 出 现 3 种 情况 : 无 油 (S1)、 油 少 (S)、 
油 多 (S;)。 公 司 估计 ,3 种 状态 出 现 的 可 能 性 是 : P(S,) 王 0. 5,P(S:) 一 0. 3,P(S:) 一 
0.2。 已 知 钻井 的 费用 为 7 万 元 。 如 果 油 少 ,可 收入 12 万 元 ; 如 果 油 多 ,可 收入 27 万 元 。 
为 进一步 了 解 地 质 构造 情况 ,可 先进 行 勘探 。 勘 探 的 结果 可 能 是 : 构造 较 差 (11) 构造 一 
般 (T) 、 构 造 较 好 (Ts)。 根 据 过 去 的 经 验 , 地 质 构造 与 出 油 的 关系 见 表 13-16 。 


表 13-16 
PGD1S) 构造 较 差 人 Ph ) 构造 一 般 (T:) 构造 较 好 (Ta ) 
无 油 (S1) 0.6 0.3 0.1 
油 少 (S;) 0.3 0.4 G3 
油 多 (S;) | 0.4 0.5 


假定 勘探 费用 为 1 万 元 , 求 : 

(1) 应 先进 行 勘探 ,还 是 不 进行 勘探 直接 钻井 ? 

(2) 如 何 根据 勘探 的 结果 决策 是 否 钻井 ? 

13.6 ”有 一 投资 者 .面临 一 个 带 有 风险 的 投资 问题 。 在 可 供 选择 的 投资 方案 中 ,可 
能 出 现 的 最 大 收益 为 20 万 元 ,可 能 出 现 的 最 少 收益 为 一 10 万 元 。 为 了 确定 该 投资 者 在 
某 次 决策 问题 上 的 效用 函数 ,对 投资 者 进行 了 以 下 一 系列 询问 , 现 将 询问 结果 归纳 如 下 : 

(1) 投资 者 认为 “以 50% 的 机 会 得 20 万 元 ,50% 的 机 会 失去 10 万 元 ”" 和 “ 稳 获 0 元” 
二 者 对 他 来 说 没有 差别 ; 

(2) 投资 者 认为 “以 50% 的 机 会 得 20 万 元 ,50% 的 机 会 得 0 元 ”和 “ 稳 获 8 万 元 ”二 
对 他 来 说 没有 差别 ; 

(3) 投资 者 认为 “以 50% 的 机 会 得 0 元 ,50% 的 机 会 失去 10 万 元 "和 “肯定 失去 6 万 
元 ?二 者 对 他 来 说 没有 差别 。 

要 求 : 

(1) 根据 上 述 询问 结果 ,计算 该 投资 者 关于 20 万 元 、8 万 元 .0 元 、 一 6 万 元 和 一 10 万 
元 的 效用 值 ; 

(2) 画 出 该 投资 者 的 效用 曲线 .并 说 明 该 投资 者 是 回避 风险 还 是 追逐 风险 的 。 

13.7 张 老 师 欲 购 一 套 住房 ,经 调查 初步 选 定 A、B、C 三 处 作为 备 选 方案 . 表 13-17 
给 出 这 三 处 住房 各 属性 指标 值 及 权重 。 
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表 13-17 

方案 价格 /万 元 离 单位 路 程 /km 对 口中 小 学 环 境 

A 70 10 名 校 (9) 较 好 (7) 

B 56 6 好 (9) 

48 3 较 差 (3) 

权重 0.4 村 15 0;3 0.15 
要 求 : 


(1) 先 对 表 中 数据 按 本 章 公式 式 (13. 54) 和 式 (13. 55) 进 行规 范 化 处 理 ; 


(2) 用 简单 线性 加 权 法 选 定理 想 方 案 。 


HAPTER 14 


第 十 四 章 
运筹 学 中 的 启发 式 方法 


第 一 节 ”启发 式 方法 的 概念 


一 、 启 发 式 方法 的 提出 


本 书 前 面 各 章 讨 论 了 一 些 常用 的 优化 模型 ,研究 了 相应 的 求解 算法 ,运用 这 些 模型 和 
算法 能 有 效 地 解决 很 多 实际 问题 ,得 出 问题 的 最 优 解 。 但 这 些 标准 的 模型 和 算法 在 应 用 
上 常 受 到 很 大 局 限 ,它们 主要 适用 于 解决 具有 良性 结构 的 问题 , 即 问题 的 结构 比较 清晰 ， 
所 含 各 元 素 之 间 的 关系 明确 ,边界 清楚 ,容易 为 人 们 所 认识 ,能 够 比较 方便 地 通过 建 模 和 
使 用 一 定 的 算法 求 得 解决 。 

良性 结构 问题 具有 以 下 特征 : 

(1) 能 建立 起 反映 该 问题 性 质 的 一 种 “可 接受 "模型 ,与 问题 有 关 的 主要 信息 可 纳入 
模型 之 中 ; 

(2) 模型 所 需要 的 数据 能 够 获取 ; 

(3) 有 判定 解 的 可 行 性 和 最 优 性 (或 满意 性 ?的 明确 准则 ; 

(4) 模型 可 解 ,能 拟订 出 求解 模型 的 程序 性 步骤 ,而 且 得 出 的 解 能 反映 解决 问题 的 可 
行 方案 ; 

(5) 求解 工作 所 需 的 计算 量 不 过 大 .所 需 费 用 不 过 多 。 

很 多 实际 问题 不 具有 良性 结构 , 当 套 用 传统 的 运筹 学 方法 去 处 理 时 .就 难以 得 到 满意 
的 效果 。 这 时 ,与 其 偏离 事实 .忽略 或 修正 某 些 重 要 的 条 件 ,勉强 使 用 某 种 标准 模型 而 使 
问题 得 到 简化 以 易于 求解 ,还 不 如 保持 问题 的 本 来 面目 ,建立 基本 符合 问题 实际 情况 的 非 
标准 模型 。 前 者 虽 可 用 已 有 的 标准 算法 求解 :但 由 于 问题 的 模型 失真 ,得 到 的 解 通常 难以 
付 诸 实施 ; 后 者 由 于 模型 涉及 因素 多 .结构 复杂 :而 与 传统 的 标准 模型 相去 甚 远 , 难 以 套 
用 已 有 的 标准 算法 。 在 后 面 这 种 情况 下 ,为 得 到 可 用 的 近似 解 ,分 析 人 员 必 须 运用 自己 的 
感知 和 洞察 力 , 从 与 其 有 关 而 较 基本 的 模型 及 算法 中 寻求 其 中 的 联系 ,从 中 得 到 启发 ,去 
发 现 和 构想 可 用 于 解决 该 问题 的 思路 和 途径 ,人 们 称 这 种 方法 为 启发 式 方法 ,用 这 种 方法 
建立 的 算法 为 启发 式 算法 (heuristic algorithm)。 
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二 、 启 发 式 方法 的 特点 


由 上 可 知 ,启发 式 方法 是 寻求 解决 问题 的 一 种 适宜 方法 和 策略 ; 当然 , 它 也 可 以 是 面 
向 某 种 具体 问题 的 一 种 求解 手段 。 启 发 式 方法 建立 在 经 验 .比较 和 判断 的 基础 上 ,体现 了 
人 的 主观 能 动作 用 和 创造 力 。 

用 启发 式 方法 解决 问题 时 强调 "满意 ” ,常常 是 得 到 "满意 解 ", 决 策 者 就 认为 可 以 了 ， 
而 不 去 苛求 最 优 性 和 探求 最 优 解 。 之 所 以 如 此 ,其 原因 主要 是 : 

(1) 有 很 多 问题 不 存在 严格 意义 下 的 最 优 解 (例如 目标 之 间 相 互 矛 盾 的 多 目标 决策 
问题 一般 的 多 属性 评价 问题 . 群 决策 问题 等 ), 这 时 ,对 目标 和 属性 的 满意 性 已 能 足够 准 
确 地 描述 人 们 的 意愿 和 选择 行为 ; 

(2) 对 有 些 问题 ,要 得 到 最 优 解 需 花费 过 大 的 代价 , 既 难 以 做 到 ,也 不 合算 ; 

(3) 从 决策 的 实际 需要 出 发 .有 时 不 必要 求解 具有 过 高 的 精度 。 

假定 为 解决 某 类 问题 设计 了 一 个 算法 , 它 能 用 于 求解 所 有 这 类 问题 ,而 且 获 得 最 优 
(或 满意 ) 解 的 计算 工作 量 可 表示 为 这 类 问题 “大 小 ”的 多 项 式 函 数 ,就 称 这 个 算法 是 确定 
型 的 多 项 式 算法 ,简称 为 多 项 式 算法 或 有 效 算法 。 很 多 “组 合 优化 "问题 (如 设施 定位 问 
题 , 货 郎 担 问题 ,多 个 工件 在 多 台 设 备 上 的 加 工 排 序 问 题 等 ) 不 存在 多 项 式 算法 ,欲求 其 最 
优 解 需要 花费 巨大 的 代价 。 

用 启发 式 方法 解决 问题 是 通过 迭代 过 程 实现 的 ,因而 需 拟订 出 一 套 科学 的 解 的 搜索 
规则 。 为 能 得 到 满意 的 解 .在 整个 迭代 过 程 中 要 不 断 吸收 出 现 的 新 信息 .考察 采用 的 求解 
策略 ,必要 时 改变 原来 拟订 的 不 合适 的 策略 ,建立 新 的 搜索 规则 ,注意 从 失败 中 吸取 教训 ， 
并 逐步 缩小 搜索 范围 。 

启发 式 方法 有 下 述 优点 : 

(1) 计算 步骤 简单 ,易于 实施 ; 

(2) 不 需要 高 深 和 复杂 的 理论 知识 ,因而 可 由 未 经 高 级 训练 的 人 员 实 现 ; 

(3) 与 应 用 优化 方法 相 比 ,可 以 减少 大 量 的 计算 工作 量 , 从 而 显著 节约 开支 和 节省 
时 间 ; 

(4) 易于 将 定量 分 析 与 定性 分 析 相 结合 。 

启发 式 方法 在 解决 工农 业 、 商 业 、 社 会 ,管理 工程 等 方面 的 很 多 复杂 实际 问题 时 常 具 
有 重要 的 作用 。 


三 、 启 发 式 方法 的 策略 


用 启发 式 方法 解决 问题 时 ,首先 应 认真 归纳 问题 的 条 件 和 正确 确定 问题 的 目标 和 要 
解决 的 关键 问题 ,建立 能 恰当 反映 问题 性 质 、 条 件 、 要 求 .结构 和 目标 的 模型 ,防止 问题 扭 
和 表述 失真 。 其 次 还 要 采用 一 定 的 策略 ,以便 得 出 理想 的 结果 。 下 面 举 出 几 种 常用 的 策 
略 , 在 使 用 时 可 根据 问题 的 性 质 和 要 求 选 用 其 中 之 一 ,或 将 几 个 策略 结合 起 来 综合 运用 。 


1. 逐步 构 解 策略 

一 般 来 说 ,实际 中 面临 的 问题 都 是 多 维 问题 , 它 的 解 是 由 多 个 分 量 组 成 的 。 当 使 用 该 
策略 时 ,应 建立 某 种 规则 ,求解 时 按 一 定 次 序 每 次 确定 解 的 一 个 分 量 ,逐步 进行 ,直至 得 到 
一 个 完整 的 解 为 止 。 

2. 分 解 合成 策略 

在 解决 一 个 复杂 的 大 问题 时 ,可 首先 将 其 分 解 为 若干 个 小 的 子 问 题 (分解 方 法 视 问 题 
而 定 ) ,再 选用 合适 的 方法 (包括 优化 方法 .启发 式 方法 、 模 拟 方法 等 ) 按 一 定 顺序 求解 每 个 
子 问 题 ,根据 子 问题 之 间 以 及 各 子 问题 与 总 问题 之 间 的 关系 (例如 递 阶 关系 .包含 关系 、 平 
行 关系 等 ) ,将 子 问 题 的 解 作为 下 一 阶 子 问题 的 输入 ,或 在 某 种 相 容 原则 下 进行 综合 ,最 后 
得 出 合乎 总 问题 要 求 的 解 。 

3. 改进 策略 

在 运用 这 一 策略 时 ,首先 从 问题 的 一 个 解决 方案 或 初始 解 (初始 解 不 一 定 要 求 为 可 行 
解 ) 出 发 ,然后 对 方案 或 解 的 质量 (包括 其 可 行 性 .可 接受 程度 .目标 函数 值 的 优 劣 ,对 环境 
的 适应 性 、 可 靠 性 等 ) 进 行 评价 ,并 采用 某 种 启发 式 方法 设计 改进 规则 ,对 解决 方案 或 初始 
解 进行 改进 ,直至 满意 为 止 。 

4. 搜索 学 习 策 略 

本 策略 包括 确定 搜索 方向 ,拟订 搜索 方法 ,建立 发 现 和 收集 在 搜索 过 程 中 出 现 的 新 信 
息 的 机 制 ,并 根据 对 新 信息 的 分 析 结 果 , 重 新 确认 或 改变 原来 的 搜索 方向 和 搜索 方法 , 修 
正 搜索 参数 ,消去 不 必要 的 搜索 范围 。 其 目的 在 于 提高 搜索 效率 ,加 快 搜索 速度 ,尽快 获 
得 合乎 要 求 的 解决 方案 (问题 的 解 ) 。 
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下 面 结合 例子 说 明 如 何 使 用 启发 式 方法 解决 实际 问题 。 
一 、 多 个 工件 在 设备 上 加 工 的 排序 问题 


nn 个 工件 在 m 台 设备 上 加 工 的 最 优 顺序 问题 ,目前 尚 无 多 项 式 算 法 。 为 便于 说 明 如 
何 用 启发 式 方法 解决 这 种 问题 ,此 处 仅 考虑 两 台 设 备 A 和 B. 研 究 在 这 两 台 设 备 上 顺序 
加 工 n 个 工件 (工件 j 二 1,2.…,n) 时 ,应 如 何 排列 这 些 工件 的 顺序 ,才能 使 总 加 工时 间 
(从 在 A 上 开始 加 工 第 一 个 工件 起 到 在 B 上 加 工 完 最 后 一 个 工件 止 ) 尽 可 能 短 。 此 处 要 
求 每 个 工件 都 先 在 A 上 加 工 , 然 后 再 在 B 上 加 工 。 

如 果 在 A 上 加 工 各 工件 的 顺序 与 在 B 上 加 工 的 顺序 不 同 ,这 就 要 增加 等 待 时 间 , 从 
而 使 总 加 工时 间 延 长 ,因此 ,在 研究 该 问题 时 对 这 种 情况 可 不 也 考虑 。 即 使 如 此 ,本 问题 
可 能 的 排序 方案 仍 有 n! 个 之 多 . 随 着 工件 数 的 增多 .其 计算 工作 量 增加 很 快 。 下 面 寻 
求 用 启发 式 方法 的 解决 途径 。 
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例 1 表 14-1 中 列 出 了 6 个 工件 分 别 在 设备 A 和 设备 B 上 的 加 工时 间 Aj(min) 和 
BCmin) ,所 有 工件 都 先 在 A 上 加 工 , 再 在 B 上 加 工 。 要 求 确定 使 总 加 工时 间 最 短 的 工件 
加 工 顺序 。 


表 14-1 
加 
工时 间 6 
设 备 
A 90 
B 40 


为 得 出 这 一 类 问题 的 启发 式 算法 ,下 面 运用 逐步 构 解 策略 。 首 先 考 虑 工件 1 和 工件 2， 
其 可 能 的 排序 方案 共有 两 个 : 1 一 2 和 2 一 1( 见 图 14-1)。 在 本 例 中 由 于 B, 一 B:,A, 一 A: , 故 
将 工件 1 排 在 前 面 进行 加 工 所 需 的 总 加 工时 间 较 少 。 现 再 看 工件 2 和 工件 3, 由 于 
As 二 As ,Bs 一 B,, 故 将 工件 3 排 在 工件 2 的 后 面 加 工 所 需 的 总 加 工时 间 较 少 ( 参 看 图 14-2) 。 


工件 加 工 | 设 时 间 /min 
DT 
|_ 的 髓 序 备 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 


工件 加 工 设 时 间 /min 
的 顺序 | 备 20 40 60 80 10 120 140 160 1802 


图 14-2 
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虽然 上 面 只 分 别 比 较 了 两 个 工件 的 不 同 加 工 顺序 , 且 依 据 的 是 一 些 特定 情况 ,但 可 由 
此 得 到 启发 ,将 其 推广 应 用 到 个 工件 在 两 台 设 备 上 的 一 般 加 工 顺 序 问题 ,并 制定 出 有 关 
的 启发 式 规则 。 

多 工件 在 两 台 设备 上 加 工 排序 的 启发 式 迭 代步 又 如 下 : 

(1) 令 i=1,k=0; 

(2) 找 出 最 小 加 工时 间 : 

t; = min {Ai,As,*…,A,,B,B:,.…,B,} (14.1) 

(3) 车 4 二 Aj, 则 将 工件 j 安排 为 第 i 个 加 工 工件 ,并 置 i: 一 ;十 1; 车 4 二 Bj, 则 把 工 
件 7 安排 为 第 (2 一刀 个 加 工 工 件 , 并 置 A: 一 A 十 1; 

(4) 将 A 和 B; 从 式 (14.1) 表 示 的 工件 加 工时 间 表 中 删 去 , 即 不 再 考虑 已 排 好 加 工 
顺序 的 工件 j; 

(5) 返回 步骤 (2) ,直至 式 (14. 1) 中 的 工件 加 工时 间 表 变 成 空 集 。 

现 用 上 述 迭 代步 又 求解 例 1 。 

在 本 例 中 n==6。 开 始 迭 代 时 i 二 1.k 二 0。 由 式 (14. 1) ,4, 二 20 二 A4, 故 将 工件 4 排 为 
第 1, 删 去 A, 和 B4 ,并 置 i=1 十 1=2。 此 时 ,=30==Al= 二 Bs, 将 工件 1 排 为 第 2, 工 件 5 
排 为 第 6(n 一 k= 二 6 一 0 二 6), 删 去 Ai,Bi,As 和 Bs, 置 i=2 十 1 二 3,k 二 0 十 1 二 1。 如 此 继 
续 , 可 得 所 有 6 个 工件 的 加 工 顺序 为 : 

4 一 1 一 2 一 3 一 6 一 5 


本 例 的 总 加 工时 间 等 于 370min, 具 体 情 况 参 见 图 14-3。 


时 间 /min 


| a 


150 180 210 240 270 300 


| ^ 


需要 指出 ,对 在 两 台 设备 上 加 工 n 个 工件 的 问题 来 说 ,用 上 述 方法 求 得 的 解 为 最 优 
解 。 但 是 ,如 将 这 种 思想 扩展 应 用 到 在 mm 台 设 备 上 加 工 个 工件 的 一 般 加 工 顺序 问题 ， 
所 得 结果 一 般 就 不 再 是 最 优 的 了 。 然 而 用 这 种 方法 却 常常 可 以 得 到 较 好 的 解 。 


二 、 货 郎 担 问题 
货 郎 担 问题 也 称 旅 行 售货员 问题 (traveling salesman problem,.TSP) . 它 指 的 是 : 一 


个 售货员 从 某 一 城市 出 发 .为 售 货 访问 个 城市 各 一 次 且 仅 一 次 ,然后 回 到 原 城市 . 问 他 
走 什么 样 的 路 线 才能 使 走 过 的 总 路 程 最 短 (或 旅行 费用 最 低 ) 。 这 个 问题 就 是 寻求 总 权 最 
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小 的 汉密尔顿 (Hamilton) 回 路 问题 。 到 目前 为 止 ,对 TSP 问题 还 没有 提出 多 项 式 算法 ， 
对 于 较 大 的 这 种 问题 (例如 n 大 于 40) 常 需 借助 于 启发 式 算法 求解 。 

下 面 介 绍 较 典 型 的 两 种 启发 式 算法 。 

1.C-W 节约 算法 

该 方法 由 Clarke 和 Wright 提出 ,其 基本 思想 和 和 迭代 步骤 说 明 如 下 。 

假定 有 个 需要 访问 的 地 方 ( 例 如 城市 ) ,把 每 个 访问 地 看 成 一 个 点 ,并 取 其 中 的 一 个 
点 作为 基点 (起 点 ) ,例如 以 点 1 为 基点 。 首 先 将 每 个 点 与 基点 相连 接 ,构成 子 回路 1 一 
j 斑 10 二 2,3,…,n) ,这 样 就 得 到 了 一 个 具有 nn 一 1 条 子 回路 的 图 (这 时 尚未 形成 汉密尔顿 
回路 )。 旅 行者 按 此 线路 访问 个 点 所 走 的 路 程 总 和 (参看 图 14-5, 该 图 中 以 点 A 为 基 
点 ) 等 于 


z 一 2》)\cy (14. 2) 


其 中 ,eu 为 由 点 1 到 点 7(j 二 2,3,…,n) 的 路 段 长 度 ,这 里 假定 oj 二 cn( 对 所 有 点 让。 

车 连接 点 i 和 点 j(i,j 隆 1), 即 令 旅 行者 走 弧 (i,) 时 (这 时 当然 就 不 青 经 过 弧 (i,1) 和 
1, 站) ,所 引起 的 路 程 节约 值 ;5(i, 门 可 计算 如 下 : 

s(i1,7)= 2cu 十 2cuv 一 (cu 十 cv 十 cz) 
一 cu 十 cv 一 纺 (14. 3) 

对 不 同 的 点 对 (ij),s(Gi7 越 大 ,旅行 者 通过 弧 (i 站 所 节约 的 路 程 越 多 ,因而 应 优先 将 这 
段 弧 插入 到 旅行 线路 中 去 。 

在 具体 应 用 该 方法 时 ,可 按 以 下 迭代 步 又 进行 : 

(1) 选取 基点 . 例如 选取 点 1 为 基点 。 将 基点 与 其 他 各 点 连接 , 得 到 n 一 1 条 子 回 路 
1 一 1) 一 1(J 一 2,3，……,72); 

(2) 对 不 违背 限制 条 件 的 所 有 可 连接 点 对 (i,j) 计 算 其 节约 值 (i,j 不 为 基点 ) 

s(1,j) = cu+ecy— cs 

(3) 将 所 有 s(i, 站 按 其 值 由 大 到 小 排列 ; 

(4) 按 Gi, 让 的 上 述 顺序 ,逐个 考察 其 端点 i 和 j , 若 满 足以 下 条 件 ,就 将 弧 (i,7) 插 入 
到 旅行 线路 中 。 其 条 件 是 : 

@ 点 i 和 点 j 不 在 一 条 线路 上 ; 

@ 点 i 和 点 j 均 与 基点 相 邻 。 

(5) 返回 步骤 (4) ,直至 考察 完 所 有 可 插入 弧 (i. 站 为 止 。 

通过 以 上 和 迭代 步骤 ,可 使 问题 的 解 逐 步 得 到 改善 ,最 后 达到 满意 解 ( 也 有 可 能 是 最 
优 解 ) 。 

例 2 用 CW 节约 算法 求解 下 述 货 郎 担 问题 ,已 知 各 访问 点 的 位 置 如 图 14-4 中 所 示 。 

解 ” 先 按 图 14-4 给 出 的 数据 计算 各 点 之 间 的 欧 氏 距离 Ci,7) ,计算 结果 列 人 距离 表 
( 表 14-2) 中 。 由 于 已 假设 c 二 cj， 故 该 表 中 各 元 素 的 值 以 主 对 角 线 成 对 称 。 


站 
25 
10 
123 
20 


取 A 为 基点 ,构成 初始 旅行 线路 图 (图 14-5)。 再 用 式 (14. 3) 计 算 将 弧 (i, 站 (i,j 隆 A) 插 
入 到 线路 中 时 引起 的 路 程 节约 值 .并 按 节 约 值 由 大 到 小 的 顺序 将 它们 填 入 表 14-3 中 。 
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表 14-3 

序号 弧 节约 值 序号 弧 节约 值 
1 (D,E) 34.70 9 (E,G) 25.53 
2 (E,F) 33.44 10 (C,G) 24.25 
3 (C,E) 31.29 项 (D,G) 2 
4 (C,F) 30.07 到 (B,F) 由 天 
5 CD,F) 29.97 13 (B,E) 17.57 
6 (ED 28.31 14 (B,G) 16.70 
了 (F,G) 25.91 15 (B,D) 14.14 
8 CB 25.80 


依 节约 值 从 大 到 小 的 次 序 , 对 每 条 弧 加 以 考察 ,看 是 否 应 将 其 插入 线路 中 去 。 若 将 其 
插入 ,就 要 对 线路 作 相 应 的 改变 。 整 个 过 程 示 于 表 14-4 中 。 


表 14-4 
- 巴 入 该 瑰 
序号 | 弧 线路 及 说 明 人 
0 A—>B—A, 4 一 C 一 A， A—>D->A, A—E-—>A, 4 一 FF- 一 A，4 一 CA 

1 (D,E) | A 一 B 一 A, A—>C—>A, A—>D—>E-—>A, A—>F—>A, A—>G—A 34.70 
(E,F) | A—>B->A, A—>C->A, A—>D-—>E->F->A, A—>G—A 33.44 
3 (C,E) | 已 点 与 基点 A 不 相 邻 ,不 插 人 0 

4 (C,F) | A—B->A, A—=D->E-—>F->C—>A, A—G—A 30.07 
5,6 | 2 全 | 这 些 点 已 在 同一 条 线路 上 0 

(C.D) 

7 | CF.G) | 下 点 与 基点 A 不 相 邻 ,不 插入 0 

8 (B,C) | A—>D—>E—>F->C-—>B->A, A—>G—>A 25.8 
9,10 EE 点 .C 点 与 基点 A 不 相 邻 ,不 插入 0 
11 (D,G) | A—>G-—>D->E—>F->C->B->A 23,.11 


当 插 入 弧 (D,G) 之 后 ,线路 已 包含 所 有 要 访问 的 点 .算法 终止 。 用 该 方法 得 到 的 线路 
(参看 图 14-6) 是 : 
4 一 G 一 D 一 下 一 FF 一 C 一 B 一 A 
该 线路 的 总 长 度 
z 二 2X (14.14 十 24.70 十 23.71 十 19.24 十 17.03 十 13.00) 一 
(34.70 十 33.44 十 30.07 十 25.80 十 23.11) 
三 :六 6;2 


2. 几何 法 

这 种 方法 由 J.P. Norback 和 R.EF. Love 提出 , 它 基 于 对 各 访问 点 构成 的 几何 图 形 的 
分 析 , 以 此 确定 初始 线路 和 不 在 初始 线路 上 的 各 点 的 插入 顺序 和 插入 位 置 。 

根据 对 一 般 几 何 图 形 的 观察 可 知 ,最 短 访问 线路 应 具有 以 下 直观 性 质 : (1) 线 路 自身 
不 相交 ; (2) 各 段 线路 应 处 于 由 所 有 访问 点 形成 的 凸 包 上 或 其 凸 包 内 部 (这 里 所 说 的 凸 包 
(convex hull) 是 包含 所 有 访问 点 的 最 小 凸 集 ) 。 

图 14-7 中 给 出 了 联结 同样 4 个 点 的 两 条 线路 ,显然 , 自 相交 的 线路 (图 14-7 中 虚线 
所 示 者 )A 一 C 一 BD 要 比 不 自 交 的 线路 A 一 B 一 CD 长 。 

根据 上 述 观察 和 分 析 的 启发 ,可 拟订 出 求解 旅行 售货员 问题 
的 下 述 和 迭代 步骤 : 

(1) 找 出 由 欲 访 问 各 点 构成 的 凸 包 ; 

图 1477 (2) 在 凸 包 上 的 点 , 按 其 出 现 的 自然 顺序 访问 (不 要 使 访问 线 
路 自 交 ) .从 而 形成 一 初始 访问 线路 ; 

(3) 将 不 在 初始 访问 线路 上 的 各 个 点 I( 位 于 凸 包 内 的 访问 点 ) ,与 已 在 访问 线路 上 的 
所 有 点 相连 。 设 忆 与 Q 为 已 在 访问 线路 上 的 任 两 个 相 邻 点 , 乙 PuTuQ。 为 所 有 人 PIQ 角 
度 中 的 最 大 者 , 则 将 到 插入 到 P 和 Qu 之 间 ; 

(4) 重复 进行 步 又 (3) ,每 次 在 访问 线路 上 增加 一 个 新 点 ,直至 所 有 和 欲 访问 点 都 被 引 
入 到 访问 线路 中 为 止 。 这 时 就 构成 了 一 条 汉密尔顿 回路 。 

下 面 用 这 种 方法 求解 例 2。 其 迭代 过 程 示 于 图 14-8 中 。 开 始 时 构成 凸 包 ABCDA 
(图 14-8(a)), 以 它 为 初始 访问 线路 .然后 将 不 在 初始 访问 线路 上 的 EF 和 G 三 点 分 别 
与 A、B.C.D 四 点 相连 (图 14-8(b)), 考 查 以 EF 和 G 为 角 顶 ,分 别 以 AB、BC、CD 和 
DA 为 对 边 形成 的 各 个 角度 .其 中 以 人 CED 为 最 大 , 故 将 点 下 插入 在 C 和 DD 两 点 之 间 ， 
形成 新 的 访问 线路 ABCEDA( 图 14-8(c))。 现 不 在 访问 线路 上 的 点 为 F 和 G, 连 接 EF 
和 EG, 考 察 以 下 和 G 为 角 顶 的 各 角 . 以 人 DGA 为 最 大 ,将 G 点 插入 DD 点 和 A 点 之 间 , 这 
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时 的 访问 线路 变 为 ABCEDGA( 图 14-8(d))。 如 上 继续 进行 ,将 点 下 插入 到 点 和 G 点 
之 间 , 这 就 得 到 了 本 问题 的 汉密尔顿 回路 ,可 以 它 作为 本 问题 的 解 (图 14-8(e)), 其 线路 
总 长 等 于 : 
14.14 十 13.04 十 12.65 十 8.25 十 10.77 十 4.12 十 13.00 一 75.97 
A 


A 


(d) (©) (D) 


该 问题 的 最 优 解 示 于 图 14-8(f) 中 ,其 线路 总 长 度 为 75. 48。 它 可 以 通过 交换 线路 中 
两 个 相 邻 点 玉 和 DD 的 连接 顺序 而 得 到 。 

在 本 例 中 ,用 几何 法 虽然 未 得 到 其 最 优 解 .但 它 的 精确 度 仍然 是 很 高 的 ,在 一 般 情况 
下 用 这 种 方法 常 可 以 得 到 较为 满意 的 结果 。 

除 上 述 两 种 方法 外 ,还 有 不 少 其 他 算法 可 用 于 求解 旅行 售货员 问题 ,在 解决 实际 问题 
时 ,可 同时 用 几 种 算法 ,从 中 选取 最 好 的 结果 。 


三 、 车 辆 调度 问题 


车 辆 调度 问题 (vehicle scheduling problem.VSP) 是 由 Dantzig 和 Ramser 于 1959 年 
提出 来 的 ,后 来 虽 经 过 多 人 的 潜心 研究 ,但 由 于 其 复杂 性 大 ,目前 仍 未 找到 多 项 式 算法 。 

所 谓 VSP 问题 .一般 指 的 是 : 对 一 系列 发 货 点 和 收 货 点 ,组 织 调 定 的 车 辆 ,安排 
适当 的 行车 路 线 , 使 车 辆 有 序 地 通过 它们 :在 满足 指定 的 约束 条 件 下 (例如 : 货物 的 需求 
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量 与 发 货 量 , 交 发 货 时 间 , 车 辆 可 载 量 限制 ,行驶 里 程 限制 ,行驶 时 间 限 制 等 ) ,力争 实现 一 
定 的 目标 (如 车 辆 空 驶 总 里 程 最 短 ,运输 总 费用 最 低 ,车 辆 按 一 定时 间 到 达 , 使 用 的 车 辆 数 
最 小 等 ) 。 

车 辆 调度 问题 的 分 类 法 很 多 ,例如 根据 车 辆 满载 程度 分 为 满载 问题 与 非 满载 问题 
根据 可 使 用 的 车 场 数目 分 为 单车 场 问 题 与 多 车 场 问题 ; 根据 可 用 车 辆 的 车 型 数 分 为 单车 
型 问题 与 多 车 型 问题 ; 根据 决策 者 的 要 求 分 为 单 目标 问题 与 多 目标 问题 等 。 

下 面 研 究 单车 型 多 车 场 运输 问题 的 一 种 启发 式 算法 ,并 考虑 使 总 空 驶 里 程 极 小 化 这 
一 目标 ( 它 对 运输 企业 的 运输 效益 有 极 大 影响 ) 。 

1. 问题 说 明 

设 某 运 输 企业 要 完成 的 货运 业务 (例如 指 某 一 天 或 某 半 天 ) 有 mm 项 : Al,As,…,A。， 
其 货运 量 分 别 是 gi ,gs，,… ,gm, 完 成 各 项 运输 业务 所 需 的 车 辆 数 (根据 货物 类 型 和 车 辆 状 
况 而 定 ) 分 别 为 a1,az，…,am; 此 外 ,该 企业 及 个 车 场 可 以 使 用 , 即 可 从 车 场 Aw+i， 
Am+tz，……* ,Am+s 发 出 空 车 和 接收 空 车 ,这 些 车 场 与 各 货运 业务 的 发 货 点 和 收 货 点 位 于 同一 
个 连通 道路 网 上 ,各 车 场 可 派出 的 空 车 数 分 别 是 bmi ,bm+2，…,bm+a， 可 接收 的 空 车 数 分 
别 是 b+1 ,batz 和 7 二 机 o 

2， 数学 模型 

按照 每 项 运输 业务 的 要 求 将 货物 由 发 货 点 运送 到 收 货 点 ,这 显然 均 为 重 车 行驶 , 且 必 
须 完 成 ,在 分 析 使 总 空 驶 里 程 极 小 化 这 一 问题 时 . 它 的 安排 对 目标 函数 值 不 产生 影响 ,可 
不 予 考虑 。 因 此 ,可 将 每 一 项 货运 业务 工作 i, 即 从 其 发 货 点 i 将 货物 运送 到 收 货 点 i”, 看 
成 一 个 压缩 了 的 点 一 一 重 载 点 i( 图 14-9)。 


对 于 每 一 个 重 载 点 i, 为 运 出 其 货物 量 g; 需要 a; 辆 空 车 ,它们 将 货物 运 抵 目 的 地 印 
车 后 ,又 提供 出 a; 辆 空 车 ,然后 这 些 空 车 驶 向 其 他 货运 业务 的 发 点 (这 时 为 空 车 行驶 ) , 继 
续 装 货 执行 运输 任务 。 由 此 可 以 看 出 ,执行 运输 任务 的 每 辆 货车 都 如 此 交替 地 进行 空 驶 
和 重 载 ,直至 完成 一 个 时 间 单 元 (一 天 或 半天 ) 的 货物 运输 任务 ,返回 某 一 车 场 为 止 。 

车 辆 在 道路 网 上 行驶 (不 管 是 空 驶 还 是 重 载 ) 时 ,可 选择 某 种 意义 下 的 最 短路 线 行走 ， 
也 可 根据 情况 选用 其 他 行车 路 线 。 

设 由 点 i 发 往 点 j(i,j 为 车 场 或 重 载 点 ) 的 空 车 数 为 zf ,其 空 驶 里 程 为 cj, 则 使 总 空 
驶 里 程 极 小 化 的 空 车 调度 问题 的 数学 模型 可 描述 如 下 , 见 式 (14. 4) 。 
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mtn mt 

min >x 一 2D) >)cazz 

1 1 

m+n 

2 = (B= Ld 

j=i 

mtn 

Xs Sb; (一 7 十 1,m2 十 2,… 7 十 2) 

3 7 (14. 4) 
mtn 

Dz =aj GIG=1,2 m) 

=1 

mtn 

Dz 芝 太 (=m 二 1m 二 2 ,m 二 +n) 
= 

zy 宇 0 且 为 整数 


此 处 ai( 或 aj) 可 由 式 (14.5) 得 
4 = gi/Q 若 g:/Q 为 整数 


le = [每]+1 车 gi/Q 不 为 整数 


上 式 中 ,| 入 | 为 数值 不 大 于 gj/Q 的 最 大 整数 (Q 为 一 辆 车 的 可 载 量 ) 。 
价值 系数 cs 根据 实际 情况 .可 取 为 点 i 到 点 j 的 广义 最 短 距 离 (或 运费 )。 为 避免 由 
车 场 发 出 的 空 车 不 经 重 载 点 直接 驶 向 车 场 , 令 
w=M ij=m+tlm+t+2,. ,m+n 
其 中 ,M 为 一 足够 大 的 正 数 。 
运输 问题 式 (14.4) 的 运输 表 如 表 14-5 所 示 。 表 中 将 重 载 点 和 车 场 分开 ,形成 了 4 个 
区 域 iC 一 CC 一 FF 一 和 F—F.。 


(14. 5) 


A C= C—F a 
要 全 名 
点 : 

A。 am 
Anti1 F—C F—F bm+1 
车 | sa bo 
场 
Maa Dm+n 
收 车 数 a az i am bmnt1l bmnt2 ss Unis 
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3. 算法 

众所周知 , 表 上 作业 法 是 求解 运输 问题 的 一 种 很 有 效 的 标准 算法 ,而 且 能 很 方便 地 得 
出 整数 最 优 解 ,这 正 符合 本 问题 的 要 求 。 因 而 ,在 构造 求解 问题 式 (14. 4) 的 启发 式 算法 
时 ,应 尽量 设法 利用 表 上 作业 法 的 优点 。 

首先 仅 考虑 重 载 点 部 分 ,由 式 (14. 4) 得 到 : 


Drs = a = 
j=1 (14. 6) 
Dzs =aj (= 1,2,.%,m) 


Zi 宇 0 且 为 整数 

显然 ,这 是 一 个 一 般 的 产销 平衡 运输 问题 ,可 直接 用 表 上 作业 法 求解 , 设 求 出 的 最 优 
解 为 X” 二 (zx)。 由 于 模型 式 (14. 6) 是 模型 式 (14. 4) 的 核心 部 分 , 且 式 (14. 4) 的 另 两 组 
约束 条 件 为 “过 "型 约束 , 故 以 这 个 解 中 的 非 零 变 量 的 值 作 为 模型 式 (14. 4) 中 对 应 变量 的 
值 , 令 其 他 变量 的 值 取 零 .这 就 得 到 了 式 (14. 4) 的 一 个 可 行 解 。 

然而 ,用 上 述 方法 得 到 的 解 无 法 以 它 为 根据 进行 派 车 ,因而 是 不 可 接受 的 。 为 此 , 需 
要 设计 一 套 解 的 判别 和 调整 规则 ,使 从 X 出 发 ,经 有 限 步 迭 代 , 能 得 出 模型 式 (14. 4) 的 
可 接受 最 优 解 或 可 接受 满意 解 。 这 项 工作 可 采用 如 下 步骤 进行 。 


(1) 解 的 扩展 
对 解 X” 中 的 每 一 个 非 零 分 量 z 风 之 0GiJ 一 1,2.….zo) ,计算 
6 = min {cs15>0)+ min {cy |b>0}—es CL4.7% 
mtl<i<mtn mtl<j<mtn 
式 中 
B=6— Dz GG=m+l, ,m+n) (14. 8) 
后 
5 = — Dr GO 一 下 十 1 十 7 (14. 9) 
i=1 


由 式 (14.7) 算 出 的 访 值 ,为 按 下 述 方法 调整 z 久 一 个 单位 引起 的 空 驶 里 程 增加 量 。 
若 由 式 (14.7) 得 出 的 6; 来 自 h 行 和 4 列 (&,LELm 十 1,mw 十 nj), 则 把 zx 名 扩展 至 xz 避 和 
中 ,这 时 ,将 xz 中 ,zx 各 和 z 外 三 个 变量 的 值 分 别 调整 为 : 


zs := x — min {x ,brs )} 
zy := x 十 min {x ,B10 } (14. 10) 


za := XP + min {xz Bib} 


解 的 这 种 扩展 工作 按 6; 的 大 小 ,由 小 到 大 依次 进行 ,直至 找 出 要 求 的 可 接受 可 行 解 ， 
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即 在 表 14- 2 C 一 下 区 和 下 一 C 区 含有 适当 的 非 零 解 分 量 ( 这 两 个 区 中 非 零 解 分 量 值 
之 和 六 和 与 网 De 相等 ,其 值 的 大 小 可 根据 运输 任务 和 车 辆 情况 事先 估计 ,在 


i=1j= 


求解 过 程 中 还 可 进行 调整 )。 如 此 得 到 的 解 记 为 Xo 一 (z 匈 ) ,显然 , 它 对 模型 式 (14.4) 是 
可 行 的 。 当 6; 二 0 时 , 按 此 方法 调整 得 到 的 解 X” 优 于 解 XX 。 

(2) 解 的 收缩 

本 步骤 是 步骤 (1) 的 逆 过 程 。 当 表 14. 5 中 C 一 下 区 或 F 一 C 区 的 非 零 解 分 量 之 值 的 
和 比 派 车 数 要 大 时 , 需 将 解 的 非 零 分 量 的 值 由 C 一 下 区 和 下 一 C 区 向 C 一 C 区 收缩 。 为 
此 ,对 每 一 对 了 z 中 二 0 和 xz5 二 0CA:LE [Do 十 1 十 站 ;JE[l,]) ,计算 


82 一 min (cf 一 上 一 cz | zx >0,7. 二 0)} 《1411) 
并 以 此 为 依据 进行 下 述 解 的 调整 : 
zy := zh — min {zx ,x } 
zi := x 一 min {zf ,x } (14. 12) 
= 2 + min {xz ,x } 


对 解 按 式 (14. lo ttl: 12) 进 行 上 述 调整 的 目的 ,在 于 使 CF 区 (和 FC 区 ) 
中 非 零 解 分 量 之 和 » 六 = , (和 Ey Da ) 与 派 车 数 相 等 ,在 具体 实施 时 , 解 的 调整 工 


作 可 在 式 (14. 10) 和 式 (14.12) 确 定 的 范围 内 分 步 进行 ,不 一 定 都 取 这 两 式 中 给 出 的 最 大 
调整 量 。 

如 上 调整 后 得 到 的 解 记 为 X2 一 (z 多 ) ,这 个 解 也 是 模型 式 (14.4) 的 可 行 解 。 

4. 安排 行车 路 线 

经 上 述 调整 得 到 的 解 X'2 ( 或 XW” , 当 不 需 进行 解 的 收缩 步骤 时 ) ,是 模型 式 (14. 4) 的 
可 接受 可 行 解 ,可 以 它 作为 安排 行车 路 线 的 依据 。 

安排 行车 路 线 时 先 在 经 过 上 述 调整 后 得 到 的 可 接受 可 行 解 X=(zp) 的 非 零 分 量 中 
寻求 下 述 序列 : 

Th > OThh > 0Thh > 0 Ti >0 (14. 13) 
在 该 序列 中 变量 的 下 标 ,RE [7 十 1,72 十 可, 即 zae 和 Zou 分 别 位 于 表 14-5 中 的 
F 一 C 区 和 C 一 下 区。 依据 解 的 序列 式 (14. 13) ,可 得 到 某 条 初始 行车 路 线 如 下 : 
A 一 Au 一 Au 一 Au 一 … 一 Au 一 As 


车 饭 一 一 一 一 一 一 一 一 车场 
重 载 点 


有 了 初始 行车 路 线 ( 一 条 或 若干 条 ) 之 后 ,再 根据 具体 的 约束 条 件 ( 例 如 每 条 行车 路 线 
的 长 度 限制 ,在 一 条 行车 路 线 上 行车 时 间 的 限制 ,各 条 行车 路 线 的 均匀 性 要 求 , 派 出 的 车 
辆 数 等 ) ,对 行车 路 线 进 行 调整 (包括 某 些 初始 线路 的 截 短 或 合并 ) ,最 后 由 调度 员 选 择 合 
适 的 驾驶 员 执 行 。 

实践 证 明 . 这 种 启发 式 算法 的 运算 速度 快 、. 精 度 高 ,对 城市 货运 汽车 科学 调度 产生 了 


很 好 的 效果 。 需 要 指出 , 解 的 调整 工作 (扩展 收缩) 应 和 行车 路 线 安 排 结合 进行 。 

由 本 章 上 面 的 论述 可 知 , 启 发 式 方法 的 范畴 不 存在 严格 的 理论 限 
定性 , 它 着 重 于 对 相关 理论 和 方法 的 借鉴 以 及 对 已 有 方法 的 改进 ,着 眼 
于 实施 的 可 行 、 方 便 和 效果 的 提高 .从 而 可 为 人 们 解决 复杂 实际 问题 提 
供 新 的 思路 和 途径 。 


习 题 


14.1 ”什么 是 启发 式 方法 ? 试 说 明 用 启发 式 方法 解决 实际 问题 的 过 程 和 步骤 。 

14.2 ”在 解决 实际 问题 时 如 何 运用 启发 式 策略 ? 除 本 书 上 列 出 的 几 个 启发 式 策略 
之 外 ,你 认为 还 有 什么 样 的 有 用 策略 ? 

14.3 对 在 多 台 设备 上 加 工 多 个 工件 的 工件 排序 问题 来 说 ,你 认为 应 如 何 衡量 不 同 
排序 方案 的 优 劣 y 需 考虑 哪些 准则 ? 这 些 准则 的 适用 条 件 如 何 ? 并 举 出 两 个 实例 加 以 详 


细 说 明 。 
14.4 ”说明 C-W 节约 算法 的 基本 思想 ,你 认为 还 可 用 它 解决 哪些 方面 的 问题 ?举例 
加 以 说 明 。 


14.5 说 明 本 书 所 述 货运 车 辆 优化 调度 算法 的 原理 和 求解 步骤 ,并 绘 出 求解 过 程 框 
图 。 请 简要 回答 以 下 问题 ; 

(1) 车 有 两 种 车 型 的 车 可 用 , 书 中 提出 的 模型 应 怎样 修改 ? 在 书 中 所 提 算 法 的 启发 
下 , 试 拟订 一 套 求解 的 迭代 步 又 。 

(2) 如 何 将 书 中 提出 的 模型 和 算法 推广 到 多 目标 的 情形 ? 

14.6 表 14-6 给 出 了 12 个 工件 在 设备 A 和 设备 B 上 的 加 工时 间 , 要 求 : 

(1) 若 所 有 工件 都 先 在 设备 A 上 加 工 , 再 在 设备 B 上 加 工 , 试 安排 使 总 加 工时 间 最 
短 的 工件 加 工 顺序 ,并 计算 总 加 工时 间 。 

(2) 若 工件 8 一 12 先 在 设备 B 上 加 工 , 青 在 设备 A 上 加 工 ,其 他 条 件 同上 ,请 设计 一 
启发 式 算法 ,以 确定 尽 可 能 小 的 总 加 工时 间 和 安排 相应 的 工件 加 工 顺序 。 


表 14-6 
王 件 
y 2 5 6 时 9 10 11 12 
设 向 | 3 4 5 8 
A 5 8 全 2 4 者 12 3 9 3 6 10 
B 5 9 4 3 和 6 9 4 5 8 9 4 


14.7 有 4 个 工件 本 .JJs Ji 在 三 台 设备 A.B.C 上 顺 次 加 工 ,各 工件 在 各 设备 上 
的 加 工时 间 示 于 表 14-7 中 , 试 构造 一 启发 式 算法 ,用 于 寻求 使 总 加 工时 间 最 短 的 工件 加 
工 顺序 。 
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表 14-7 
x 贡 了 训 % 
A 5 10 9 5 
B 时 5 党 8 
只 9 4 5 10 


14.8 有 10 个 城市 ,它们 在 坐标 系 中 的 位 置 如 表 14-8 所 示 , 试 完成 以 下 工作 : 

(1) 用 C-W 节约 算法 求 出 经 过 每 个 城市 一 次 且 仅 一 次 的 一 条 最 短线 路 。 

(2) 用 Norback 和 Love 提出 的 几何 法 , 求 出 经 过 上 述 城市 一 次 而 且 仅 一 次 的 最 短线 路 。 

(3) 上 述 两 种 方法 得 出 的 结果 有 无 改进 的 余地 ”如果 有 ,你 认为 可 通过 什么 方法 加 
以 改进 ?” 试 写 出 改进 的 结果 。 


表 14-8 


14.9 有 一 具有 3 个 重 载 点 和 2 个 车 场 的 运输 问题 ,其 运输 表 如 表 14-9 所 示 。 表 中 
小 方 框 内 的 数字 为 两 点 间 的 车 辆 空 驶 距离 ,1.2 和 3 三 项 运输 业务 的 重 载 里 程 ( 已 将 装 御 
车 时 间 折 算 在 内 ?分 别 为 7.8 和 959, 其 他 有 关 情 况 如 表 14-9 所 示 。 试 用 本 章 给 出 的 车 辆 优 
化 调度 启发 式 算法 , 求 出 满意 的 可 接受 可 行 解 。 


表 14-9 
4 12 10 8 10 
1 10 
和 8 8 6 10 
重 载 点 2 6 
12 4 6 14 2 
3 Cd 
6 4 6 M M 
车 4 <4 
14 2 8 M M 
场 5 <6 
收 车 数 10 6 名 <8 <&? 
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附录 A ”运筹 学 应 用 软件 简介 


运筹 学 应 用 软件 的 开发 是 同 运 筹 学 的 发 展 紧密 相连 的 。 因 为 即使 是 一 个 只 含 几 十 个 
到 上 百 个 变量 的 线性 规划 模型 ,通过 手工 求解 十 分 繁杂 甚至 不 可 能 。 而 实际 问题 的 数学 
模型 要 远 远 复 杂 得 多 ,变量 个 数 甚至 多 达 几 十 万 个 、 上 百 万 个 ,因此 必须 借助 计算 机 软件 
进行 求解 。 

目前 ,国内 教学 中 常用 的 求解 运筹 学 模型 的 软件 主要 有 LINDO、LINGO、WinQSB 
和 MATLAB 等 ,下 面 分 别 进行 简单 介绍 。 


一 、LINDO 


LINDO 是 英语 Linear INteractive and Discreate Optimization 的 缩写 ,全 译名 为 “ 线 
性 交互 离散 最 优化 ”, 由 Linus Schrage 于 1986 年 开发 ,可 用 于 求解 线性 规划 .整数 规划 和 
二 次 规划 模型 。 目 前 采用 的 LINDO 6. 1 版 本 可 处 理 不 超过 300 个 变量 .150 个 约束 的 线 
性 规划 模型 。 

LINDO 的 输入 十 分 类 似 于 模型 的 书写 格式 。 以 线性 规划 为 例 , 目 标 函 数 分 别 为 max 
或 min, 紧 接着 一 行为 st( 即 subject to, 约 束 于 ); 每 个 约束 单列 一 行 , 除 == 号 外 ,三 号 输入 
二 ,三 号 输入 二 ,每 个 约束 中 变量 一 定 列 于 等 式 或 不 等 式 左 端 ,常数 项 列 于 右 端 ; 变量 自 
动 假设 为 三 0, 不 需 单独 输入 ,对 变量 二 0 的 情况 , 需 先行 处 理 。 模 型 最 后 一 行为 end。 对 
变量 取 值 无 约束 的 ,在 end 语句 下 面 加 上 Free 和 变量 名 ,如 Free xl 等 。 

本 书 第 一 章 例 1 的 线性 规划 模型 ,其 LINDO 的 输入 为 

max 2xl1 + x2 

st 

Sx2<15 

6xl + 2x2 < 24 

xl+x2<5 

end 

求解 模型 时 ,只 需 用 鼠标 点 击 LINDO 主 窗口 箭头 打靶 的 图 案 ,并 弹出 一 个 对 话 窗口 
“DO RANGE (SENSITIVITY) ANALYSIS”, 如 点 击 “ 否 ”, 得 到 如 下 输出 结果 : 

LP OPTIMUM FOUND AT STEP 2 

OBJECTIVE FUNCTION VALUE 


1) 8.500000 

VARIABLE VALUE REDUCED COST 
X1 3.500000 0.000000 
X2 1.500000 0.000000 

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES 

2) 7.500000 0.000000 
3) 0.000000 0.250000 
4) 0.000000 0.500000 


它 表 明 经 迭代 2 次 找到 最 优 解 。 从 输出 结果 中 看 到 决策 变量 、 松 弛 变量 及 对 应 三 个 
约束 的 对 偶 变 量 的 取 值 ,可 对 照 本 书 第 一 章 表 1-9 例 1 的 求解 结果 。 
如 进行 灵敏 度 分 析 , 则 得 到 如 下 输出 结果 : 
RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED: 
OBJ COEFFICIENT RANGES 


VARIABLE CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
COEF INCREASE DECREASE 

X1 2.000000 1.000000 1.000000 

X2 1.000000 1.000000 0.333333 


RIGHTHAND SIDE RANGES 


ROW CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE 
RHS INCREASE DECREASE 

2 15.000000 INFINITY 7.500000 

3 24.000000 6.000000 6.000000 

4 5.000000 1.000000 1 000000 


它 表明 在 模型 最 优 计划 不 变 情况 下 ,目标 函数 系数 的 允许 变化 范围 (参见 本 书 第 二 章 
例 5) 和 最 优 基 不 变 条 件 下 模型 中 各 右 端 项 的 允许 变化 范围 (参见 本 书 第 二 章 例 6) 。 

用 LINDO 求解 整数 规划 时 , 同 求解 线性 规划 模型 的 区 别 为 end 语句 后 ,对 取 值 为 正 
整数 的 变量 ,添加 gin 和 变量 名 ,对 取 值 为 0-1 的 变量 添加 int 和 变量 名 。 如 本 书 第 五 章 
的 例 4 模型 的 LINDO 输入 为 : 


max Xl + 4x2 
st 

= 一 3z2<3 
xl +2x2<8 
end 

gin xl 

gin x2 


用 LINDO 求解 目 标 规划 模型 时 ,可 参照 本 书 第 四 章 第 三 节 之 三 的 优先 级 分 层 优化 
计算 方法 ,并 参照 该 部 分 列 出 的 例子 从 第 一 层级 到 第 N 层级 ,分 N 次 按 LINDO 输入 格 
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式 运 行 即 可 。 

蒋 绍 忠 编著 的 “管理 运筹 学 教程 "(浙江 大 学 出 版 社 2005 年 ) 一 书 附 录 3 中 给 出 了 
LINDO 6. 1 用 户 手册 ,比较 详细 介绍 了 LINDO 6. 1 的 版 本 信息 、 菜 单 和 工具 图 标 、 基 本 
语法 规则 、LINDO 模型 的 编译 求解 等 ,可 供 参阅 。 


二 、LINGO 


LINGO 是 一 种 较 之 LINDO 具有 更 强大 功能 的 软件 工具 ,可 应 用 于 求解 线性 规划 、 
非 线性 规划 .整数 规划 ,图 与 网 络 模型 及 存储 排队、 对 策 等 模型 。 

用 LINGO 编写 的 语句 中 ,允许 包括 各 种 数学 运算 和 表达 式 , 如 括号 、 对 数 、 分 数 、 指 
数 和 三 角 函 数 等 。 各 种 运算 符号 的 表示 为 加 (十 ) \ 减 (一 ) 、 乘 (* )、 除 (/) 、 等 于 (二 )、 指 数 
人) ,小 于 等 于 (二 )、 大 于 等 于 ( 宇 ) ,但 不 支持 严格 小 于 (二 ) 或 严格 大 于 (二 )。 

LINGO 包含 各 种 迎 辑 运算 符号 ,如 # not# 表 示 否 定 该 操作 数 的 迎 辑 值 ,# eq# 表示 
若 两 个 运算 数 相等 则 为 true, 和 否则 为 false, #1t# 表 示 若 左边 运算 符 严 格 小 于 右边 运算 符 
时 为 true, 否 则 为 false 等 。 

集 是 LINGO 建 模 语 言 的 一 个 基础 构件 ,借助 集 能 够 用 一 个 单一 的 .长 的 .简明 的 复 
合 公式 表示 一 系列 相似 的 约束 ,从 而 可 以 快速 方便 地 表达 规模 较 大 的 模型 。 在 LINGO 
中 使 用 集 之 前 , 需 对 集 部 分 事先 定义 。 集 部 分 以 “sets” 开 始 ,以 “endsats” 结 束 。 

模型 中 数据 部 分 用 “data” 语 句 开头 ,以 “enddata” 为 结束 。 

LINGO 中 函数 用 @ 开 头 , 如 数学 函数 @sin(x) 、@exp(x)、@log(x) 等 。@sum 表达 
一 个 指定 集 的 和 ,@for 用 于 对 集成 员 的 约束 ,@min 和 @max 表达 对 集成 员 取 最 小 值 与 
取 最 大 值 等 。 

一 个 LINGO 程序 一 般 以 model 作为 开始 语句 ,以 end 为 结束 语句 (一 些 简单 模型 中 
也 有 省 略 的 )。 对 所 有 注释 语句 开头 加 “1” 号 ,每 个 语句 以 “;” 号 结束 ,各 语句 中 各 变量 及 
变量 同 常数 之 间 的 乘积 均 添 加 “ * ”号 。 

LINGO 程序 中 允许 数据 来 自 Spreadsheet 或 从 数据 库 中 读 取 ,并 将 运算 结果 送 回 原 处 。 

下 面 举 几 个 应 用 LINGO 求解 运筹 学 模型 的 例子 。 

1. 本 书 第 六 章 习 题 6.18 用 LINGO 编写 的 程序 语句 为 : 


min=2x*xl^2— 4xxlx*xx2+4x*x2^2—6xxl—3xx2; 
Ei 

4xxl+x2<=9; 

xl>=0; 

x2>=0; 


经 运算 后 的 输出 结果 为 : 


Local optimal solution found. 
Objective value: 一 11.02500 
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Infeasibilities: 0.000000 
Extended solver steps: 可 
Total solver iterations: 88 

Variable Value Reduced Cost 

Xl 1.950000 0.000000 

X2 1.050000 0.000000 

Row Slack or Surplus Dual Price 

和 一 11.02500 一 1.000000 

2 0.000000 2.400000 

多 0.1500000 0.000000 

4 1.950000 0.000000 

5 1.050000 0.000000 


2. 本 书 第 六 章 习题 6. 23 用 LINGO 编写 的 程序 语句 为 : 


min= (xl-1)^2+(x2 一 2)^2 
x2-xl=0 

xl+x2<=2 

xl>=0 

x2>=0 


经 运算 后 的 输出 结果 为 : 


Local optimal solution found. 


Objective value: 0.5000000 
Infeasibilities: 0.000000 
Extended solver steps: 5 
Total solver iterations: 46 

Variable Value Reduced Cost 

X1 0.5000000 0.000000 

X2 1.500000 0.000000 

Row Slack or Surplus Dual Price 

1 0.5000000 一 1.000000 

2 0.000000 0.000000 

3 0.000000 1.000000 

4 0.5000000 0.000000 

5 1.500000 0.000000 


3. 第 三 章 模型 (3. 1) 所 示 的 运输 问题 模型 展开 后 共有 (Gm 十 台 个 约束 。 即 使 如 该 章 
例 1 这 样 简单 的 运输 问题 也 有 7 个 约束 条 件 。 下 面 用 LINGO 编写 该 例 的 程序 语句 。 模 
型 以 “model” 语 名 开始 ,以 “end” 语 句 结束 。 中 间 含 3 个 部 分 : (1) 设 置 部 分 。 从 语句 第 2 
行 至 第 6 行 ,以 “sets” 开 始 ,“endsets” 结 束 , 说 明 这 是 一 个 含 3 个 产地 (producers) 和 4 个 
销 地 (markets) 的 运输 问题 。(2) 给 出 模型 的 目标 函数 和 约束 条 件 ,从 第 7 一 第 11 行 ,其 
中 第 7 行为 目标 函数 .第 8 一 第 9 行为 产销 平衡 表 中 的 列 的 约束 ,第 10 一 第 11 行为 产销 
FEF 衡 表 中 的 行 的 约束 。(3) 给 出 问题 中 的 产量 、 销 量 和 单位 运 价 表 ,从 第 12 一 第 18 行 , 以 
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“data” 开 始 ,“enddata” 结 束 。 第 13 行为 各 产地 产量 ,14 行为 各 销 地 需求 量 ,15 一 17 行为 


单位 运 价 表 中 各 行 数字 。 


model: 

sets: 

producers/Al, A2, A3/ :capacity; 

markets/Bl, B2, B3, B4/ :demand; 
links(producers, markets) :cost, volume; 
endsets 

min= @sum( links:cost * volume); 
@for(markets(J)): 

@sum(producers(I) :volume(I,j)) = demand(J); 
@for(producers(I) ) : 

@sum(markets(J) :volume(I,J)) = capacity(I); 
data: 

capacity = 16 10 22; 

demand =8 141214; 


cost =4 12 411 
2 :10 3 9 
8 5 1 6 

enddata 

end 


模型 运行 后 的 输出 结果 表明 : 目标 函数 的 最 优 值 为 244, 产 销 地 之 间 的 调运 方案 为 : 
A 一 Bs 为 12,A1 一 Bs 为 4,As 一 Bi 为 8,As 一 B, 为 2,As 一 B, 为 14,As 一 B, 为 8, 其 他 均 
为 零 。 输 出 结果 最 右边 一 列 “Reduced Cost” 为 对 应 (A(D ,BOU)) 格 的 检验 数 。 具 体 结果 


可 对 照 本 书 第 三 章 表 3-11。 


Global optimal solution found. 
Objective value: 
Infeasibilities: 
Total solver iterations: 
Variable 
CAPACITY( R1) 
CAPACITY( A2) 
CAPACITY( A3) 
DEMAND( B1) 
DEMAND( B2) 
DEMAND( B3) 
DEMAND( B4) 
COST( Al, B1) 
COST( Al, B2) 
COST( Al, B3) 
COST( Al, B4) 
COST( A2, B1) 
COST( A2, B2) 
COST( A2, B3) 


244.0000 

0.000000 

7 
Value Reduced Cost 
16.00000 0.000000 
10.00000 0.000000 
22.00000 0.000000 
8.000000 0.000000 
14.00000 0.000000 
12.00000 0.000000 
14.00000 0.000000 
4.000000 0.000000 
12.00000 0.000000 
4.000000 0.000000 
11.00000 0.000000 
2.000000 0.000000 
10.00000 0.000000 
3.000000 0.000000 


COST( A2, B4) 9.000000 0.000000 

COST( A3, B1) 8.000000 0.000000 

COST( A3, B2) 5.000000 0.000000 

COST( A3, B3) 11.00000 0.000000 

COST( A3, B4) 6.000000 0.000000 
VOLUME( Al, B1) 0.000000 0.000000 
VOLUME( Al, B2) 0.000000 2.000000 
VOLUME( Al, B3) 12.00000 0.000000 
VOLUME( Al, B4) 4.000000 0.000000 
VOLUME( A2, B1) 8.000000 0.000000 
VOLUME( A2, B2) 0.000000 2.000000 
VOLUME( A2, B3) 0.000000 1.000000 
VOLUME( A2, B4) 2.000000 0.000000 
VOLUME( A3, B1) 0.000000 9.000000 
VOLUME( A3, B2) 14.00000 0.000000 
VOLUME( A3, B3) 0.000000 12.00000 
VOLUME( A3, B4) 8.000000 0.000000 


本 例 用 LINGO 编程 可 能 优点 并 不 突出 ,但 如 果 是 一 个 含 50 个 产地 、80 个 销 地 的 运 
输 问题 ,约束 条 件 就 有 130 个 ,用 上 述 方法 ,程序 语句 (1) 和 (2) 无 多 大 变化 ,只 有 第 (3) 部 
分 数据 规模 大 一 些 。 

4. 本 书 第 八 章 例 13 求 网 络 最 大 流 问 题 。 为 编程 需要 ,图 8-35 中 w 用 ww 代 换 , 原 图 
中 恪 一 ws 分 别 变换 为 ww 一 wu 变换 为 vs。 用 LINGO 编写 的 程序 如 下 : 


model: 
sets: 
point/1. .8/; 
dis(point, point) :f,c; 
endsets 
max= @sum(point(j)|j#ne#1:f(1,j)); 
@for(dis:f <= c); 
@for(point(i)|i##ne#1##and###i#ne#8): 
@sunm(dis(i,j):f(i,j)) = @sum(dis(j,i):f(j,i))7 
data:c=05430000 

00005300 

00000320 

00000020 

00000004 

00000003 

00000005 

00000000; 
enddata 
end 


程序 共 19 个 语句 ,以 “model” 语 句 开 始 ,“end” 语 句 结 束 。 中 间 共 含 3 部 分 。(1) 设 置 
部 分 : 从 第 2 名 至 第 5 名 ,以 “sets” 开 始 ,“endsets” 结 束 。 表 明 这 是 一 个 求 含 8 个 点 的 最 
大 流 问 题 。(2) 给 出 了 求 最 大 流 的 运算 过 程 ,运算 符 "#ne# ”表明 “车 两 个 运算 符 不 相等 ， 
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则 为 true, 否 则 为 flase”。(3) 从 第 10 句 至 第 19 名 为 数据 部 分 ,以 “data” 开 始 ,“enddata” 
结束 。 数 据 给 出 的 为 依次 两 点 间 的 弧 的 容量 C。 数 字 对 应 的 各 弧 容量 分 别 为 : 第 1 行 
(1,1)(1,2)…(1,8) ,第 2 行为 (2,1)(2,2)…(2,8), 依 此 类 推 。 

本 例 用 LINGO 程序 运算 的 优化 结果 ,为 简化 起 见 只 列 出 流量 为 非 零 的 部 分 : 


Global optimal solution found. 


Objective value: 11.00000 
Infeasibilities: 0.000000 
Total solver iterations: 3 

Variable Value Reduced Cost 

F(1,2) 5.000000 0.000000 

F(1,3) 4.000000 0.000000 

F(1,4) 2.000000 0.000000 

F(2,5) 4.000000 0.000000 

F(2,6) 1.000000 0.000000 

F(3,6) 2.000000 0.000000 

F(3,7) 2.000000 0.000000 

F(4,7) 2.000000 0.000000 

F(5,8) 4.000000 0.000000 

F(6,8) 3.000000 0.000000 

F(7,8) 4.000000 0.000000 


上 述 结果 可 对 照 本 书 第 八 章 图 8-37 中 得 到 最 优 解 时 的 各 弧 旁 的 数字 。 

由 徐 家 旺 .王晓波 主编 的 (实用 管理 运筹 学 实践 教程 》( 第 2 版 ) (清华 大 学 出 版 社 ， 
2014 年 ) 一 书 中 比较 详细 介绍 了 LINGO 软件 的 基础 知识 和 应 用 案例 。 由 张杰 等 编著 的 
“运筹 学 模型 及 其 应 用 "(清华 大 学 出 版 社 2012 年 8 月 ) 一 书 中 则 分 别 列 出 运筹 学 各 类 模 
型 应 用 LINGO 求解 的 编程 。 将 两 本 书 结合 起 来 学 习 , 有 利于 较 快 掌 握 运 筹 学 模型 的 
LINGO 编程 。 


三 、WinQSB 


QSB 是 Quantitative System for Business (商务 数量 分 析 ) 的 缩写 , WinQSB 是 指 该 
系统 在 Window 环境 系统 下 运行 。 该 系统 由 美 籍 华人 开发 ,是 一 种 求解 OR 的 专用 软件 。 


软件 界面 为 英文 ,但 比较 直观 ,使 用 方便 。 它 是 一 种 教 。 4 

学 软件 ,对 非 大 型 问题 一 般 都 能 计算 ,对 较 小 的 问题 还 

能 显示 中 间 计算 过 程 。 | 信和 
安装 WinQSB 软件 后 ,在 系统 程序 中 自动 生成 办 4 ai 

WinQSB 应 用 程序 ,用 户 可 根据 不 同 问题 选择 子 程序 。 
以 本 书 第 八 章 例 7 求 最 小 生成 树 问 题 进行 说 明 ( 见 5 2 4 

图 A-1) 。 因 本 例 属 Network Modeling, 用 WinQSB 时 mm 3 ve > Us 


调用 子 程序 Network Modeling, 再 在 问题 类 型 中 选 图 A-1 


Minimal Spanning Tree, 输 入 节点 数 为 9, 参照 表 A-l 输入 两 点 之 间 的 权 数 (只 在 表 的 上 
三 角 输 入 一 次 ) 。 
表 A-1 
于 2 3 4 5 6 1 8 9 
1 4 1 2 
2 yl LE 
3 3 
4 5 4 
5 2 4 
6 3 2 
7 5 5 
8 4 
点 击 菜单 栏 Results 一 Graphic Solution ,可 显示 最 小 部 吴 v; 1 U3 
分 树 的 图 形 如 图 A-2。 1 > 1 1 
假如 仍 采 用 该 例 求 w 至 vs 之 间 的 最 短路 (shortest ws vo va 
path problem) 。 如 为 有 向 图 需 按 弧 的 方向 输入 数据 , 因 本 5 2 
例 为 无 向 图 ,每 条 边 必须 输入 两 次 ,即将 每 条 边 看 作 两 条 方 四 vw vs 
向 相反 的 弧 , 见 表 A-2, 表 中 上 下 三 角 数 字 均 需 填 写 。 点 击 图 A-2 


“Solve and Analyse” 后 ,系统 提示 用 户 选择 图 的 起 点 和 终点 


(本 例 中 假定 起 点 为 w ,终点 为 vi;)。 用 户 选择 后 ,系统 不 仅 输出 vw, 至 vs 的 路 长 ,而 且 还 


显示 wi 至 图 中 各 点 的 最 短路 长 , 见 表 A-3。 
表 A-2 表 A-3 


间 2 3 4 5 1 9 From To Distance Cumulative 

1 4 1 2 Un va 4 4 
2 | 4 1 1 Ul vs 5 
3 1 1 3 络 注 6 
4 1 5 4 

全 vs 6 
5 5 2 4 
6 2 7 2 pF 
7 7 5 Do vw 6 
8 4 mu vs 1 1 
9 | 2 下 3 4 4 2 5 4 Dw vo 2 2 
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点 击 Result->Graphic Solution 可 显示 出 wv 到 各 点 的 vw 
最 短路 长 , 见 图 A-3 。 

熊 伟 编著 的 《运筹 学 》( 第 2 版 )( 机 械 工业 出 版 社 ,2009 mw 
年 ) 中 除 附 有 WinQSB 的 软件 操作 指南 和 实验 指导 书 外 ,还 
在 各 章 中 均 列 出 一 节 比 较 详 细 介绍 了 WinQSB 软件 用 于 求 
解 运筹 学 各 个 分 枝 的 具体 操作 步骤 和 案例 。 


、MATLAB 


MATLAB 是 Matrix Laboratory( 和 矩阵 实验 室 ) 的 缩写 ,是 一 种 很 好 的 科学 计算 软件 ， 
由 美国 Math Works 公司 于 20 世纪 80 年 代 中 期 推出 。 其 数据 计算 能 力 、 特 别 是 在 数据 
的 可 视 化 方面 比较 突出 。 

MATLAB 有 大 量 事先 定义 的 数学 函数 ,还 有 很 强 的 用 户 自 定义 函数 的 能 力 以 及 强 
大 的 绘制 二 维和 三 维 图 的 功能 。MATLAB 还 授 有 多 个 成 熟 的 由 各 行 各 业 专 家 编写 的 用 
于 解决 各 种 应 用 领域 的 工具 箱 , 如 优化 工具 箱 、 金 融 工 具 箱 等 。 用 户 可 直接 利用 这 些 工具 
箱 , 按 相关 命令 的 输入 要 求 即 可 得 到 相应 结果 。 

MATLAB 的 Desktop 操作 桌面 是 一 个 高 度 集 成 的 工作 界面 ,利用 MATLAB 进行 
编程 .计算 调用 MATLAB 自 带 的 命令 都 在 指令 窗 中 输入 。MATLAB 对 矩阵 的 输入 、 基 
本 运算 符号 .各 种 函数 表达 、 对 各 种 数字 常数 预定 的 变量 名 ,数据 显示 的 格式 控制 命令 、 常 
用 操作 指令 ,指令 窗 中 实施 指令 行 编辑 的 常用 操作 键 等 均 有 明确 规定 。 

当 利 用 MATLAB 求解 比较 简单 问题 时 ,可 以 通过 指令 窗 直接 输入 一 组 指令 求解 。 
但 当 要 解决 的 问题 所 需 的 指令 较 复杂 时 ,引进 脚本 编写 进行 。 由 于 MATLAB 是 一 种 功 
能 强大 的 计算 应 用 软件 ,应 用 时 需要 熟悉 MATLAB 的 有 关 基 础 。 

李 工 农 编著 的 4 运筹 学 基础 及 其 MATLAB 应 用 ) 一 书 ( 清 华 大 学 出 版 社 ,2016 年 ) 对 
运筹 学 中 的 线性 规划 、 对 偶 问 题 .目标 规 划 、 整 数 规划 、 非 线性 规划 、 排 队 论 等 问题 的 
MATLAB 的 编程 分 别 做 了 系统 阑 述 。 张 建 林 编著 的 (MATLAB 定量 决策 五 大 类 问题 》 
(电子 工业 出 版 社 ,2013 年 ) 一 书 中 侧重 以 问题 为 导向 ,将 常见 的 定量 决策 问题 归结 为 资 
源 配置 .作业 安排 、 库 存 订 货 .路 径 选 择 和 经 济 金融 五 大 类 ,给 出 50 个 案例 ,分 别 对 案例 背 
景 、 模 型 建立 ,用 MATLAB 编写 脚本 文件 ,并 进行 求解 。 云 俊 等 编著 的 4 运筹 学 : 原理 及 
应 用 江北 京 大 学 出 版 社 ,2012 年 ) 一 书 中 分 别 介绍 了 MATLAB 在 运筹 学 的 线性 规划 、 整 
数 规划 、 目 标 规划 、 排 队 、 存 储 等 分 枝 中 的 应 用 。 


五 、Excel\ 启 发 式 算法 及 其 他 


Excel 是 计算 机 Office 软件 的 组 成 部 分 , 它 通 过 建立 运筹 学 问题 的 电子 表格 模型 , 然 
后 应 用 Excel Solwer 求解 。 这 方面 可 参阅 丁 以 中 主编 的 《运用 Spreadsheet 建 模 与 求解 》 
(清华 大 学 出 版 社 ,2003 年 ), 陈 士 成 主编 的 (实用 管理 运筹 学 一 一 基于 Excel》( 清 华 大 学 


出 版 社 ,2011 年 ) 及 刘 春 梅 编 著 的 《管理 运筹 学 基础 、 技 术 及 Excel 建 模 实践 )( 清 华 大 学 
出 版 社 ,2011 年 ) 。 
对 大 型 复杂 模型 ,通常 先 要 使 用 一 个 建 模 系统 来 有 效 表 达 数 学 模型 并 将 其 输入 计算 
机 。 建 模 系统 除 能 有 效 建 立 大 型 模型 外 ,还 可 用 于 对 模型 的 管理 ,包括 数据 存 取 、 将 数据 
转换 成 模型 参数 ,分 析 模 型 的 解 以 及 产生 决策 制定 者 内 部 的 总 结 报 告 等 。 国 外 这 方面 已 
开发 出 诸如 AMPL、MPL、OPL、GAMS 等 软件 。 
由 于 实际 问题 的 运筹 学 模型 存在 模糊 性 、 概 率 不 确定 性 ,动态 , 非 线 性 、 多 目标 等 ,以 
及 含有 一 些 特殊 的 约束 , 带 来 优化 计算 上 的 复杂 性 ,使 寻找 问题 的 有 效 算法 成 了 运筹 学 应 
用 中 要 突破 的 一 个 重要 研究 方向 。 目 前 已 出 现 很 多 启发 式 或 称 之 为 软 计算 的 方法 。 这 种 
方法 通常 是 一 个 迭代 过 程 , 通 过 每 次 迭代 一 步 步 对 解 进行 改进 。 和 迭代 过 程 广泛 借助 于 生 
学 ,物理 学 及 其 他 自然 现象 的 运行 机 制 。 启 发 式 算法 中 著名 的 如 遗传 算法 、 模 拟 退 火 、 
禁忌 搜索 、 蚁 群 算法 、 粒 子 群 算法 等 ,类 似 算法 还 在 进一步 发 展 中 。 在 [ 美 JF. S. Hillier 和 
G.J. Lieberman 所 著 《Introduction to Operations Research》 一 书 的 第 8、9、10 版 (清华 大 
学 出 版 社 , 英 文 影印 版 及 中 译本 ) 和 谢 金 星 编著 的 (现代 优化 计算 方法 》( 清 华 大 学 出 版 社 ) 
等 书 中 有 比较 详细 的 阐述 。 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 


第 一 章 
一 、 选 择 题 
1 Kay 2: (6) 3. (a) 4.《〈c) 5 
6. (b) 7. (d) 8. (c) 9. (b) 10. (a)(c) 
二 、 练 习题 
ER 四 外 汗 NT ， 3 
1.1 (1) 无 穷 多 最 优 解 ,X" 二 a (二 ,可 ) 十 (1 一 a) ( 训 '0) ,a€ (0,1),z" 一 3; 
(2) 无 可 行 解 ; (3) 唯 一 最 优 解 ,X 一 (1,1.5)7,z* 王 17.5; (4)X* 一 (2,1),z* 一 16。 
1.2 略 
| 
zl x x zh Zs 可 行 ? Ea 
人 2 6 2 0 0 ~ 36 
4 3 0 6 0 / 27 
4 6 0 0 一 6 42 
0 9 4 一 6 0 45 
0 6 4 0 6 | 30 


(2) 
tl Ts rs ra 可 行 ? z° 
人 0 0 1 1 Vv 5 
0 —1/2 0 2 5 
A 0 —1/2 2 0 ~V 5 
2 


(1) 、(2) 表 中 打 公 号 者 为 最 优 解 。 


1.4 0<c/d<3/4 时 为 Qs 点 ;3/4 过 c/d 过 5/2 时 为 Qs 点 ; 5/2 秋 c/d 一 co 时 为 Qi 
点 ; c 二 0,d 志 0 或 c0,4 二 0 时 为 O 点 。 

1.5 下 界 z*==32/5, 上 界 z* 二 21。 

1.6 (1) 有 无 穷 多 最 优 解 ,其 中 之 一 为 X=(4/5,9/5,0)7,z" 一 7; 

(2) 无 可 行 解 。 

么 地 


a b c d 本 和 g h 3 k ‘ 


反观 2 4 三 儿 2 3 1 0 5 一 入 一 3/2 0 


1.8 an=1,a1w 2,aa=—1,az=3,c1 = = = 

1.9 (1) 略 ; (2) 8 二 0 时 ,3 过 a<4 时 最 优 基 不 变 ; (3) a 二 3 时 ,一 1B<1 时 最 优 
基 不 变 。 

1.10 略 

1.11 (1) 不 正确 ; (2) 不 正确 ; (3) 不 正确 ; (4) 不 正确 。 

1.12 (1) X"* 仍 为 最 优 ,max Z 二 24CX" ; (2) 因 目 标 函数 斜率 变化 ,X" 一般 不 再 是 
最 优 解 ;(3) 最 优 解 变 为 XX " ,目标 函数 值 不 变 。 

1.13 用 zz(j 二 1,…,5) 分 别 代 表 5 种 饲料 采购 数 (kg) ,最 优 解 为 zi 一 zz 一 zs 二 0， 
x4 二 39,74,zs 二 25, 64,z" 二 32,44( 元 )。 

1.14 (1) 用 zi …'zrz 分 别 代 表 从 周一 至 周 日 那天 开始 上 班 职 工 数 , 最 优 解 为 
X*=(7,4,2,8,0,2,0),z" = 二 23( 人 )。 

(2) 对 这 23 名 职工 分 别 编号 0D ,@D ,… ,四 ,以 23 周 为 一 个 周期 ,这 23 名 职工 上 班 安 
排 见 下 表 。 


起 止 周 
每 周 上 班 时 间 
职工 职工 @ Wn 职工 @ 职工 四 we 职工 @ 

周一 一 周 五 1~7 2~8 16~22 17~23 23,1~6 
周二 一 周 六 8~11 9~12 23,1~3 1~4 7~10 
周三 一 周 日 12 一 13 13~14 4~5 5~6 11~12 
周 四 一 下 周一 14~21 15~22 6~13 7~14 13~20 
周 六 一 下 周三 22~23 23,1 14~15 15~16 21~22 

(3) 从 每 天 人 数 中 减 去 班长 \ 副 班长 与 当天 值班 人 数 ,其 他 同 (1)、(2) 。 

1.15 用 i=1,2,3 分 别 代 表 商 品 A、B、C,j 二 1.2,3 代表 前 、 中 ,后 舱 ,zi 为 装 于 j 舱 


位 的 i 商品 数量 。 目 标 函 数 使 总 运费 收入 最 大 ,约束 条 件 分 别 考虑 舱位 载重 限制 ,舱位 容 
量 限制 及 各 舱位 载重 平衡 限制 和 商品 数量 限制 。 
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1.16 设 zua,zal 为 周一 至 周 五 对 大 学 生 和 商界 人 士 电话 调查 人 数 ,za ,zz 为 双休日 
对 上 述 人 员 电 话 调 查 人 数 ,zas ,zzs 为 分 别 问卷 调查 人 数 , 则 数学 模型 为 
min < 一 3.0zu 十 2. 5zrlz 十 5. 0zrls 十 3.5zzl 十 3.0zzs 十 5.0zrzs 
0 十 ziz 十 as 十 2 十 2 十 za 一 :600 
zll 十 zlz 十 zls 之 250 
Zls 十 Zas 之 180 


su X12 


三 0.8 


Tu 十 工 12 
2 
Tal 十 并 12 
25 之 0 
最 优 解 zu 一 0,zaz 一 350,zas 一 0,za 一 58.33,zza 一 11.66,zz 一 180,z" 一 2014.17。 
1.17 设 志 为 i 种 产品 j 月 正常 时 间 生 产 数 ,zi 为 加 班 时 间 生 产 数 ,模型 为 
5 6 


5 | 
max z 一 SD > [Csy — cys)xst (sy — cy—cs)rsj— | 3 > (za 十 xz 一 Du)| 
1 j=1 k=1 


1 j=1 


5 

Davew (j = 1,..,6) 

c=l 

5 

Dary< (一 1.…:6) 
a 


j 


5 
Drat+zi) 2 Da 0= 
= k=] 


k=1 


| 
~ 
Ee 


Xzjy 宇 0 

1.18 用 zx; (i 为 第 1,2,3 年 年 初 ,j= 二 1,…,4) 分 别 表示 A、B、C、D 4 类 投资 数 (万 
元 )。 最 优 方案 为 ziA 王 60,zig 王 90,rzc 一 20,Xip 王 170. 395 7, Xzp 一 7. 211 5, zsp 一 0， 
2002 年 年 底 至 少 筹集 到 资金 数 为 420. 395 7 万 元 。 

1.19 设 该 厂 每 月 初 拥有 熟练 工人 数 zx,(4 二 1,…,6) ,每 月 招收 培训 的 新 工人 数 y,， 
该 厂 月 末 库 存 为 1, 一 月 初 库存 为 1.R, 为 各 月 对 时 装 的 需求 数 , 则 数学 模型 为 


max z 一 了 >) (每 月 销售 收入 一 熟练 工人 工资 一 培训 工人 补助 一 原材料 费 一 库存 费 ) 


工 一 十 402 ~— 40(0.25y,) > R, 

一 工 -十 40z 十 40y- 十 40(0.25y) 一 下 ， 
TiH = 0.98z, y, 

ET 


求解 结果 为 =* = 二 875 122 元 ,各 月 有 关 数 字 如 下 


从 运 苦 学 教程 (第 5 版 ) 
S 
1 2 3 4 5 6 
Tr 80 82.47 106.62 130. 93 128. 32 125. 75 
3 4.07 25. 80 26.45 0 0 0 
1, 559. 34 0 0 637. 38 970. 02 1 000 


1.20 设 - 为 每 月 买 进 的 杂粮 吨 数 ,y 为 每 月 卖 出 的 杂粮 吨 数 , 数 学 模型 为 
max < 一 3100yi 十 3250yz 十 2980ys 一 2850zri 一 3050zz 一 2 900zs 
约束 条 件 含 存货 限制 .库容 限制 .资金 限制 和 期 末 库 存 限制 4 个 方面 。 


第 二 章 

一 、 选 择 题 

1.(a)(b)(c) pa ob 3. (b) 4. (d) 5. (b) 

6, (c¢) 7 a) :0 9. (d) 10. (b) 

二 、 练习 题 

2.1 略 

2.2 (1) 不 正确 ; (2) 不 正确 ; (3) 不 正确 ; (4) 正 确 。 

2.3 略 

2.4 (LP2) 最 优 解 为 XX* 一 (0.5,5),z" 一 550。 

2.5 
a b c d e g h i j k 1 
2 10 3 1/4 5/4 -3 = = = 0 1 


2.6 (1) 将 第 2 个 约束 改写 为 2ri 一 zz 十 zs 一 3z4 二 3, 写 出 对 偶 问题 ; 
(2) 用 图 解法 求 得 最 优 解 为 wm 王 8/5,y 王 1/5,= ”一 19/5; 
(3) 根据 互补 松弛 性 质 得 原 问 题 最 优 解 X -一 (7/5,0.1/5,0) 。 
2.7 (1) 略 ; (2) 对 偶 问题 最 优 解 为 Y* 王 (22/15,2/15,0) ,rw* 一 2 800/3。 
2.8 因原 问题 有 可 行 解 , 写 出 对 偶 问 题 ,而 判断 其 无 可 行 解 , 故 原 问 题目 标 函 数值 
无 界 。 
2.9 (1) 对 偶 问题 为 
min w = 8yi 十 6yz 十 6ys 十 9y 
y+ 2y2 十 y 宇 2 
3N1 十 yz 十 ys 十 4 宇 4 
.人 
六 十 加 宇 1 


2 全 0 
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(2) 由 半 " 二 (2,2,4,0)” 代 入 原 问 题 ,第 4 个 约束 为 二 号 , 故 y+ 二 0。 再 由 


2 十 2yz 之 2 
3y1 十 yz 十 2 之 4 
2s 之 1 

a y 宇 1 


8y1 二 6yz 十 6ys 二 16 
解 得 Y 二 (4/5,3/5,1,0)。 


2.10 办 二 5ya ,ys yy 

2.11 (1) X*=(0,3/2,1,0,0)T,z" =36; 

(2) X* =(2/3,2,0,0,0)™,z’ =22/3。 

2.12 ”可 参见 本 章 例 4 同 第 1 章 例 5 求解 的 表 进 行 对 照 。 
人 0005057725 
(3) X "一 (10/3,0,8/3,0,22/3)T。 


| 


2.14 (1) 略 ; (2) cs 委 5,c 委 8; (3) 一 50 委 1) 委 28; (4) a 一 (2,3) [|<0, 所 以 


cS16。 
i ) 0<4<， XX" 一 人 53525075 z" (A)=5—2X 
<1, "= 100)T, z" (A)=3 
A>1s X*=(0,2,0,1)7, z* (A)=2 二 2X 
(2) 02, X “一 (0,5)7T， z* (A)=120—10A 
2<X<8, "CIO/IIOLIY z* (XA)=(320—10X)/3 
1A 二 8， XK" xz" (1) 一 40 十 5 
(3) 0<X<10/3, X"*=(30+A,5—A,0)7, z* (MA) 一 160 十 3A 
10/3<4<70/3， X"=(0,(30—7X)/4,30 二 4)T，z* (4) 二 165 十 3/24 
24>>70/3， 二 无 可 行 解 
(4) 0< 去 1， X* 王 (10 十 2,10 十 24)T， z” (AM) 一 30 十 6A 
1<ASSs 这 ”ODAS z” (MA) 一 35 十 》 
5S< Ms25， i < (1M) 一 50 一 2 


2.16 (1) 获 利 最 大 产品 计划 为 A 一 一 30,B 一 一 0,C 一 一 30,z* 一 2 700; 
(2) 产品 A 的 利润 变化 范围 为 [24,48], 最 优 计划 不 变 ; 

(3) 新 产品 D 可 安排 生产 ; 

(4) 可 招收 劳动 力 150h。 


2.17 (1) a=6,cs 2,cs=10,an=0,a1z=1,a1—=2,4n—=3,42—=3,az Ys 
ass 一 1; (2) —6<n<8; (3) —5/3<t<15。 

2.18 (1) 现 有 生产 条 件 下 最 优 方 案 为 : 生产 原稿 纸 1000 捆 ,日 记 本 2000 打 ,可 获 
利 8 000 元 /天 ; (2) 从 市 场 招收 临时 工 200 人 /天 ,新 计划 只 生产 原稿 纸 9 000 捆 , 减 去 招 
收 临时 工 费 用 每 天 可 获 利 10 000 元 。 

2.19 (1) 用 zi,zz,zs 分 别 代表 产品 II 、 亚 产量 ,有 X* 一 (100/3,200/3,0); 
(2) X* = 二 (175/6,275/6,25); (3) 6 委 o 委 15; (4) 一 4 和 1 委 5; (5) 值得 安排 生产 ; 
(6) 学" 一 (95/3,17573,10)。 


第 三 章 

一 、 选 择 题 

过硬 2 3. (c) 4. (a) (ce) 5. (c) 6. (Ca)(b)(d) 

二 、 练 习题 

3.1 正确 的 有 (1)(2)(3) 。 

3.2 表 3-24 和 表 3-25 给 出 的 调运 方案 不 可 以 作为 表 上 作业 法 迭代 时 的 基 可 行 
解 ,原因 是 : (1) 表 3-24 的 运输 问题 应 有 6 个 基 变 量 , 表 中 只 有 5 个 填 数 字 的 格 , 缺 1 
个 ; (2) 表 3-25 问题 应 有 9 个 基 变 量 ,而 表 中 有 10 个 填 数 字 格 ; 此 外 ,通过 空格 (A,Bs) 
可 找 出 两 条 闭 回 路 。 

3.3~3.5 略 

3.6 根据 运输 模型 的 特点 ,可 从 本 章 给 出 的 实例 中 进行 总 结 。 

3.7 表 3-26 运输 问题 的 最 优 解 为 : zz 一 5,zis 王 3,za 一 6,zx 一 2,zss 一 3,zs 一 1， 
z" 二 39; 表 3-27 为 产销 不 平衡 运输 问题 ,应 添加 一 个 假想 销 地 Bs ,其 需求 量 为 3, 再 求解 
得 其 最 优 解 为 : za 一 3,zrlis 一 0,zuy 一 2,zrz 一 2,zrsa 一 0,zrs 一 3,z< "一 32, 产 地 As 滞留 产量 
3 个 单位 。 

3.8 设 坟 i 为 第 i 季度 生产 而 于 第 j 季度 交 货 的 设备 数量 ,可 列 出 该 运输 问题 的 如 下 
产销 平衡 表 和 单位 运 价 表 合 一 的 表 。 表 中 D 为 虚设 的 需求 地 ,M 为 任意 大 的 正 数 ,表明 
不 允许 后 面 季度 的 产量 用 于 前 面 季度 交 货 。 表 中 小 方 格 内 的 单位 运 价 为 i 季度 生产 于 j 
季度 交 货 的 每 台 设备 消耗 的 费用 ,为 生产 成 本 和 保管 费用 之 和 。 


交 货 季 
5 1 2 3 4 D 生产 量 
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M M 11;9| 11. 6| 0 
3 30 
M M M 12. 5| 0 
4 20 
交 货 量 15 20 如 5 20 30 


3.9 最 优 分 配 计划 为 : zi 一 0,zris 王 20,zm 一 15,znz 一 5,zmz 一 20, 总 收益 "一 
425。 因 面粉 厂 的 总 产量 大 于 食品 厂 的 总 需 量 , 故 面 粉 厂 开 的 产量 中 有 10 个 单位 面粉 


3.10 〈1) 为 最 优 解 ; (2) 不 再 是 最 优 解 ,新 最 优 解 为 : zs 一 3,zas 一 5,za 一 8,7zr2 一 
2,zs 一 1,za 一 3 二 43; (3) 最 优 解 不 变 , 因 为 这 样 做 不 改变 非 基 变量 检验 数 的 值 ; 
(4) 最 优 解 不 变 , 就 如 同 将 单位 运 价 由 元 /500g 变 为 元 /kg, 价 格 增加 为 原 2 倍 一 样 , 这 
样 做 不 会 改变 非 基 变量 检验 数 的 符号 ; (5) 可 参见 本 章 第 二 节 中 的 对 偶 变 量 法 部 分 的 

3.11 最 优 分 配方 案 为 : 电站 工 供给 城市 1 一 一 150 单位 ,城市 2 一 一 250 单位 ; 电站 
供给 城市 1 一 一 140 单位 ,城市 3 一 一 310 单位 。 


第 四 章 

一 、 选 择 题 

1. (ce) 2. (b)(c)(d) 3 (0D 4. (d) 5 0D 6. (a)(c) 

二 、 练习 题 

4.1 (1) 不 正确 ,逻辑 不 合理 ; (2) 正 确 ,表示 未 达到 的 目标 值 越 大 越 好 ; (3) 正 确 ， 
表示 离 目标 值 正 负 偏差 之 和 最 小 ; 4) 正确 ,表示 超过 目标 值 越 大 越 好 。 

4.2 正确 的 有 (3) 和 (4) 。 

4.3 (1) x1=55,z2=40,di 一 dt 一 0,dz =0,dt =15,dy =d# =0; 

(2) zx1=25,xs=15,d7 =dit =0,dz =60,ds =5,d# =0,dr =d# =0。 

4.4 (Da=500sr:=300d7 =dt =0sds =dit =0sds =500dit =03 

(2) zx1=1000/3;5xs=1 400/3,di =dt =0,d; =2 500/3,dt =0,ds =dt =0, 

4.5 设 ;一 1,2.3 表 原料 酒 I、 工 ` 焉 等 级 ,) 一 1,2,3 表 红 、 黄 、 蓝 酒 ,zx; 为 7 种 酒 中 使 
用 第 i 种 原料 酒 的 数量 .目标 规划 模型 为 
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min {Pi(dft +dz d+dr+adi+ds),Pz2d7 ,Psds)} 
(1) mi 十 zz 十 zs 和 1 30 
Zal 十 zzz 十 zz 有 2 000% 原 料 限 制 ( 严 格 条 件 ) 
Xa 十 Xsz 十 Xss 三 1 ed] 
(2) 按 比例 配制 ,如 对 红 商 标 酒 含 等 级 轩 原料 少 于 10% 


3l 
一 -一 二 0. 
2 i 去 0.1 可 整理 成 


—0.1zn—0.1za+0.9rat+dr—dit=0 
类 似 由 表 4-14 可 整理 出 6 个 约束 
s. t. 4(3) 因 获 利 = 售 价 一 成 本 
一 5.5(zu 十 zzal 十 zsl) 十 5.0(zlz 十 zz 十 zsz) 十 4.8(zls 十 Zas 十 Tss) 一 
6(zu 十 ziz 十 Zis) 一 4.5(zzl 十 zzz 十 Zzs) 一 3(zsl 十 zsz 十 Zss) 
可 据 此 整理 出 约束 条 件 
一 0.5xi 十 xz00 十 2.558 一 2 十 0.5z5 十 2zo 一 1 2zis 十 0.3xae 十 
1. 8zss +d7 —dt = 2000 
(4) 红 商 标 酒 每 天 至 少 生产 2 000kg, 其 约束 为 
Tl 二 Za 二 za+ds—di=2000 
2 全 0G =1,2,3) ,dr, di 之 0(i = 1,.,8) 
4.6 设 对 A、B、C 三 种 新 产品 开发 投资 分 别 为 zyzzyzs 万 元 , 则 目标 规划 模型 为 
min {Pidi ,Ps(di + di +di),Psdi ,Pdt} 
Tit+dr—dt = 300 
zi+di—di = 350 
zst+ds—di = 350 
s.t.4zs+dr—dt = 350 
Xi 十 Xz 十 Xs 十 ds 一 dt = 900 
0. 05zi 十 0.07zz 十 0.1zs 十 ds 一 导 100 
T2000=1,23), dirsdt S00 = 136) 


4.7 上 略 
4.8 设 姜 为 第 i 阶段 生产 产品 j 的 数量 ,ri 为 i 阶段 对 j 种 产品 需求 量 , 则 目标 规 
划 模 型 为 
min {Pi(Cdn 十 dz 十 2das 十 da 十 dz 十 2dza 十 di 十 dz 十 2da)， 
Ps(dt +di +di),Ps(dt+di + dd)} 


三 十 唔 一 办 一 方 
2 二 十 动 十 31 十 西 十 到 


5 000 


40zia 十 20zz 十 55za 十 caa 一 ds 


wi>0 drsdt >0 


第 五 章 
一 、 选 择 题 


Ys 
和 


cbykey 2. 
(Ca)(Cb)(Cc) 


(a)(d) 3. (dg) 4. (d) 5. 


二 、 练 习题 


S.1 


.2 


正确 的 有 (1) 和 (3)。 
1， 队员 j 出场 


否则 


设立 三 J 一 1,……'8 


0， 


93 000 


(Ca)(Cb) 6. 
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(Cindi = E93 


(i= 1,2,3) 
(i = 1;,2,3) 


(d) 


min z 一 1. 92z1 十 1. 90zz 十 1.88zs 十 1.86z4 十 1.85zs 十 1.83zre 十 1.80zy 十 1.78zrs 


Ss, 


t. 


wi 
站 


Xo 十 X17 十 Xs 宇 1 


we 
Xz 十 Xs 


Tj 


5S.3 


5.4 
5.5 
5.6 


5.7 


5.8 


Tl 二 ze 


“中 my 二 起 
(条 件 1) 
(条 件 2) 


<1l 
| (条 件 3) 


过 
< (条 件 4) 
一 0 或 1 = 1,%:,8 
1， 物品 装 入 背包 
0， 否则 
(1) X* (3,1)T,z =7; (2) X* =(0,9)7,z" 
(1) 无 可 行 解 ; (2) X* 二 (1,0,0)7,z* 一 2。 
可 关闭 第 @ 个 消防 站 。 

0， 选 条 件 (i 二 1,2,…,p) 
Wy 
否则 
pi 


设 z== 


9。 


的 六 二 
指派 i 完成 j 项 任务 


否则 


二 1,…,m) ,再 建立 数学 模型 。 


(1) zu 一 za 一 zsz 一 Z65 一 1, 其 余 z 一 0; 

(2) z= 2 二 0 其 休 5 二 05 

5.9 用 表 上 作业 法 求解 时 ,将 人 员 看 成 产地 ,业务 看 成 销 地 ,各 地 产量 和 销量 均 为 
1 ,于 是 就 转化 为 运输 问题 。 

结果 为 zn 王 zz = 二 x 二 x4s 二 zsz 二 1, 其 余 xs 二 0, 总 得 分 6.1。 

5.10 ”例如 先 不 考虑 每 人 完成 一 项 任务 的 约束 , 按 谁 完 成 得 分 多 进行 分 配 。 当 不 满 
足 指派 问题 要 求 时 , 按 Al,… ,As 中 指定 1 人 完成 Bi ,其余 4 人 再 按 得 分 多 的 进行 分 配 
这 样 得 5 个 分 支 。 如 5 个 分 支 均 非 可 行 解 时 ,可 选 一 个 边界 值 最 大 分 支 , 并 指定 剩 下 4 人 
中 的 1 人 完成 任务 B; ,继续 分 支 ,依次 进行 。 

5S.11 (1) 令 z= 王 zi 十 4zz 十 6zsy,ziyzzyzs 一 0 或 1,zi 十 zz 十 zs 魏 1,y 王 国 十 2y2 十 
4ys 十 y4 十 2ys ,1,"…… ,ys 二 0 或 1, 将 z+,y 表达 式 代 入 模型 即 可 ; 

(2) 将 上 式 中 改 为 x 二 zz 十 16xz 十 36xs3,T1,X2,XT3 二 0 或 1,z1 十 Xz 十 ZX3 志 1,y 表达 式 
不 变 , 再 将 z,y 表达 式 代 入 模型 。 

5.12 (1) 设 民 为 车 j 对 用 户 i 名 货 (i=1,…,5,j 二 1,…,4) 


1， 车 7 对 用 户 A 卸货 

»= (j=1,..…,4) 
0， 车 j 了 对 用 户 C 印 货 
1， 车 7 对 用 户 B 务 货 

=-| (一 1,…,4) 
0， 车 对 用 户 DD 卸货 
1， 第 7 车 出 车 

wj = (j=1,..…,4) 
0， 第 j 车 不 出 车 

则 数学 模型 为 


min {ctw crs cavws 十 care 
5 
zs 三 djrww; (各 用 户 处 卸货 量 不 超过 j 车 载 受 能 力 dj)) 


>)z 过 R (满足 i 用 户 需求 ) 


3 (车 不 能 同时 为 AC 名 货 ) 
xy di(1— y)) 

Tz S djzi 

Ty di(1 一 2)) 宇 
Ty 宇 0,Wwjsyjozj 二 0 或 1 

(2) 收 附加 费 Kj; 相当 于 固定 费用 ,因原 问题 不 涉及 费用 , 故 可 邻 
当 z; = 二 0 


Kvs 当 云 fr 0 


| (各 车 不 能 同时 为 B.D 印 货 ) 
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则 上 述 模 型 的 目标 函数 变 为 
4 
min { Daw; + 2 DKous)} 
=1 一 
约束 条 件 中 增加 
TsMus 
me 
us 二 0 或 1 
第 六 章 
一 、 选 择 题 
1. (d) 2 Cey Sb 4. (a) (b)(c)(d) 5. (b)(d) 
6 Ke TWO 8 0d) 
二 、 练习 题 


6.1 正确 的 有 (1)(2)(3)(4)。 
6.2 一 6.7 可 参阅 教材 有 关内 容 , 此 处 略 。 
6.8 设 中 心 混凝土 搅拌 站 的 位 置 为 Cz,y), 则 其 位 置 可 确定 如 下 : 
(1) 搅拌 站 到 各 工 点 的 道路 为 直线 时 可 表示 为 : 
min { >)Qi[(z 一 z0)2 十 (7 一 y02]22 } 
(2) 道路 为 互相 垂直 或 平行 的 网 格 时 
min 3 工 一 2 | 十 | y—y;: BY 
6.9 设 XX=(zx1,zs,x3)7 为 任 一 近似 解 ,假定 它 不 正好 满足 该 方程 组 , 则 将 其 代入 
方程 组 中 必 出 现 误差 ,使 该 误差 平方 和 最 小 ,就 会 找到 该 方程 组 的 解 。 由 这 种 考虑 可 得 相 
应 优化 模型 如 下 : 
min f(X) (zi 一 2zz 十 3zs 一 2)2 十 (3zrl 一 2zz 十 zs 一 7)2 十 (zi 十 zz 一 zs 一 1)2 
用 无 约束 极 小 化 方法 求解 ,其 精确 解 为 
Rr” 一 85 
6.10 〈1)、(2) 均 为 凸 规划 。 
6.11 (1) 用 斐 波 那 契 法 所 得 结果 为 : n 二 8, 最 终 区 间 (a1,b1) 二 (2. 942,3. 236) , 近 
似 极 小 点 :二 2.947, 近 似 极 小 值 f(2. 947) 二 一 6. 997; 
(2) 用 0. 618 法 所 得 结果 为 : 一 9, 最 终 区 间 [as ,bsj 二 [2. 918,3.131], 近 似 极 小 点 
1 三 3.05, 近 似 极 小 值 f(3. 05) 王 一 6. 998。 该 问题 的 精确 解 是 : 1* 王 3.0,FG) 一 一 7.0。 
6.12 其 迭代 过 程 见 下 表 。 


和 迭代 次 数 和 Fy Vf(z®) 
0 《2 一 2 (4,—4,4) 
1 3/8 C1/2,—1/2,—1/2) 全 
2 3/10 (2/10,—2/10,1/10) (4/10,—4/10,4/10) 
8 3/8 (1/20, 一 1/20, 一 1/20) (1/10,—1/10,—2/10) 


最 速 下 降 法 的 搜索 方向 为 负 梯 度 方向 ,由 上 表 中 的 Vf(z” ) 值 ,可 知 相 邻 两 步 的 搜 
索 方向 正 交 。 


全 用 最 速 下 降 法 有 ; Xe 一人] ,X==( x==( je 


(2) 用 牛顿 法 有 xX 一 (0) ;xX 一 (32), 此 点 为 极 小 点 。 


读者 很 容易 在 zz 一 zx: 平面 上 画 出 这 两 种 方法 所 得 迭代 点 的 变化 路 径 。 
6.14 (1) 在 点 XW 二 (2,2)7 不 存在 可 行 下 降 方向 ; (2) 在 点 X2 一 (3,2)7, 其 可 行 
下 降 方向 可 由 条 件 { 必 一 ds 及 ds 三 0) 确定 ; (3) 在 点 六 二 (0,0)T 其 可 行 下 降 方向 可 由 
条 件 { 必 > 一 二 ds 及 ds 二 0} 确定 。 读 者 容易 在 二 维 空间 中 夯 出 该 问题 可 行 域 的 边界 ,并 
在 点 X2 和 发 ?分 别 按 上 述 给 出 的 di 和 ds 的 关系 确定 其 可 行 下 降 方向 的 范围 。 
6.15 提示 : 首先 将 该 二 次 规划 在 形式 上 作 如 下 变化 : 目标 函数 变 为 极 小 化 ; 
加 约束 条 件 写成 “过 ”的 形式 。 然 后 即 可 运用 本 书 式 (6. 50) 给 出 的 库 恩 - 塔 克 条 件 写 出 该 
问题 的 K-T 条 件 。 
6.16 不 满足 K-T 条 件 ,原因 是 在 该 点 起 作用 约束 条 件 的 梯度 线性 相关 。 
6.17 其 K-T 条 件 为 
2(z° —4)—pi +pz =0 
(rz*—1)=0 
pi (6—zx")=0 
Mp 之 0 
最 优 解 为 : x* 二 4, 此 时 ji 二 pz 二 0, f(x*)= 二 0。 
6.18 提示: 将 约束 条 件 写 成 “三 ”形式 ,再 按 本 书 式 (6. 50) 写 出 该 问题 的 K-T 条件 。 
6.19 最 优 解 X* 一 (0,1)7; 当 M=1 时 ,XX* ("， 二 ) ; 当 M=10 时 ,XX* 
(0,10/11)7。 
6.20 最 优 解 X 一 (0,0)7 f(X*)==0。 
6.21 最 优 解 X 一 (1,2)7 min f(X*)= 一 1。 
7 .6 
(2) 最 优 解 x* ==0, f(zx* ) 一 0。 
6523， 溉 优 解 六 "= pd 7 二 (W25372)7f( DW 
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第 七 章 

一 、 选 择 题 

1. (d) 2. (a)(b) 3 的 4. (b) 5. (b) 6. (a) (b) (ec) 

二 、 练 习题 

7.1 费用 最 低 为 11( 万 元 ), 路 径 为 A 一 Bs 一 Cs 一 Di 一 E。 

7.2 使 用 顺序 解法 比较 简单 。 最 合理 停靠 码头 为 F: ,最 佳 航线 为 A 一 B: 一 C: 一 Di 一 
FE: ,总 路 长 为 120。 

7.3 最 优 决策 为 : 第 1 个 月 生产 600 件 ,第 2 个 月 生产 500 件 ,第 3 个 月 和 第 4 个 月 
不 生产 ,可 使 4 个 月 总 费用 最 小 ,为 68 000 元 。 

7.4 最 优 决策 为 : 向 项 目 A、B、C 分 别 投资 1 万 元 、2 万 元 、1 万 元 ,最 大 总 收益 为 
155 万 元 。 

7.5 最 优 决策 为 在 零件 Ai、\A: .As 上 分 别 装 1 个 .1 个 .3 个 备用 零件 ,可 使 设备 运 
转 的 可 靠 性 最 高 ,达到 0. 042 。 

7.6 最 优 决策 为 : 第 1、2 年 年 初 把 全 部 完好 设备 投入 低 负荷 下 工作 ,第 3、4、5 年 年 
初 把 全 部 完好 设备 投入 高 负荷 工作 ,5 年 产品 总 产量 最 高 为 23 700。 

7.7 使 用 逆序 解法 时 ,阶段 数 "一 3, 状 态 变量 w 为 第 & 月 库存 量 , 决 策 变 量 ww 为 第 
& 月 产量 ,状态 转移 方程 w+ 一 wx 十 由 ,阶段 费用 di Gs4 sux) 二 1 000 十 ux 十 0. 05wk 十 2s4。 

基本 方程 请 (se) 王 max{(du(syat) 十 FriCse+ri)) ,k=3,2,1。 

边界 条 件 f4(s4) 二 0。 

最 优生 产 方案 为 : 第 1 个 月 生产 133. 33kg; 第 2 个 月 生产 333. 33kg; 第 3 个 月 生产 
533. 34kg, 最 低 费用 为 10 267 元 。 

7.8 三 个 正 数 均 为 16 时 乘积 16 二 4 096 为 最 大 。 

7.9 (1) z=1,7xs=2,7x3=1,Fw=4; (2) z=1,7xs=1,7xs=1, Fx 4; 
(3) z1=20/3,z2=4/3,7x3=10/3, Fux =800/27。 

7.10 最 优 策 略为 : 第 1、2、3 周 价格 为 500 元 时 采购 ,第 4 周 价格 为 500 元 或 600 元 
时 采购 ,第 5 周 不 管 什么 价格 都 要 采购 。 

7.11 (1) 该 问题 数学 模型 为 


max zz 一 (8 一 Zi)Zzi 十 (10 一 2zz)zz 


人 十 zz 一 5 
s.t 
Xi,X2z 宇 0 且 为 整数 
(2) 最 优生 产 方案 为 生产 A1 一 一 3 件 ,As 一 一 2 件 , 总 利润 27( 千 元 )。 
7. 12 最 优 采购 方案 .第 1.2、3 周 价格 为 7 就 采购 ,第 4 周 价格 为 7 或 8 时 采购 ,第 5 
周 无 论 什么 价格 均 采 购 ,价格 期 望 最 小 值 为 7. 254。 
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7.13 最 佳 方案 为 每 年 都 投资 项 目 A, 三 年 末期 望 总 资金 为 1 440 万 元 。 

7.14 最 佳 更 新 计划 为 : 第 一 年 年 末 和 第 二 年 年 末 各 更 新 一 次 ,从 第 三 年 年 初 起 一 
直 用 到 第 四 年 年 末 , 总 一 利 63.5 万 元 。 

7.15 参考 本 章 第 四 节 的 货 郎 担 问 题 建立 动态 规划 的 数学 模型 再 求解 ,其 最 短路 径 
为 一 ,最 短 距离 23。 


7.16 略 。 

7.17 (1) 正确 ,(2)(3)(4) 均 为 错误 。 

第 八 章 

一 、 选 择 题 

1. (a)(d) 2. (a)(b) 3. (co)(d) 4. (a) (b) 5. (a)(b) 
6. (c) 7. (b) 8. (a)(c) 

二 、 练 习题 


8.1 用 点 分 别 标记 药品 A,B,…',H, 两 种 药品 不 能 同 储 一 室 的 可 将 点 用 线 连接 , 则 
图 中 不 相 邻 的 点 (药品 ) 可 同 储 一 室 。 本 题 有 多 个 答案 ,其 中 之 一 为 : 下 列 药品 可 放 同 一 
室 ; {A,G,B}{D,H,F}){C,E} ,至少 需 3 间 储 藏 室 。 

8.2 (1)(3) 正 确 ,(2)(4) 不 正确 。 

8.3 图 8-46(a) 有 6 个 点 ,每 个 点 的 次 均 为 4, 可 一 笔画 出 ,图 8-46(b) 有 10 个 点 ,其 
中 8 个 偶 点 ,2 个 奇 点 ,所 以 有 欧 拉 路 ,可 一 笔画 出 。 

8.4 图 中 有 8 个 奇 点 ,将 其 两 两 相连 任 两 点 间 重复 边 最 多 为 一 条 ,使 之 成 为 欧 拉 图 ， 
且 保 证 图 中 每 个 圈 上 的 重复 边 总 权 不 大 于 圈 总 权 的 一 半 , 则 从 A 点 出 发 的 欧 拉 回路 就 是 


最 优 邮 递 路 线 。 
8.5 图 8A-1(a)、(b)、(c) 分 别 为 用 深 探 法 , 广 探 法 和 破 圈 法 得 到 的 图 8-48 的 生 
成 树 。 
Us ve 
vi Us 
vy Us vo 
(b) (c) 
图 8A-1 


8.6 如 图 8A-2 所 示 , 锅 炉 房 到 各 座 楼 铺设 暖气 管道 总 长 度 为 最 小 。 
8.7 根据 本 章 定理 6 之 (2), 树 图 性 质 应 是 无 圈 , 且 树枝 数 m 等 于 图 中 节点 数 减 
1, 故 本 章 例 7( 图 8-25(a)) 最 小 生成 树 的 数学 模型 为 


max z = 2eou 十 leo 十 3eo0s 十 "… 十 2ese 十 3eer 十 5ezs 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 


图 8A-2 


en 十 ew 十 … 十 ess 十 e6r 十 ers 一 8 

@ 每 个 圈 在 最 小 生成 树 中 边 数 应 不 超过 该 圈 所 有 边 数 一 1 
s.t. 例如 在 wo 一 vi 一 vs 圈 中 有 eo 十 erz 十 ew 三 2， 

在 w 一 v4 一 vs 一 vz 一 vo 圈 中 有 em 十 es 十 esz 十 ew 三 3 等 


@ 所 有 es 二 0 或 1 
8.8 图 8-48(a) 树 枝 总 长 为 29, 图 8-48(b) 树 枝 总 长 s0 100 
为 22。 2 
8.9 构造 一 棵 如 图 8A-3 所 示 的 最 优 二 又 树 ,其 叶子 “7 
的 权 分 别 为 50,20,15,10,5, 最 小 总 权 数 为 195 二 50X1 十 
20X2 十 15X3 十 10X4 十 5X4。 00 
分 拣 过程 按 A 一 BE 一 DC 进行 。 画 8A.3 


8.10 最 短路 径 有 6 条 ,分 别 是 vo 一 vi 一 vs 一 vs; 
Ov Duo >u vu UU; Ou vv Uv; OVo UUs Ug; 


@vw 一 vs 一 vs 一 vo。 最 短路 长 为 19。 


8. 11 
0 dis: ls 24 6lass 
521 0 62as G6z54 225 
DY 一 |22 33 0 234 53z5 
24 6us2 34s 0 dss 
Gss1 2s2 dss 4ss 0 
1 (i, 由 在 最 短路 径 上 
8.12 (1) 设 zi 一 : 则 数学 模型 为 
0 ”否则 
min z 一 4zlz 十 6zrls 十 5zz 十 4xzs 十 4zrat 十 7zs5 十 5z45 十 7z4 十 5zri6 
EP Tw 1 = 
Tl2 一 X24 TT X25 twa = 
St 
13 一 Ta TT X35 zs 二 0 或 1 


XH 二 Ta = 6 十 人 6 


(2) 略 
8.13 将 题 8. 11 所 得 两 点 间 最 短 距 离 的 矩阵 了 D' ”每 行 分 别 乘 上 各 村 小 学 生 人 数 , 再 
将 每 列 数字 相 加 ,最 小 为 360, 即 小 学 应 建 于 v 村 ,使 小 学 生 上 下 学 走 的 路 程 最 短 。 


0 160 40 80 240 


40 120 60 0 80 
150 50 100 100 0 
> 460 360 500 500 470 

8.14 如 图 8A-4, 用 mwvvaywyus 表示 第 1、2、3、4 年 年 初 和 第 4 年 年 末 , 各 点 连 

线 数字 为 时 段 间 列 利 减 去 维修 费 和 更 新 支出 的 差 氢 。 最 长 路 为 ww 一 ww 一 wm 一 os, 即 于 第 
1.2 年 年 末 更 新 ,再 用 到 第 4 年 年 末 , 总 重 利 63. 5 万 元 。 


图 8A-4 


8.15 设 从 vv 的 流 为 5, 弧 (i,7) 的 容量 为 Cj , 则 问题 的 数学 模型 为 
maxz= fut/fsitfa = fut fs 
约束 条 件 一 是 容量 限制 条 件 , 即 所 有 f; 三 cj, 另 一 类 约束 条 件 为 节点 ( 除 s,t 点 外 ) 平 衡 条 
件 , 即 进入 某 一 节点 流量 和 等 于 流出 该 节点 流量 和 。 例 如 ,对 点 w 有 fiz 十 fz 十 fs2== fa 
等 ,最 大 流 14。 

8.16 可 增加 一 个 虚拟 发 点 so ,将 其 同 51 ,ss 连 线 ; 增加 一 个 虚拟 收 点 4o, 将 其 同 1， 
ts 连 线 。 再 用 标号 算法 求 得 最 大 流 为 21。 

8.17 ”本题 实 质 上 是 求 vo 至 vs 的 最 大 流 。 设 fs 为 道路 (i,j) 上 通过 车 辆 数 ,结果 为 
fu =10, fo=10, fos =20, fu=10, fos =10, f26=0, fs =0, fs1=20, f46=10, fss= 10, 
fs 二 0,fer 二 10,fs 二 30,vo 至 vs 最 多 派 车 数 为 40 辆 。 

8.18 参照 本 章 最 大 匹配 问题 ,将 甲乙 、 丙 、 丁 、 戊 用 点 x1,… ,zs 表示 ,将 俄 . 英 、 日 、 
德 .法 用 点 yy,… ,ys 表示 ,把 每 个 人 懂得 的 外 语 用 边 相 连 。 规 定 每 条 边 容 量 ci 二 1, 再 求 
出 该 网 流 最 大 流 。 结 果 为 最 多 4 人 能 被 聘 。 一 个 方案 是 : 甲 英语 , 乙 俄语 ， 
丙 日 语 .成 德语 . 丁 未 能 被 聘 。 

8.19 参照 上 题 匹配 问题 ,建立 最 大 流 模 型 ,注意 各 人 要 与 没有 联系 的 单位 用 边 相 
连 。 可 以 有 多 个 安排 方案 ,其 中 一 个 方案 为 : 甲 单位 1, 乙 单位 2, 丙 单位 3， 
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T 单位 5, 戊 单位 4, 己 无 法 安排 。 
8.20” 见 图 8A-5, 各 边 上 数字 为 (ci , 方 ),{ 方 } 为 最 小 费用 流 ,流量 为 6, 最 小 费用 为 35。 
8.21 如 图 8A-6 所 示 ,v; vw 为 虚拟 发 点 和 收 点 ,各 边 上 数字 为 (ci ,f;),{f5) 为 最 
小 费用 流 。 满 足 各 配 货 中 心 需求 时 总 运费 为 105( 百 元 )。 


8.23 用 7T;(i 二 1,…,5) 表 示 运 输 任务 ,做 二 部 图 (X,Y,E), 如 图 8A-8 所 示 ,X,Y 
中 均 有 5 个 点 Ti,T。,…,T:;。 凡 完成 T; 任务 后 可 继续 完成 T; 任务 的 , 则 在 X,Y 两 个 集 
的 T;,T 间 连 一 线 ,再 求 此 二 部 图 的 最 大 匹配 。M: {(T,T:)(CT4 Ts)(CTis ,Ts))。 所 以 
只 需要 两 条 船 ,分 别 完成 TI 一 T,.T, 一 T; 一 Ts。 


第 九 章 
一 、 选 择 题 
1. (a)(b) 2. (a)(d) 3. (a)(b)(c)(d) 4. (a)(b) 5. (a) 6. (b)(d) 
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二 、 练习 题 
9.1 分 别 如 图 9A-1(a) 和 图 9A-1(b) 所 示 。 


图 9A-1 


9.2 (1) 见 图 9A-2; (2) 见 图 9A-3。 


图 9A-3 


9.3 (1) 关键 路 线 为 0 一 @ 一 @ 一 DO 一 ~@ , 需 时 26 单位 ; 

(2) 关键 路 线 为 0 一 @ 一 @ 一 OO-@ 一 DO 一 四 , 需 时 32 单位 。 

9.4 (1) 图 上 计算 法 见 图 9A-4, 关 键 路 线 @ 一 @ 一 @ 一 @ 一 @ 一 中 ; 表 上 作业 法 
( 略 ) 。 


30| 
30| 


(2) 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 他 


见 图 9A-5, 关 键 路 线 @O 一 @ 一 @ 一 中 一 @ 一 @。 


18| 9 FE 
27| 6 46|0 


1 


(1) 略 ; 


(2) 每 件 工作 的 工时 期 望 值 和 方差 如 下 表 所 示 。 


工作 t 0 工作 也 0 
A 5 1 E 6 1 
B 9 1 了 12 | 
C 13 4 4 1 
D 8 | 


(3) 期 望 完工 期 为 32 天 ,方差 (oa?) 为 5; 
(4) 提前 3 天 完工 概率 为 9. 1% ,推迟 5 天 完工 概率 为 98.7% 。 


9.6 


9 


作 相 应 工时 为 : A 一 9,B 一 8,C 一 14,D 一 15,E 一 6,F 一 1。 


9. 10 
9. 11 


关键 路 线 为 0 一 @ 一 @ 一 OO 一 @O 一 @ 一 四 ,最 早期 望 工期 41 天 ,完工 概率 


最 短工 期 为 15 天 ,人 力 资源 在 15 人 /天 之 内 较为 均衡 的 一 个 方案 如 图 9A-6 


工期 为 25 天 时 总 成 本 最 小 。 
(1) 正常 计划 工期 为 19 天 ,最 小 工期 为 12 天 ; (2) 最 佳 工期 为 15 天 ,每 项 工 


随机 网 络 图 见 图 9A-7. 产 品 的 成 品 率 为 93.7% ,平均 加 工时 间 为 36. 8h 。 
(1)(2)(4) 错 误 ,(3) 正 确 。 


二 15 
121 12_ pi2p > 
10 
. 2 
(人 数 ) 
图 9A-6 
(0.7.6) (0.7.4) 


第 十 章 

一 、 选 择 题 

i WD 2 3 0 4. (b) 5 Cbd 
6. (c) 人 

二 、 练 习题 


Wl 031255 0 一 有 一 一 
人 5 大 96) We=0. 160 7 CRCT215) =e "=0.4724, 
M2 (DD 一 0.25 (2) L=3CA)s (3 W=10s 3 2 大 /hs 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 分 


10.3 老 系 统 平均 队长 24. 70 辆 ,新 系统 (增加 一 个 收费 装置 后 ) 空 闲 概率 为 0. 25， 
所 以 采用 新 装置 合算 。 

10.4 (1) P,=0. 615 8; (2) L=0.5616CA); (3) Ls=0.1774( 人 人); (4) W= 
0.146 2(h); (5) W,=0.046 2(h) 。 

10.5 4 台 。 

10.6 (1) 因 p==1, 队 长 将 无 限 增 大 ; (2) Po 二 1/3, 至 少 有 2 名 以 上 顾客 的 概率 为 
1/3; (3) L=4/3C 人 ),Ls=1/3(A),W=2/9(h),W,=1/18(h)。 

10.7 (1) 有 效 到 达 率 分 别 为 5.76 和 9. 45, 服 务 强度 分 别 为 0.6 和 1.5; (2) 平均 
顾客 数 分 别 为 1. 206 4 和 8.0774; (3) 满足 率 分 别 为 0.04 和 0.37; (4) 当 到 达 率 再 增 大 
时 ,应 增加 服务 员 数 ,提高 服务 效率 。 

10.8 1.875( 人 ) 。 

10.9 (1) Po=0,2; (2) L=2.6( 人 ),Ls=1.8( 人 ),W=0.433 3,W,=0, 3。 


10.10 (1) C=a Iste:d 0); (2) p* =1— Va/cs。 


10.11 本 章 式 (10.82) 一 式 (10.85) 中 , 令 叶 =0 化 简 后 再 同 原 式 比较 。 

10.12 (1) 0.2623; (2) 0. 179。 

10.13 (1) 应 扩大 等 待 空间 ; (2) 应 提高 平均 服务 效率 。 

10.14 建造 两 个 邱 位 可 使 印 位 处 的 砂 与 数 平均 减少 2. 13 辆 ,相当 于 用 14 万 元 的 投 
资 换 回 17. 04 万 元 的 运输 设备 ,因此 建 两 个 卸 位 合算 。 

10.15 Po=0.312,Pi=0.347,P;==0.225,Ps 二 0.090, 相 对 通过 能 力 Q=1 一 P:== 
0.91 ,绝对 通过 能 力 A 二 4Q 二 0.728, 损 失 率 P; 二 0.090, 占 用 通道 平均 数 ;二 p(1 一 P;)= 
L009s 

10.16 (1)'0.3874; (2) 0;4672; (3) 3 台 。 


10.17 设 维修 工 看 管 m 台 机 器 ,比较 不 同 mm 值 时 ,使 二 [8 十 40L(m)] 为 最 小 ,经 比 


较 仍 为 看 管 3 台 。 
10.18 (1) 该 商店 可 以 盘 利 ; (2) 当 维 修 率 达到 4 二 7.2 件 /h 时 盘 亏 平衡 。 
10.19 (1)(2) 正 确 .(3)(4) 不 正确 。 
10.20 上 略 


第 十 一 章 

一 、 选 择 题 

1 2 Cy 3. (a)(d) 和 5 (a & Cb 
二 、 练习 题 

11.1 最 佳 订购 批量 Q* 二 346t。 


11.2 订购 费 1 000 元 时 经 济 订购 批量 为 38 730 件 ; 订购 费 100 元 时 为 12 247 件 。 

1 QQ = L225 

11.4 生产 速率 20 件 /月 时 ,经 济 生产 批量 为 69 件 ,最 小 费用 69 元 ; 生产 速度 
40 件 / 月 时 ,经 济 生产 批量 为 20 件 .最 小 费用 为 80 元 。 

11.5 (1) 不 允许 缺 货 时 ,最 优 存储 策略 为 每 隔 0. 45 月 订购 一 次 ,每 次 订购 1 789 
件 ,最 小 平均 费用 为 2 236 元 ; (2) 允许 缺 货 时 ,最 优 存储 策略 为 每 隔 0. 48 月 订购 一 次 ， 
每 次 订购 1 918 件 , 最 小 平均 费用 2085 元 。 

11.6 (1) EOQ 为 354 件 ; (2) 最 优 存储 策略 为 1" 二 2. 59 月 ,Q =388 件 。 

11.7 最 优 采 购 策略 为 1* ==0. 103 年 ,Q* ==1 549 个 。 

11.8 最 优 采购 策略 为 每 隔 0. 2 年 订购 2 000 单位 。 

11.9 经 济 订购 批量 为 50 000 个 。 

11.10 可 比较 模型 一 与 模型 四 。 

对 模型 一 有 


Ci = V2C1CsR ( 见 式 (11. 5)) 
对 模型 四 ,将 式 (11.22) 代 入 式 (11.2) 有 


因 C:/(C 十 C)<1, 故 C<Ci 。 

类 似 可 比较 模型 二 与 模型 四 。 

11.11 进货 160 件 为 宜 。 

11.12 应 订购 100 件 。 

11.13 ”订购 策略 为 ( 90,100), 即 期 初 库存 小 于 90 时 应 订货 ,补足 库存 100; 如 期 初 
库存 不 低 于 90, 则 不 订货 。 如 发 生 缺 货 , 则 自行 生产 。 

11.14 (s,S)=(30,40)。 

11.15 (s,S)=(72.5.80), 

11.16 ”本题 中 订货 量 (Q) 与 存储 量 (R) 变 化 的 关系 见 图 11A-1。 


R 
R so. 
S 
tp 遇 
le 
n 个 月 a 


11A-1 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 


设 2 为 两 次 订货 之 间 的 间隔 期 (以 月 为 单位 ) 


因 CCQ) (vtc[3QtcQ R)+(Q 2R)+…+(Q—(n—DR) |) 


n 


和 ne 
c[ Q 和 4 二 二 二 (Q— tn DR) |= CR 


这 2 
令 C(O = 一 下 6CR=-0 
dn 
和 总。 2 史 。_ /2VR 
得 n=NCR: Q"= C 


11.17 因 有 CCQ) 十 CQ) =&>)rP(C)， >)rP(r) 为 期 望 需求 量 ,为 常量 ,因此 


r=0 r=0 


C(Q) 十 C'(Q) = 平均 一 利 (常数 ), 这 就 是 两 个 准则 下 结果 相同 的 原因 。 


11.18 (1)(2)(3) 正 确 ,(4) 不 正确 。 

第 十 二 章 

一 、 选 择 题 

Le 2 Hay 3. (ce) ‘4 

二 、 练 习题 

12.1 儿童 甲 赢 得 矩阵 见 表 12A-1。 

表 12A-1 
区 


0 6. (a)(c) 


cn 


四 石头 布 剪刀 


石头 0 | 1 


布 1 0 | 


剪刀 | 1 0 


12.2 甲乙 双方 策略 均 为 出 1 猜 2(1,2), 出 1 猜 3(1,3), 出 2 猜 3(2,3), 出 2 猜 


4(2,4), 甲 的 赢得 矩阵 见 表 12A-2。 


表 12A-2 
二 (1,2) (1,3) (2,3) (2,4) 
甲 
(1,2) 0 4 一 6 0 
(1,3) 一 4 0 0 6 
(2,3) 6 0 0 一 8 
(2,4) 0 0 8 0 


12.3 (1) 最 优 策略 (az ,B1) ,Ve 二 1; (2) 最 优 策略 (as ,8B) ,Ve 二 3。 
12.4 甲 企业 最 优 策略 为 推出 新 产品 ; 乙 企 业 最 优 策略 为 改进 产品 性 能 。 
节日 
了 3 
(2) X “一 (3/11,8/11)7,Y = (0,9/11,2/11)™,Ve=49/11。 
Wm = = Ve 
Dy RD R= 0 L323 = = Ve 二 = 
14/3; 
(2) X* =(1/3,0,2/3)T,Y" 一 (1/3,1/3,1/3)7 或 Y "一 (2/3,1/3,0)T,Vc 一 4/3。 
12.8 先 构造 两 名 健将 不 参加 某 项 比赛 时 甲 . 乙 两 队 的 得 分 表 如 下 : 


i 8/3; 


Ts “CD (oo) 六 ( 


甲 队 得 分 表 乙 队 得 分 表 

王 健 将 不 参加 该 项 比赛 王 健 将 不 参加 该 项 比赛 

蝶泳 | 仰泳 | 蛙泳 蝶泳 | 仰泳 | 蛙泳 
二 蝶泳 14 13 12 过 蝶泳 13 14 15 
将 将 
人 不 
全 仰泳 13 12 12 人 仰泳 14 15 15 
项 项 
蛙泳 12 12 13 站 蛙泳 15 15 14 


将 甲 队 得 分 表 减 去 乙 队 得 分 表 , 得 甲 队 赢得 矩阵 ,求解 得 
X" = (1/2,0,1/2), Y¥°* = (0,1/2,1/2), Ve =—2 
结论 为 : 甲 队 李 健将 应 不 参加 仰泳 比赛 ,并 以 各 1/2 概率 参加 蝶泳 与 蛙泳 比赛 ; 乙 队 
王 健将 不 参加 蝶泳 比赛 ,并 以 各 1/2 概率 参加 仰泳 与 蛙泳 比赛 。 比 赛 结 果 甲 队 输 2 分 。 
12.9 甲 有 4 个 纯 策略 : 四 不 管 正面 或 反面 均 认输 ; @ 不 管 正 , 反 面 均 打赌 ; @@ 出 现 
正面 认输 ,反面 打赌 ; @ 出 现 正 、 反 面 均 打赌 ; 乙 有 2 个 纯 策略 : DD 较真 ; 思 认 输 , 可 据 此 
列 出 对 甲 的 赢得 矩阵 求解 结果 为 
于 " 一 (0,1/3,0,2/3), Y* = (2/3,1/3), Ve= 1/3 
12. 10 ”核心 为 (25,25,25,25)。 
12.11 (1) vy({}))=0,v{1}))=v({2}))=y({3))=—2; vy({1,2})=v({2,3))=v({1, 
3)D)=2F7({1,253))=3。 
(2) 核心 为 (1 ,1,1)。 
(3) Shapley 值 为 每 名 游戏 者 1 元 。 


附录 B 习题 参考 答案 与 提示 从 


第 十 三 章 
一 、 选 择 题 
1. (©) 2 .0b 3. (a) 4. (d) ER 
6. (d) 3. ey 8. (b)(c) 9. (d) 0 Xa) 
二 、 练习 题 


13.1 应 选择 乙 产 品 ,转折 概率 P 二 0. 25。 
13.2 (1) 其 损益 矩阵 如 下 表 。 


状 态 
方案 
100 150 200 250 300 

100 2 400 2 400 2 400 2 400 2 400 
150 1 900 3 600 3 600 3 600 3 600 
200 1 400 3 100 4800 4800 4 800 
250 900 2 600 4300 6 000 6 000 
300 400 400 3 800 5 500 7 200 


(2) 等 可 能 法 : 进货 250; 最 小 最 大 法 ; 进货 100; 后 悔 值 法 : 进货 250; 乐观 系数 法 
(乐观 系数 为 0.3) : 进货 300。 

13.3 (1) 两 种 方法 得 出 结论 均 不 需要 修整 ; (2) 两 种 方法 得 出 结论 均 需 要 修整 。 

13.4 (1) 应 参加 投标 , 投 面包 供应 特许 权 ; (2) 应 参加 投标 , 投 饮料 ,不 中 时 ,再 投 


咖啡 。 
13.5 (1) 应 先进 行 勘探 ;(2) 勘探 结果 若 基础 较 差 , 则 不 钻井 ; 若 构造 一 般 和 较 好 
时 ,进行 钻井 。 


13.6 (1) u(20)=1,u(8)=0.75,u(0)=0.5u(—6)=0.255u(—10)=0; 
(2) 该 决策 者 为 回避 风险 型 。 
13.7 (1) 数据 规范 化 处 理 后 如 下 表 。 


项 目 价格 离 单位 路 径 中 小 学 环境 
A 0 0 9 0.617 
0.636 0.571 05 1 
心 了 么 办 1.0 0 0 
权重 0.4 0 15 .3 0.15 


(2) 表 中 数字 分 别 乘 上 权重 再 按 行 加 总 ,有 A 一 一 0.4,B 一 一 0. 64,C 一 一 0. 55, 故 选 
定 方案 B。 


第 十 四 章 

一 、 选 择 题 

1. (Ca)Cb)(c) 2. (a)(b)(c)(d) 3. (a)(b) 4. (Ca)(b)(Cc)(Cd) 

二 、 练习 题 

14.1 一 14.5 请 参考 本 书 第 十 四 章 有 关内 容 。 

14.6 (1) 所 有 工件 先 在 设备 A 上 加 工 再 在 设备 B 上 加 工 , 最 优 工件 排序 为 : 
4 一 10 一 8 一 5 一 1 一 11 一 2 一 7 一 6 一 9 一 3 一 12 ,总 加 工时 间 为 84; (2) 可 先 将 工件 1 一 7( 先 
在 A 上 加 工 再 在 B 上 加 工 ) ,工件 8 一 12( 先 在 B 上 加 工 , 然 后 再 在 A 上 加 工 ) 分 别 排序 ， 
再 将 二 者 按 总 加 工时 间 尽 量 短 的 要 求 组 合 起 来 。 

14.7 按 相应 启发 式 规则 ,可 首先 分 别 考虑 工件 在 设备 A、 设 备 B 上 和 设备 B. 设 备 
C 上 的 最 优 加 工 顺序 。 若 二 者 加 工 顺序 相同 ,就 采用 这 个 顺序 ,和 否则 ,对 加 工 顺序 不 同 的 
工件 加 工 顺序 按 结果 较 好 者 进行 调整 。 本 问题 采用 的 工件 加 工 顺序 为 : 有 一 J 一 J 一 J:， 
总 加 工时 间 等 于 40。 

14.8 (1) 以 城市 1 为 基点 ,仿照 本 章 例 2 的 做 法 ,可 得 出 连接 各 个 城市 的 一 条 线 
路 ; (2) 首先 构成 凸 包 1 一 2 一 7 一 10 一 8 一 6 一 1, 再 将 凸 包 内 的 3、4、5、9 各 点 (城市 ) 分 别 
插入 到 其 邻近 的 二 点 (在 凸 包 上 ) 之 间 , 形 成 包含 所 有 城市 的 一 条 线路 ;(3) 对 上 述 得 到 的 
线路 ,通过 交换 城市 间 的 连接 顺序 以 缩短 线路 长 度 , 最 后 得 到 线路 : 1 一 3 一 5 一 2 一 7 
10 一 9 一 8 一 6 一 4 一 1] 。 线 路 总 长 度 为 71. 291 6。 

14.9 其 满意 的 可 接受 可 行 解 见 下 表 。 


收 空 车 重 载 点 车 场 
发 车 数 
发 空 车 1 2 3 4 5 
4 12 10 8 10 
1 4 6 0 10 
重 2 8 6 10 
载 2 6 6 
点 
12 4 6 14 2 
3 1 6 7 
6 4 6 M M 
车 4 0 
14 2 8 M M 
场 6 0 6 
收 车 数 10 6 ‘ 0 6 


附录 C 自 测 试题 及 答案 


自 测试 题 (一 ) 

一 、 填 充 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

1. 一 个 标准 型 的 线性 规划 问题 ,用 单纯 形 法 求解 时 ,判断 存在 无 穷 多 最 优 解 的 标志 
为 

2. 用 表 上 作业 法 求解 产销 平衡 的 运输 问题 ,判别 问题 存在 无 穷 多 最 优 解 的 标志 
为 o 

3. 一 个 人 的 效用 取向 用 效用 曲线 表示 时 , 当 属 保守 型 时 ,效用 曲线 是 _Q@_ 形 , 属 冒 
进 型 时 ,效用 曲线 呈 _ 四 形 。 

4. 若 (i) 是 网 络 图 关键 路 线 上 的 一 项 作业 , 若 ips (i, 站 为 作业 最 早 开始 时 间 ,rs (i, 站) 
为 作业 最 晚 必须 完成 时 间 ,:Gz7) 为 完成 该 作业 所 需 时 间 , 则 三 者 之 间 存 在 以 下 关系 
趟 5 

5. 求解 动态 规划 问题 的 最 优化 原理 可 叙述 为 : 

二 、 选 择 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

以 下 各 题 (a)(b)(c)(d)4 个 答案 中 有 一 个 或 多 个 是 正确 的 ,请 填写 在 答案 中 

1. 求解 具 求 极 大 值 的 线性 规划 问题 得 到 第 ;项 资源 的 影子 阶 格 为 &, 由 此 对 该 项 资 
源 多 投入 5 个 单位 , 则 该 问题 的 目标 函数 值 将 增加 

(a) 5k (b) =5k (c) <5k (d) 其 他 

2. 若 图 G 是 树 图 ,下列 说 法 中 正确 的 有 

(a) 图 无 圈 , 且 连通 

(b) 图 中 有 个 点 (n 一 1) 条 边 

(c) 图 中 任意 两 点 间 存 在 且 仅 存在 唯一 的 链 

(Cd) 当 有 5 个 点 时 ,各 点 的 次 为 3,2,1.1:1 

3. 目标 规划 的 目标 函数 其 中 表达 正确 的 有 

(a) max{d” +dt+} (b) min{d” +d+} 

(ec) max{Pi(di +dri)+P,(ds +adr )} (d) min{3zi+2zx;:} 

4. 一 个 含 芭 个 产地 nn 个 销 地 产销 平衡 的 运输 问题 数学 模型 中 ,独立 的 约束 条 件 有 

(a) m+n—1 (b) <m++n—1 
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(e) "<m+n—1 (d) (a)(b)(c) 均 不 对 
5. 用 标号 算法 求 网 络 最 大 流 时 . 若 找 出 一 条 从 发 点 s 到 终点 上 的 增 广 链 , 则 在 该 增 广 
链 的 所 有 弧 上 有 

(a) 正 向 弧 上 三 二 cs 反 向 弧 上 方 =0 

(b) 正 向 弧 上 广 二 G6 反 向 弧 上 fj 宇 0 

(c) 正 向 弧 上 方 一 cf 反 向 弧 上 fj 宇 0 

(d) 正 向 弧 上 方 <cf 反 向 弧 上 方 =0 

三 、 已 知 线性 规划 问题 (20 分 ) 


maxz 一 3zl 十 5zz 对 偶 变量 
1 十 zs 一 4 2 
2zz 十 zi 一]12 yz 
Ss. t. 


A Zs 十 zs 一 18 ys 

Ti 宕 0 了 一 1,2,…,5 
要 求 : (a) 写 出 其 对 偶 问 题 ; (b) 用 单纯 形 法 求解 原 问题 最 优 解 ; 
(c) 由 (b) 的 结果 直接 写 出 对 偶 问题 最 优 解 
四 、 用 图 解法 流域 下 述 目标 规划 的 满意 解 (15 分 ) 

min < = Pidt + Pzd# + Psd# 
—Zzl 二 + zis+di—dt=4 

x1—2z:+di—di=4 

Tl 十 2zz 二 di 一 d= 二 8 

TisT2 > disdt 之 0(i= 1,2,3) 
五 、 下 图 中 已 知 两 点 间 的 距离 如 图 中 所 示 , 若 求 图 中 ww 至 vs 点 之 间 的 最 短 距离 车 用 

整数 规划 求解 , 试 列 出 其 数学 模型 。(15 分 ) 


Uy 6 LA 
演 
UV 3 
3 
be 8 vs 


六 、 某 城市 拟 铺设 一 条 从 A 一 E 的 管道 。 已 知 各 有 段 路 线 及 铺设 所 需 费 用 如 下 图 所 
示 。 试 用 动态 规划 方法 找 出 一 条 使 总 费用 最 省 的 路 线 。(20 分 ) 


附录 C 自 测 试题 及 答案 合 


自 测 试题 (二 ) 


一 、 填 充 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

1. 线性 规划 可 行 域 中 任意 一 点 对 应 问题 的 一 个 “四 解 ,可 行 域 的 顶点 对 应 问题 的 
一 个 _ 四 解 。 

2. 从 线性 规划 的 原 问 题 直 接 写 出 其 对 偶 问题 , 若 原 问题 目标 函数 为 min x, 变 量 zj 志 
0, 则 在 对 偶 问题 中 对 应 的 第 j 个 约束 条 件 取 号 。 

3. 若 希 望 产 品 下 的 产量 zs 不 超过 产品 工 的 产量 zx 的 1/3, 在 目标 规划 中 的 约束 应 
表 为 @ 和 min_ @ 


4. 下 图 中 各 弧 旁 数字 为 各 弧 的 容量 ,计算 ;一 1 的 最 大 流 时 可 得 出 图 中 最 小 割 集 


为 


5. 动态 规划 求解 的 思路 ,依据 利 。 别 尔 曼 提 出 的 最 优化 原理 将 一 个 含 n 个 阶段 的 多 
阶段 决策 问题 转化 为 一 个 含 _Q@_ 个 阶段 _@_ 的 单 阶段 的 决策 问题 。 

二 、 选 择 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 

以 下 各 题 (a) (b)(c)(d)4 个 答案 中 有 一 个 或 多 个 正确 的 ,请 填写 在 答案 中 

1. 已 知 yi 为 线性 规划 对 偶 问题 的 最 优 解 ,车 yi 二 0 说 明 在 最 优生 产 计 划 中 


(a) 第 i 种 资源 已 耗 尽 (b) 第 i 种 资源 还 有 剩余 

(c) (a) 和 (b) 均 有 可 能 (d) (a)(b)(c) 均 不 正确 

2. 一 个 含 交 个 产地 ?个 销 地 产销 平衡 的 运输 问题 建立 的 数学 模型 中 含 个 
基 变 量 和 个 约束 

(a) mXn,m+t+n—1 (b) mxXnmtn 

《ec) <mXn—1l,m++n (d) mxXn, 二 mn—1 

3. 分 配 问题 的 效率 矩阵 中 做 如 下 变换 时 将 不 影响 问题 的 最 优 解 

(a) 效率 矩阵 某 一 行 加 常数 人 (b) 效率 矩阵 某 一 列 加 常数 玉 

(c) 效率 矩阵 某 一 行 乘 上 常数 (d) 效率 矩阵 某 一 列 乘 上 常数 


4. 一 个 网 络 的 关键 路 线 具 有 以 下 性 质 

(a) 任 一 网 络 存 在 唯一 的 关键 路 线 

(b) 关键 路 线 上 各 作业 的 总 时 差 与 自由 时 差 均 为 零 

(c) 关键 路 线 是 完成 一 项 工程 自 始 点 至 终点 用 时 最 省 的 一 条 路 径 

(d) 网 络 图 中 任 一 点 出 发 有 多 个 作业 时 .其 中 用 时 最 长 的 作业 必 包 含 在 网 络 的 关键 
路 线 中 


5. 一 个 整数 分 成 个 整数 之 和 使 其 乘积 为 最 大 ,可 建立 下 列 数 学 模型 求解 


(a) 线性 规划 (b) 整数 线性 规划 
(c) 动态 规划 (d) 非 线性 规划 


三 、 线 性 规划 问题 (20 分 ) 
max z= 2zl 一 Zz 十 Zs 
ZI 十 zz 十 zs 6 
S.t. 14 一 了 十 2zz | 
| zi 宇 0 (= 1,2,3) 
已 知 用 单纯 形 法 求解 时 得 最 终 单纯 形 表 如 下 


zl Xs Ts Ty Xs 

Tl 6 1 1 n 1 0 
T 10 0 3 1 
已 一 2 0 一 3 = 省 一 2 0 


分 析 下 列 条 件 单独 变化 时 最 优 解 的 变化 
(a) 目标 函数 变 为 max zx 一 2zi 十 3zz 十 zs 
-is 6 ul 
Cb) 约束 右 端 项 由 | ，| 变 为 | | 
四 、 某 公司 有 5 个 可 供 选 择 的 投资 项 目 , 其 所 需 投资 额 与 预期 收益 如 下 表 所 示 


项 目 1 2 3 4 5 
投资 额 (万 元 ) 180 210 130 95 135 
预期 收益 (万 元 ) 46 50 30 20 35 


公司 限定 投资 额 不 超过 600 万 元 ,预期 收益 将 在 今后 5 年 内 实现 。 投 资 选择 上 需 满 
足 : (1)1、2.3 项 目 中 至 少 选 一 项 ; (2) 项 目 3.4 中 最 多 选 一 项 ; (3) 项 目 5 选取 的 条 件 是 
项 目 1 必须 选中 。 为 使 预期 收益 最 大 , 试 建立 数学 模型 ,但 不 需求 解 。 

五 、 用 Dijkstra 算法 找 出 下 图 中 从 四 至 @ 点 的 最 短路 径 及 最 短 距 离 , 要 求 列 出 计算 
步骤 


附录 C 自 测试 题 及 答案 SS 


六 、 要 求 用 动态 规划 方法 求解 下 述 非 线 性 规划 问题 
maxz= xi* Zzx2* x 


人 十 zs 委 6 
于 二 
量 芝 站 玫 三 直下 


要 求 写 出 动态 规划 的 基本 方程 ,说 明 各 符号 意义 ,给 出 边界 条 件 , 并 求 数值 解 。 
自 测 试题 (三 ) 


一 、 填 充 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 
1. 线性 规划 问题 Li 和 La 


Li: max >z 一 > czi 对 偶 变 量 Lz: max z 一 > cizi 对 偶 变 量 
j=1 j=1 
aizi 一 y a 
a | 3 YT 1 1 a | > asz ) 一 3 V1 


zj 0 = 1 on T2097 = lsn 


据 此 有 六 一 y1 

2. 利 。 别 尔 曼 提出 了 求解 动态 规划 问题 的 最 优化 原理 ,可 简要 概述 为 : 

3. 用 线性 规划 求解 得 第 i 种 资源 的 影子 价格 为 £, 则 在 问题 中 其 他 参数 不 变 的 条 件 
下 ,第 i 种 资源 增加 10 个 单位 ,目标 函数 的 增加 值 将 增 大 

4. 用 Ford-Fulkerson 标号 法 求 网 络 最 大 流 时 , 若 找 出 一 条 从 st 的 增 广 链 , 其 正 向 
弧 上 必 满 足 _@_, 反 向 弧 上 必 满 足 _@ ，。 


5. m 个 约束 条 件 Dasri SbCi 三 1,…,m), 其 中 只 有 上 个 条 件 (k 二 mr) 真 正 起 到 约 
1， 假定 第 i 个 约束 不 起 作用 
东 , 若 用 > 
0， 假定 第 i 个 约束 起 作用 
又 设 M 为 任意 大 整数 , 则 上 述 假定 可 表 为 
二 、 选 择 题 (每 题 3 分 , 共 15 分 ) 
以 下 各 题 (a) (b)(c)(d)4 个 答案 中 有 一 个 或 多 个 是 正确 的 ,请 填写 在 答案 中 
1. 对 取 值 无 约束 的 变量 zj ,标准化 时 通常 令 zz 三 zy 一 地 (x;, 世 宇 0)。 用 单纯 形 法 求 
解 时 可 能 出 现 
(Ca) S00 
(b) Py+P=0 
(c) o>0,0>0 
(d) xz)>0,7=0 
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2. 以 下 叙述 中 正确 的 有 

(a) 原 问 题 有 可 行 解 ,其 对 偶 问题 一 定 也 有 可 行 解 

(b) 原 问 题 无 可 行 解 ,其 对 偶 问题 一 定 也 无 可 行 解 

(c) 若 原 问题 有 无 界 解 ,其 对 偶 问题 一 定 有 无 界 解 

(d) (a)(b)(c) 均 不 对 

3. 以 下 叙述 中 正确 的 有 

(a) 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 是 单纯 形 法 求解 运输 问题 时 的 简化 

(b) 可 以 用 求解 运输 问题 的 表 上 作业 法 求解 分 配 问题 

(c) 运输 问题 在 适当 变换 后 可 用 匈牙利 法 求解 

(d) 动态 规划 只 用 于 求解 动态 多 阶段 的 问题 ,不 能 用 于 求解 静态 的 优化 问题 

4. 用 对 偶 单纯 形 法 求解 线性 规划 时 ,出 现 以 下 情况 判别 问题 无 可 行 解 

(a) 基 变 量 列 5; 二 0 在 i 行 全 部 a; 宇 0 

(b) 基 变 量 列 5;<<0 ”在 i 行 全 部 a; 二 0 

(c) 基 变 量 列 0>0 在 i 行 全 部 a; 宇 0 

(d) 基 变 量 列 5; 二 0 在 i 行 全 部 a; 二 0 

5. 线性 规划 问题 

max xz 一 ClZI 十 Zz 
| 

全 省 zi 十 2zs<10 当 ci 的 取 值 范 围 为 何 值 时 ,问题 有 无 穷 多 最 优 解 
| 

(a) a=1 (b) 1<a<=2 (Ce) ci=2 (d) 2<a<% 

三 、 下 表 为 求 极 大 值 线 性 规划 问题 的 初始 单纯 形 表 及 和 迭代 一 步 后 的 表 ,z4、zs 为 松 

弛 变量 , 试 给 出 表 中 “一 : 值 及 变量 下 标 痉 、w、\s\ 的 值 (20 分 ) 


1 Tz Ts Ts Ts 

i 6 b c d 1 0 
i 1 一 3 0 1 
G2 a 1 一 2 0 0 

T 弟 & 2 | 1/2 0 
ws 4 有 h i 1 1/2 1 
ci—2j 0 7 k L 


四 、 甲 乙 、 丙 、 丁 4 人 完成 A、B、.C、D.E 五 项 任务 .每 人 完成 各 项 任务 的 时 间 如 下 表 
所 示 , 车 规定 A、B 两 项 必须 完成 ,C.D\E 中 有 一 项 可 以 不 完成 。 若 规定 每 人 只 完成 一 项 
任务 , 问 如何 分 配 用 时 最 少 ? (15 分 ) 


附录 C 自 测试 题 及 答案 


A B C D E 
甲 25 29 31 42 37 
39 38 26 20 33 
再 34 27 28 40 32 
EE 24 42 36 23 45 


六 、 用 动态 规划 的 逆序 算法 求 下 述 非 线性 规划 的 最 优 解 ,(20 分 ) 
要 求 写 出 阶段 划分 ,状态 变量 ,决策 变量 .允许 决策 集合 ,状态 能 够 方程 ,并 列 出 各 步 
计算 过 程 


max z = 4zl 十 9zz 十 2z 
[2 十 4zz 十 3zz 委 10 


Ss, t, 


1 922528 0 


自 测 试题 答案 


自 测 试题 (一 ) 答 案 
一 、 填 充 题 


1. 全 部 oj; 二 0, 其 中 至 少 一 个 非 基 变量 的 oj 二 0 

2. 全 部 检验 数 三 0, 其 中 至 少 一 个 为 零 

3 加 凸 加 隔 

4. 而 妇 iEF(GiJ) 一 tesGiJ) 

5. 一 个 过 程 的 最 优 策略 具有 这 样 的 性 质 : 即 无 论 初始 状态 及 初始 决策 如 何 ,其 以 后 
所 有 决策 应 构成 最 优 策略 

二 、 选 择 题 


1. (ec) 2. (a)(b)(d) 3. (b) 4. (b) 5. (d) 
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三 、(a) 对 偶 问 题 为 
min w = 4y 十 12ys 十 18ys 
2 十 3ys 之 3 
号 2y* 十 2ys 之 5 
] yi = 


(b) 原 问 题 最 优 解 
2 2020 0) H” = 86 


(c) 对 偶 问题 最 优 解 


Yy*" = (0 六 ,1,0,0)， 6 


四 、 满 意 解 为 由 OABCD 围 成 的 多 边 形 内 


五 、 用 z 表 (wvz) ,zs 表 (uiyva),zs 表 (w vs),zi 表 (uzu),zs 表 (vs,v4),x6 表 


(ww5),zy 表 (v4 ,vs) 
则 数学 模型 可 表 为 


min < 一 7zl 十 5zz 十 4zs 十 6zt 十 9zs 十 8ze 一 3z7 


TI 三 Ts 十 TXT4 zl 十 zz 一 1 
Zz 十 Ts 一 Ts 十 ze Zi 十 zs 一 工 7 
Z6 十 zy 一 1 
zj 二 0 或 1 (j=1,…,7) 
六 、 费 用 最 省 路 线 为 A 一 B: 一 C1 一 D1 一 EE, 总 费用 为 8 


自 测 试题 (二 ) 答 案 


一 、 填充 题 

1. 四 可 行 解 回 基 可 行 解 

2. 这 

a Darm—std —d*=0 @at 
4. {(A,D)(A,C)(S,B)} 

5. Dn 个 加 具有 递 推 关 系 的 


附录 C 自 测试 题 及 答案 S 


二 、 选 择 题 

le) DD 8 (CO) 4 0 5 ND 

三 、(a) 最 优 解 变 为 Z* = 二 (8/3,10/3,0,0,0) xz"* 一 46/3 
(b) 最 优 解 变 为 2 二 (3,0,0,0,7) xx 一 3/2 


1 投资 第 j 项 目 
四 、 设 太一 | : 则 模型 为 
0 不 投资 7 项目 


max zx 一 46zl 十 50zrs 十 30zs 十 20zr4 十 35zz 
Xi 十 Xz 十 Zs 宇 1 


zo 人 el 


s.t. Ts5 SX 
180z1 十 210xz 十 130zxs 十 95z4 十 135zxs 委 600 
zj 二 0 或 1 (= 1,…,5) 
五 、 至 的 最 短路 为 D0 一 @ 一 加 一 @, 总 长 度 为 14 
六 、 阶 段 £=1,2,3 状态 变量 s 其 中 si 一 6 
决策 变量 ze 0 过 zz 三 5s 状态 转移 $54 二 $4 一 zx 
基本 方程 f(s) 二 max {paCua) eo fan(set)} ,fi(ss)=1 
on 
RE=3N f= max {rt flo) = (=) 
0<zs < 
k=2 时 f2(52)= max {x2 * fa(s2—x2)}= max {x2 * (s2— Xx2)3} 
0<z2 < 


0<7, Ss 
d{} 
今 
“dr 


(sz 一 zs) 一 3zz(ss 一 2)2 一 0 
S， 2 
当 zo 二 ss/4 时 使 f(s) 二 27 (学 ) 达到 最 大 值 


6—ziN* 
I i Es }= 2 。 = 
当 &=1 时 fi(5) a en f2(6—zx1))} mas, | 27( 二 ) } 


信和 2 27 (a) #27 (所) 


-5 (TP) [Sn]-° 
当 xz 二 2 时 f(s1) 二 108 为 最 大 值 


逆 推 得 zx 二 2 过 ss 二 4,.zs 二 1 坟 53 二 3,x3 二 8 


自 测试 题 ( 三 ) 答 案 


一 、 填 充 题 
1 
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2. 一 个 过 程 的 最 优 策略 具有 这 样 的 性 质 , 即 无 论 初始 状态 及 初始 决策 如 何 ,对 先前 
决策 所 形成 的 状态 而 言 , 其 以 后 的 所 有 决策 应 构成 最 优 策略 

3. <10k 

4. Dfy<esy ©@fs>0 


5. > asgzi bt+yM, Dy: =m—k 
j=1 1 


二 、 选择 题 
I ba 2 C00) SB CBG LL Sa) 


用 匈牙利 法 求 得 最 优 分 配 为 甲 -A, 乙 -C, 丙 -B, 丁 -D, 共 用 时 101 
五 、 求 得 网 络 最 大 流 如 下 图 所 示 


最 大 流 为 18 
最 小 割 为 {(m v4) (vz ,vs) (va vs) (vs vs)} 
六 、& 一 一 阶段 变量 k=1,2,3; $s 状态 变量 ; zx 


SHH = Sk 一 QT 


决策 变量 


filss) = max {crt f(z)} 
0 /on 


当 k&==3 时 fs(s3) 二 max {2zx3 二 f(s,)} 
0<zs <s/3 


附录 C 自 测 试题 及 答案 全 


se 向 和] 和 5 
“fi(s)=0 得 f(s5)=2 (时) =95 三 一 全 
当 上 三 2 时 fl) = ma (9 fess 4z2)} 
当 克 二 1 时 有 (010 =, ma tr1t fa(10—271)} 


最 后 得 x? = 二 0,x2 二 5/2,x3 一 0,z ”一 45/2 


教学 支持 说 明 
上 课件 申请 

尊敬 的 老师 : 
您 好 ! 感谢 您 选用 清华 大 学 出 版 社 的 教材 ! 为 更 好 地 服务 教学 ， 我 们 为 采用 本 书 作 


为 教材 的 老师 提供 教学 辅助 资源 。 鉴 于 部 分 资源 仅 提供 给 授课 教师 使 用 ， 请 您 直接 手机 
扫描 下 方 二 维 码 实 时 申请 教学 资源 。 


| 任课 教师 扫描 二 维 码 
\、 可 获取 教学 辅助 资源 


PP> 样 书 申请 

为 方便 教师 选用 教材 ， 我 们 为 您 提供 免费 赠送 样 书 服务 。 授 课 教 师 扫 描 下 方 二 维 码 

即 可 获取 清华 大 学 出 版 社 教材 电子 书目 。 在 线 填写 个 人 信息 ， 经 审核 认证 后 即 可 获取 所 
选 教材 。 我 们 会 第 一 时 间 为 您 寄 送 样 书 。 


;任课 教师 扫描 二 维 码 
可 获取 教材 电子 书目 


(a 
(@ 清华 大 学 出 版 社 
E-mail: tupfuwu(@163.com 网 址 : 


: http://www.tup.com.cn/ 
电话 : 8610-62770175-4506/4340 传真 : 8610-62775511 


地 址 : 北京 市 海淀 区 双 清 路 学 研 大 厦 B 座 509 室 邮编 : 100084 


